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Allgemeine physikalische Konstanten 
(September 1926) *). 


a) Mechanische Konstanten. 


Cravitationskonstante 0. @0 + 01>. © « 6 «y= 70585 - 10-8 dyn -cm*. g- 
Normale Schwerebeschleunigung Fae ok ee Cen 980, 665 cm + sec~? 
Schwerebeschleuniging bei 45° Breite .... - 980,616 cm + sec~? 

4 Meterkilogramm (mkg). ...-+++-++:-: 0,980665 - 108 erg 
Normale Atmosphare (atm) ....---- + - 1013255: 108 dyn+cm~? 
Technische Atmosphare . . . . . « + 0,980665 - 108 dyn - cm~? 
Maximale Dichte des Wassers Beis 1 ‘atm "aa 5 60999973) een =# 


Normales spezifisches Gewicht des Quecksilbers . 13,5955 
b) Thermische Konstanten. 


Absolute Temperatur des Eispunktes.....- - Dy fay orn 

Normales Litergewicht des Sauerstoffes. ... . 1,42900g-1-1 

Normales Molvolumen idealer Gase. . . . - + + 22,414; - 108 cm? 

0,8204, - 10? cm’-atm - grad ~ * 
0,8313 - 108 erg - grad ~ * 
0,8309, - 10! int joule - grad-* 
1,985, cal- grad~1 

4,184, int joule 

1,1623 -10-® int k-watt-st 
4,186, + 10" erg 

4,268, - 10-1 mkg 


c) Elektrische Konstanten. 


Gaskonstante fiir ein Mol. .....e- 


Energiedquivalent der 15°-Kalorie (cal)... . 


1 internationales Ampere (intamp)....-. . - 1,0000) abs amp 

1 internationales Ohm (intohm) . . a tae) 1.00055 absiohim 

Elektrochemisches Aquivalent des Silbers . . . 1,11800- 10-3 g-intcoul-! 

Faraday-Konstante fiir ein Mol und Valenz 1. . 0,9649, - 10° int coul 

Tonisier.-Energie/Ionisier.-Spannung. . . . . . . 0,9649,-10° int joule - int volt~* 
d) Atom- und Elektronenkonstanten. 

Atompewicht des Sauerstofis.. .-. - <=. = =~. = 16,000 

Atomgewicht des Silbers. . . em ee OZ OS 

Loscumiprsche Zahl (fir 4 Mol) . ie eae meamOs OOresel Ose 

BoLrrizMannsche Konstanteyk. =). © «= < .) ) dso72-nOn> ere erad a 

1/,, der Masse des Sauerstoffatoms. . ....- . 1,650-10-** g 


. —194 
Elektrisches Elementarquantum e eee 10" * iat coal 


4,774: 107-29 dyn*/: - cm 
Spezifische Ladung des ruhenden Elektrons e/m . 1,76, - 108 int coul- g~1 


Masse des ruhenden Elektrons m. . i ete ee O2anl Onaroue 
Geschwindigkeit von 1-Volt- Elektronen . |... 5,94, - 107 cm - sec~? 
Atomgewicht des Elektrons . . snap estes abe Ove Oime 


e) Optische und Strahlungskonstanten. 
Lichtgeschwindigkeit (im Vakuum) . . wet 2, 098s 1OLKcmils Seca? 
Wellenlange der roten Cd-Linie (1 atm, 45° oy . 6438,470, - 10-8 cm 
RypBeErGsche Konstante fiir unendl, Kernmasse . 109737,1 cm~1 
SOMMERFELDsche Konstante der Feinstruktur . . 0,729-10~2 
STEFAN-BoLTzMANNsche Strahlungskonstante o . “] 2175710 7 int watt > Cll” eno as 


1,374 010" “4 cal’.\cra =e \setg ener cians 
Konstante des WiEnschen Verschiebungsgesetzes . 0,288 cm - grad 


WieEN-PLancksche Strahlungskonstante cg... . 1,43 cm- grad 

f) Quantenkonstanten. 
PLancksches Wirkungsquantum # ...... . 6,55+10~7 erg «sec 
Quantenkonstante fiir Frequenzen B =h/k . . . 4,77;+10~1! sec - grad 
Durch 1-Volt-Elektronen angeregte Wellenlange . 1,233-10-4cm 
Radius der Normalbahn des H-Elektrons . . . . 0,529-10-8 cm 


1) Erlauterungen und Begriindungen s. Bd. II d. Handb. Kap. 10, S. 487—518. 


Kapitel, 


Infinitesimalrechnung. 


Von 
A. DuSCHEK, Wien.. 
Mit 6 Abbildungen. 


I. Grundlagen. 


a) Mengenlehre. 


1. Abstrakte Mengen. Irgend eine Gesamtheit von Dingen heiBt eine Menge, 
wenn folgende Voraussetzungen erfiillt sind: 

1, Es mu8 von jedem Ding festgestellt werden kénnen, ob es zur Menge 
gehért oder nicht. 

2. Die einer Menge angehérenden Dinge — ihre Elemente — miissen 
voneinander wohl unterscheidbar sein. 

Eine Menge it, heiBt Teilmenge einer Menge St, wenn fede Element 

-von J, auch Element von § ist, in Zeichen It,< M. Die Teilmenge Mt, heiBt 
echt, wenn sie weder mit St selbst identisch, noch leer ist, d. h. ttberhaupt 
kein Element enthalt. 

Unter dem Durchschnitt D zweier Mengen J, und Jt, versteht man die 
Menge aller Elemente, die sowohl zu MM, als auch zu Mt, gehdren, in Zeichen 
D = M,- M,. Unter der Vereinigungsmenge BY zweier Mengen J, und Mt, 
versteht man die Menge aller Elemente, die entweder zu I, oder zu J, gehdren, in 
Zeichen B = IM, + M,. Durchschnitt und Vereinigungsmenge von mehr als 
zwei Mengen sind entsprechend zu definieren. 

Zwei Mengen Jt, und Mt, heiBen Aquivalent, in Zeichen MN, ~ M,, wenn 
sich zwischen ihren Elementen eine ein-eindeutige Zuordnung festsetzen 1aBt, so 
daB jedem Element von 3t, ein und nur ein Element von Jt, entspricht und um- 
gekehrt. 

; Eine Menge St heiBt endlich, wenn es keine echte Teilmenge T << M 
gibt, die zu J Aquivalent ist ; gibt es eine derartige echte Teilmenge T mit T~ M, 
so heiBt Nt unendlich oder transfinit. 

Eine unendliche Menge heiBt abzahlbar, wenn sie der Menge der natiir- 
lichen Zahlen dquivalent ist, d. h. kurz gesprochen, wenn ihre Elemente numeriert 
werden kénnen. Die Vereinigungsmenge einer abzahlbaren Menge von abzahl- 
baren Mengen ist wieder eine abzahlbare Menge. 

Abzahlbar ist die Menge der Se Zahlen), nicht abzahlbar die | 
Menge aller reellen Zahlen. 


1) Das Sind alle Zahlen, die Nullstellen von Polynomen 
ah Cie BU ae ee a, 
mit ganzzahligen Koeffizienten a,, a), ..., a, sind. 
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Aquivalente endliche Mengen stimmen in der Anzahl ihrer Elemente tiberein; 
man nennt diese Anzahl die Machtigkeit oder Kardinalzahl der betreffenden 
Menge. Dieser Begriff wird fiir unendliche Mengen so verallgemeinert, daB man 
allen 4quivalenten unendlichen Mengen dieselbe transfinite Kardinalzahl oder Mach- 
tigkeit zuordnet. Die kleinste transfinite Kardinalzahl ist die Machtigkeit a der ab- 
zahlbaren Mengen. Die Machtigkeit c der Menge der reellen Zahlen heiBt Machtig- 
keit des Kontinuums. Da jede abzahlbare Zahlenmenge eine Teilmenge der 
Menge der reellen Zahlen ist, aber nicht umgekehrt, sagt man, ¢ sei gréBer als a. 

2. Raum von n Dimensionen. Punktmengen. Man definiert: Jedes be- 
stimmte System von ” reellen Zahlen (%,, %), ..., %,) ist ein Punkt x eines 
n-dimensionalen Raumes R,; die einzelnen Zahlen %,, %), ..., %, heiBen 
die Koordinaten des Punktes x. Der Raum R, selbst ist dann die Gesamtheit 
aller seiner Punkte, d.h. die Gesamtheit aller méglichen -Tupel reeller Zahlen. 
Diese Definition ermdglicht es, sich der auch in den Fallen n > 3, wo kein an- 
schauliches Korrelat mehr besteht, oft sehr zweckmaBigen geometrischen Sprech- 
weise zu bedienen. 


Wir schreiben kurz x = (x1, %,..., %,) und unterscheiden verschiedene Punkte 
durch verschiedene Buchstaben oder obere Indizes, z. B. x = (x, x, ..., Kee 
Unter einem Intervall im R, versteht man die Menge der Punkte 

% = (%, %2,-.., %,), deren Koordinaten Ungleichungen von der Form 
(offene Intervalle) oder ete @ me a 
A=n,< bd; (4 = 4, 2, ..5,-) 


(abgeschlossene Intervalle) geniigen. Auf der Geraden bezeichnet man das 
Intervall a <x <b mit (ab) und das Intervall a=x <b mit [ab]. Die Be- 
zeichnungen (a6| und [ab) werden demgemaB ohne weiteres verstandlich sein. 

Umgebung eines Punktes des R,, ist jedes den Punkt enthaltende offene 
Intervall. : 

Geh6rt eine Punktmenge ganz einem Intervall an, so heiBt sie beschrankt. 
Liegt in jeder Umgebung eines Punktes x mindestens ein von x verschiedener 
Punkt einer Menge M, so heiBt x Haufungspunkt von 9; x muB dabei nicht 
notwendig zu 9 gehéren. 

Jede beschrankte unendliche Menge besitzt mindestens einen Haufungs- 
punkt (Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS) 

Eine Menge hei8t abgeschlossen, wenn sie alle ihre Haufungspunkte 
enthalt; isoliert, wenn keiner ihrer Punkte Haufungspunkt ist, in sich dicht, 
wenn jeder ihrer Punkte Haufungspunkt ist und perfekt, wenn sie abgeschlossen 
und in sich dicht ist, “i 

Gilt auf der Geraden Jt < [ad], so hei®t a untere und 6 obere Schranke 
von I. Die groBte untere Schranke heiBt untere Grenze g, die kleinste obere 
Schranke obere GrenzeG von. Esist stets a= g=G<b. Fiir den kleinsten 
Haufungswert « schreibt man u =lim9 oder yu — lim inf (Limes inferior) 
und analog fiir den gré8ten Haufungswert U=limM oder U — lim sup M 
(Limes superior). Ist 9 linksseitig nicht beschrankt, so schreibt man 
“= g=lim inf It = —co und entsprechend bei rechtsseitig nicht beschrank- 


ten Mengen U=G=lm sup =-+ co. Man nennt dann + co und —oco 
uneigentliche Haufungswerte. 


b) Der Funktionsbegriff. 


3. Definitionen, Ist jeder Zahl x einer Menge 9 eine und nur eine andere 
Zahl y auf irgendeine Art zugeordnet, so nennt man y eine eindeutige Funk- 


tion von x und schreibt y = f(x) oder = g(x), F(x), p(x) usw., mitunter auch 
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ve y (x). Man nennt' x unabhangige und y abhangige Veranderliche 
oder Variable. Sind jedem x einer nicht leeren Teilmenge Mt, von WM mehrere 
Werte von y zugeordnet, so hei&t y eine mehrdeutige Funktion von x. Ganz 
analog werden Funktionen von mehreren Verdnderlichen definiert ; die Elemente 
von Mt sind dann allgemein Zahlen-n-tupel (x,, x3, ..., %,) , und man schreibt 
y=] (%, %,..-, Xn). Die Menge M heiBt in jedem Fall Variabilitatsbereich 
der unabhangigen Verdnderlichen oder Definitionsbereich der Funktion. 

_ Sei ¥¢ die Menge aller Werte, die eine Funktion im Definitionsbereich an- 
nimmt, Ist 9 beschrankt, so heiBt auch die Funktion beschrankt; sind g 
und G untere und obere Grenze von 9, so heiBt g auch untere und G obere Grenze 
der Funktion. Gehért g (G) zu ®; so heiBt g (G) Minimum (Maximum) der 
Funktion in 9. Die niemals negative Differenz G — g = s hei®t Schwankung 
der Funktion in §N. Ist M’ eine Teilmenge von $M und sind g’, G’ und s’ bzw. 
untere und obere Grenze sowie Schwankung der Funktion in %’, so ist g<¢’ <G'<G 
mated 3S? StS, 

Ist y = f(x) eine Funktion der einen Veradnderlichen x und deutet man x 
und y als rechtwinklige Koordinaten in der Ebene, so bilden die sdimtlichen 
Punkte, deren Abszissen x dem Definitionsbereich von /(x) angehéren und deren 
Ordinaten y die zugehGrigen Funktionswerte sind, eine Punktmenge © der 
Ebene, die geometrisches Bild oder Graph von /(x) genannt wird. 

Jede Zahl a, fiir die f(a) = 0 ist, heiBt Nullstelle der Funktion /(¥), Die Nullstellen 
von f(z) sind die Wurzeln der Gleichung /(¥) = 0. Entsprechendes gilt im Falle 
mehrerer Veranderlicher. Eine Gleichung f/(¥) = 0 ist entweder nur fiir einige Werte des 
Definitionsbereiches von f(x) erfillt (Bestimmungsgleichung) oder fir alle (identische 
Gleichung oder Identitat), Man schreibt dann oft f/(¥)=0. 

Eine Funktion heiBt periodisch mit der Periode w + 0, wenn /(x + w) 
- ==/(x) identisch in x gilt. Neben w sind auch alle ganzzahligen Vielfachen von w 
Perioden von /(x). Die kleinste mégliche Periode hei8t primitive Periode, 

Eine Funktion /(x) heiBt gerade, wenn /(—x)=/(x), und ungerade, 
wenn /(—x) =—/(x) ist. 

Ist y = f(x) eindeutig in einem Intervall (2) und sind x, und %, zwei 
beliebige Punkte aus (a 0), fiir die x, < x, ist, so heiBt die Funktion /(*) mono- 
ton, wenn entweder /(x,) </(x») oder f(x) >/(x.) ist, und zwar im ersten Fall 
,monoton wachsende“, im zweiten Fall ,,monoton abnehmende“ Funktion. 

Eine Funktion von Veranderlichen heiBt homogen vom Grade k, wenn 


ROMY Naan Fhgh HELM, Kas sea Xn) 
identisch in ¢ gilt; dabei ist k eine beliebige reelle Zahl; ist f(*,, %2, .++, *n) 
nach allen Argumenten differenzierbar, so gilt 
a a tye 
Be a Xe 4 a Xn = kf 


x2 OX, 





(Eulersche Differentialgleichung der homogenen Funktionen). 
Geniigen zwei Funktionen y = f(x) und x = g(y) den Identitaten y= f(g (¥)) 
und x= g(f(«)), so heiBen sie zueinander invers (Umkehrfunktionen), 
Eine Gleichung f(x,y) =0 definiert unter gewissen Voraussetzungen 
(vgl. Ziff. 23) zwei zueinander inverse Funktionen y = y (x) und x= x«(y), Man 
spricht von impliziten (oder besser von implizit gegebenen) Funktionen zum 
Unterschied von den oben besprochenen expliziten Funktionen. Fiir die beiden 
Funktionen y(x) und x(y) gilt f(w, y(x)) =0 und f(x(y), = 0. Fir die Ein- 
 deutigkeit der einen ist die Monotonie der anderen hinreichend. ¢ 
Analog werden implizite Funktionen von mehreren Verdnderlichen 
definiert. 
a 
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4. Grenzwert von Funktionen einer Veranderlichen. Eine Funktion / (x) 
hat an einer Stelle x, den Grenzwert A, oder sie konvergiert nach A, wenn 
sich zu jeder Zahl e > 0 eine Zahl 6 > 0 angeben 1aBt, so daB |f(x) — A|<e 
ist, wenn nur 0 < |* — x | < 6 gilt!); d. h. wenn man den Unterschied zwischen 
Funktionswert /(x) und Grenzwert dadurch beliebig klein machen kann, daB 
man x hinreichend nahe bei x) annimmt. Die Stelle x, muB dabei nur ein Haufungs- 
wert des Definitionsbereiches von /(x) sein. Man schreibt lim/(x) = A. 


LX . 

Mitunter unterscheidet man linksseitige und rechtsseitige Grenzwerte, 
womit gemeint ist, daf man der fraglichen Stelle entweder von links oder von 
rechts her naherkommt. Fir einen linksseitigen Grenzwert muB die letzte Un- 
gleichung der obigen Definition 0<%—x< 6, fiir einen rechtsseitigen 
0<x—4% <0 lauten. Man schreibt den linksseitigen Grenzwert limf(x), 
den rechtsseitigen lim/ (x). &>ito—0 


U>%)+0 : 

Ist der Definitionsbereich von /(x) nicht beschrankt, so kann man nach den 

Grenzwerten lim/(x) und limf(x) fragen. Es ist lim/(x) = A, wenn zu jeder 

w>-+00 a> —co a>+0co 

Zahl ¢ > 0 eine Zahl N angegeben werden kann, so daB |/(x) — A|<e wird, 
wenn nur x > N ist. Analog im zweiten Fall. 

Ist limf(*) = A, so ist auch lim| f(x) |=|A|. Dagegen darf man nicht 

L>X I>Xy 
umgekehrt aus der Existenz von lim| f(x) | auf die von limf(x) schlieBen 











XI>Xo Xo 
(es kann z. B. lim/(%) =+A, aber lim/(x) =—A sein). 
‘ tee LYK +0 L>X,—-0 
Existieren lim/(x) = A und limg(x) = B, so ist 
‘ U>Xo L>Xo 
lim(/(x) + g(x))=lim/(x) + limg(x) =A + B, lim (f(x) - g())=limf(x) - limg(x)=AB 
L>2Xy L>Xy L>Xy I>2 L >2y X >I 
und, sofern B + 0 ist, auch 
lim 
him £4). ae ae 
gene lim g (#) ‘BS 
L>Xo 


Existiert eine Stelle x, und l4Bt sich zu jeder noch so groBen Zahl N eine 
Zahl 6>0 angeben, so daB f(x) > N ist, fiir alle x des Definitionsbereiches, 
die der Ungleichung | x — x, | < 6 geniigen, so hat /(~) an der Stelle x) den 


-uneigentlichen Grenzwert limf (x) = +00. Analog ist limf(%) =—co zu 
S - a Bi . . 2 
verstehen. Wir erwadhnen noch elnige Sdtze: Ist lim/ ee 00 , So iee 
L>2y 


me [f (*) + g(x)] = Loo, lim[f (x) - & (x)] = Loo oder = =Foo, je nachdem in einer 
Umgebung von x» entweder g (x) =A >0 oder g(x) =< A <O ist, und lim 75 == Ox 


Sind ee f(x) und z = g(x) zwei Funktionen von x, fiir die lim ¥ a hin ==70 
ist, So sagt man, y werde von héherer, gleicher oder niedrigeree Ordnune 





*) |#| ist der absolute Betra 








* <0 und |o| =o. Einige Reece NS nee * WANs a 
Blslel til leo Silat olyih @ ley) ete ie saa 
a | 
Ist a > 0, so folgt aus | * | = a entweder x = a oder x = —a, aus | x| <a die Doppel- 


ungleichung — q <* < +a. Man setzt ea = 


«| 
wenn * i = i 
> 0, und signy = —1, wenn % < © ist; signO ist nicht definiert, 


sign # (Vorzeichen von 4); esist signy = +41, 
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(unendlich klein oder besser) Null als z, je nachdem lim 4 = 0, =A oder 


a 
. . . . . . . Cae 
=-+ oo ist, wobei A eine beliebige positive Zahl bedeuten kann. Ist lim [af | ieee 
U> Xo 


== lim |z| =-+ 0°, so sagt man analog, y werde von héherer, gleicher oder 
U>Xo 
ay 


niedrigerer Ordnung unendlich (groB) als z, je nachdem lim |=|= +00, =A 
U>Xo 


oder = 0 ist. Um die Ordnungen des Null- und Unendlichwerdens nicht nur 
vergleichen, sondern auch messen zu kénnen, setzt man fest, dab | — x9 |* 
an der Stelle x) von a-ter Ordnung Null wird, wenn a > 0 ist, und von (— a)-ter 
Ordnung unendlich, wenn a < 0 ist. 


5. Stetigkeit von Funktionen einer Veranderlichen. Eine Funktion y = f(a) 


ist stetig an einer Stelle x) ihres Definitionsbereiches, wenn lim {(%). = P(%6) 
P é LX 
ist, d. h. wenn an dieser Stelle Grenz- und Funktionswert iibereinstimmen. 


Oder: Wenn es zu jeder Zahl ¢ > 0 eine Zahl 6 > 0 gibt, so daB | f(x) — f (x9) Reseed 
ist, wenn nur |* — x9|< 6 gilt. Eine Funktion ist stetig in einem Intervall, 
wenn sie an jeder Stelle dieses Intervalles stetig ist. 











Beispiele von Unstetigkeiten: 
RR i ier Set) = 1, wettn x 2 0, jedoch (0) 2 2. Seldhe Ua. 
noo WX + 1 
stetigkeiten nennt man hebbar, da sie durch Abanderung der Funktion in einem einzigen 
Punkt (allgemein in den Punkten einer isolierten Menge) behoben werden kénnen. In 
unserem Fall brauchen wir ja nur /(0) = 1 zu setzen, um zu erreichen, daB der Grenzwert 
lim 1 =1 mit dem Funktionswert iibereinstimmt. 
a>0 
- 2. f(x) = [4], wo [x] die gréBte inx enthaltene ganze Zahl bedeutet, also x —1<[x] <% 

ist (z. B. [4] = 0, [—}] = —3). Diese Funktion ist fiir alle ganzzahligen x unstetig durch 
endlichen Sprung. Ein ahnliches Verhalten zeigt {(*) = signx an der Stelle 0, die nicht 
zum Definitionsbereich der Funktion gehért. (Vgl. d. Anmerkung auf S. 4.) 


ey Eee oe ist an der Stelle Null unstetig durch Unendlichwerden. 
% 


. 4. Die Funktion f(*), die fiir alle rationalen + den Wert 1 und fiir alle irrationalen 
den Wert 0 hat, ist fiir alle x unstetig (total unstetig). 


Eine Funktion heibt gleichmaBig stetig in einem Intervall, wenn zu 
jeder Zahl « > 0 eine Zahl 6 > 0 angegeben werden kann, so daB |/ (x1) — f (%)|<e 
ist fiir alle Wertepaare x, und x, des Intervalles, die der Ungleichung |, — x,| << 
genigen. Es gilt der wichtige Satz: Ist eine Funktion stetig in einem abgeschlosse- 
nen Intervall, so ist sie im selben Intervall auch gleichmafig stetig. 


Die Funktion f(*#) = ~ ist in (0, 1] stetig, aber nicht gleichmaBig stetig. Wie klein 


auch 6 angenommen ist, es ist stets mdglich, zwei (dann sehr nahe bei 0 gelegene) Zahlen +, 


1 A 3 ‘ 
und #, zu finden, fir die zwar |, — x,| <0, aber a — —|>e wird. Dagegen ist 


1 2 
_die Funktion gleichmaBig stetig in jedem Intervall {a b], wo a > O beliebig klein und b > a ist. 


Ist f(x) in [a 6] definiert und in den Intervallen [a@c,), (cy cs), (Cy ¢g), +--+, 
(C,-1 0] stetig @=¢,<c,---=c,_,<b), so heiBt f(x) stiickweise stetig 
in. [a Oj. 

ede in einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion ist in diesem Inter- 
vall auch beschrankt. 

Summe, Differenz, Produkt und Quotient stetiger Funktionen sind ebenfalls 
stetig, jedoch sind beim Quotienten die Nullstellen des Nenners auszuschlieBen. 

Der absolute Betrag einer stetigen Funktion ist stetig (die Umkehrung gilt 
im allgemeinen nicht). 
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Ist f(x) stetig und f(a) #0, so gibt es eine Umgebung der Stelle a, SO daB 
das Vorzeichen von /(x) in dieser Umgebung mit dem von f(a) iibereinstimmt. 

Ist f(x) stetig im abgeschlossenen Intervall [@6] und sind f(a) und f (6) 
ungleich bezeichnet, ist also f(a) - /(b) <0, so hat /(x) in [ab] mindestens eine 
Nullstelle (Satz von BoLzANo). att, 

Jede in einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion hat in diesem 
Intervall sowohl ein Maximum als auch ein Minimum (Satz von WEIERSTRASS). 

Ist « = g(x) stetig an der Stelle x) und y = f(u) stetig an der Stelle %» = g(%9), 
so ist die zusammengesetzte Funktion y = /[g(x)] stetig an der Stelle %9; es ist 
also lim /[g(x)] = lim /(w). 

U>X U>Uo 

6. Grenzwert und Stetigkeit von Funktionen mehrerer Veranderlichen. 
Wir beschranken uns im folgenden der Einfachheit halber auf Funktionen zweier 
Veranderlicher, die in einem ganzen Intervall der (%¥)-Ebene definiert sind. 
Die Verallgemeinerung auf » Verdnderliche bietet weder besondere Schwierig- 
keiten noch etwas wesentlich Neues. 

Die Funktion /(x, y) hat an der Stelle (%9, yo) den Grenzwert A, in Zeichen 

fim =*7 (7, Vy (4) 
(@, Y)>(o5 Yo) 

wenn man zu jeder Zahl ¢ > 0 eine Zahl 6 > 0 angeben kann, so daB | f(x, y) —A| <e 
wird fiir alle x und y des Definitionsbereiches, die den Ungleichungen 0 < |x—%9| <6 
und 0< |y — y9| <6 geniigen. 

Von dem obigen sog. simultanen Grenziibergang wohl zu unterscheiden 
sind die sukzessiven Grenziibergange. Gibt man in /(x, y) der einen Ver- 
anderlichen, etwa x, einen festen Wert und fithrt dann den Grenziibergang 


lim} (x, y) aus, so wird der Grenzwert, seine Existenz in eigentlichem Sinn voraus- 
Y>Yo 

gesetzt, eine Funktion q(x), wenn wir x jetzt wieder als variabel ansehen. Mit 
dieser Funktion (x) fithren wir den Grenziitbergang 


lim y (x) = lim | lim/(x, y)| = lim limf (x, y) 


ae | a le (2) 


aus. Ist analog im/(x, y) = y(y), wobei der Grenziibergang bei festgehaltenem y 


YX, 


auszufihren ist, so wird 
limy (y) = lim oe 9) | = lim lim (x, y). (3) 
YU YFYo |XX YY LX 


Die beiden Grenzwerte (2) und (3) miissen einander nicht gleich sein. 
Existieren (1) und (2) oder (1) und (3), so sind sie einander gleich. Existieren (2) 
und (3) und sind sie einander gleich, so muB (1) nicht existieren; ebenso folgt 
aus der Existenz von (1) nicht die von (2) oder (3). 





Beispiele: 
A yt 2H 3 ye 
Ae (As) eer » (¥,Y) (0,0). Fiir (%, ¥9) = (0,0) wird p(x) =1+2-, 
p(y) = —1+ 3y, also lim limf(x, y) = +4, lim lim/(¥, y) = —1. Der simultane Grenz- 
: ‘ x>0 y>0 y>0 2>0 
wert (1) kann nicht existieren, da er sowohl = -+1 als auch — —1 sein mite. 
wy 
2. f(%, ¥) Ges ye a+ yO. Hier ist lim lim/(x, y) =lim limf(x,y) =0, 
y x>0 y>0 y>0 z>0 


wahrend (1) an der Stelle (0,0) nicht existiert, 


aegey! PPK : 
3. T(%,¥) =y- sin — * 0. Hier ist lim f(x,y) =0, lim limf(¥y) = 0, wah- 
rend lim limf(%, y) nicht existiert. at dpe A) er wee 
y>0 x>0 
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Eine Funktion f(x, y) heiBt stetig an einer Stelle (x), v9) ihres Definitions- 


bereiches, wenn lim f(x, y) = f(%9, Yo) ist. Ersetzt man lim f(x, y) 
(2, Y)> (a0, Yo) (a, y)> (ao, Yo) 


durch seine Definition, so ergibt sich so wie im Fall einer Verdnderlichen eine 
vom Grenzwert unabhangige Formulierung des Stetigkeitsbegriffes. Alle Be- 


griffe und Satze von Ziff.5 lassen sich — teilweise wortlich — tibertragen. 
Beispiele : 
4. {(¥,y) =-—y fir +>0, + (¥, ¥) =+-y fiir x < 0 (man iiberlege sich das Aussehen 


der Bildflache !) ist unstetig in allen Punkten der y-Achse mit Ausnahme von (0, 0). 
5. Die Funktionen aus Beispiel 1 und 2 sind an (0, 0) unstetig, und zwar auch dann, 
wenn man an dieser Stelle irgendeinen Funktionswert definiert. 


a . Spezielle Funktionen. Es handelt sich hier durchaus um sttickweise 
stetige Funktionen. 

Polynome oder ganze rationale Funktionen. Diese sind bei einer 
unabhangigen Veranderlichen von der Form 


n 

D> HH = hy + OH 1b aga oot a,x", 

1=0 
bei y unabhangigen Veranderlichen von der Form 

bP UE Careers) Gata (o; ganz und >0). 
Oy Maer. Or 

Den gré8ten Wert von a, + a, +----+ a, nennt man den Grad des Polynoms, 
Bei homogenen Polynomen oder Formen ist die Exponentensumme in jedem 
Glied dieselbe; der Grad der Homogenitat stimmt mit dem Grad der Form iiber- 
ein und ist somit immer eine natiirliche Zahl. Eine Form hei®t definit, wenn 
sie entweder nur positive oder nur negative Werte annimmt und insbesondere 
nicht verschwindet, auBer wenn alle unabhangigen Veranderlichen = 0 gesetzt 
werden (triviale Nullstelle) ; sie hei8t semidefinit, wenn sie auSer der trivialen 
Nullstelle noch mindestens eine weitere Nullstelle besitzt, sonst aber nur Werte 
einerlei Vorzeichens annimmt, und schlieBlich indefinit, wenn sowohl positive 
als auch negative Funktionswerte existieren (vgl. auch Ziff. 36). 

Rationale Funktionen sind Quotienten zweier Polynome. Ist der Grad 
des Zahlers kleiner als der Grad des Nenners, so heiBt die Funktion echt ge- 
brochen, sonst unecht gebrochen. 

Algebraische Funktionen lassen sich allgemein nur in impliziter Weise 
durch Nullsetzen eines Polynoms definieren. Rationale Funktionen und Polynome 
sind Sonderfalle algebraischer Funktionen. 

Transzendente Funktionen. Diese Gruppe schlieBt alle nicht algebra- 
ischen Funktionen ein. Die sog. elementaren transzendenten Funktionen sind: die 
Potenz x“ mit irrationalem Exponenten a, die Exponentialfunktion a’, der Loga- 
rithmus, die trigonometrischen, zyklometrischen und hyperbolischen Funktionen, 
ferner x* und die aus diesen in elementarer Weise zusammensetzbaren Funktionen. 


c) Die elementaren transzendenten Funktionen. 
8. Exponentialfunktion und Logarithmus. Erstere ist definiert durch 
f(x) =a” mit a> 0. Sie ist stetig, stets positiv, fir a< 1 monoton abnehmend, 


fiir a> 1 monoton wachsend. Ferner ist lim a* = 0 oder = + 00, je nachdem 
xL—->+00 


1 
a<1odera> 1 ist und umgekehrt fiir x —oo. Ist b= aes ist der Graph 
von a® das Spiegelbild des Graphs von 0* beziiglich der y-Achse. Besonders 
wichtig ist der Fall der natiirlichen Exponentialfunktion y = e*, mit der Basis 


1 
e= lim (1++)’= lim (1 -} #)* = 2,718 281 8284590045 . 


%>t0o 
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Der Logarithmus ist definiert als inverse Funktion der Exponential- 


a 
' funktion. Schreibt man letztere x = a’ (a > 0 und #1), so wird y = log x (Loga- 
rithmus von x in bezug auf die Basis a oder a-Logarithmus von «); es ist (Ziff. 3) 


gloge — a log av =y. Der Definitionsbereich besteht aus allen positiven *. 
Der Logarithmus ist stetig, bei a < 1 monoton abnehmend, bei a> 1 monoton 


a . ‘ 
wachsend. Es ist lim logy =—oo, wenn a@<1 und =-+oc, wenn a4>1; 
a %>+00 : 2s 
‘lim logy = +00, wenn a<1 und = —oo, wenna>1 ist. Fiir alle Werte 
«>0+0 a 


a 
von a gilt ferner log 1=0 und loga = 1. 
Die Bedeutung des Logarithmus beruht auf den Funktionalgleichungen 


a a a a Wa a a a a 
log (%, + %) = logx, + log%,, logy. = logx, — log%,, logx* = z+ logx. 


Zwischen den Logarithmen in bezug auf zwei verschiedene Basiszahlen a 
und 0} besteht die Beziehung 


b 4 a b a 
logx = ——logx = loga- log~; 
logb 


sie sind also proportional. Den Proportionalitatsfaktor 


4 b 
M; = =— = loga 


logb 


nennt man den Modul der b-Logarithmen beziiglich der a-Logarithmen. Wichtig 
ist wieder der natiirliche oder Nepersche Logarithmus mit der Basis e (man 


é 

schreibt statt log kurz In oder lg) sowie, insbesondere bei numerischen Rech- 
nungen, der gemeine, dekadische oder Briggsche Logarithmus log mit 
der Basis 10. Zur Umrechnung der den Tafeln zugrunde liegenden dekadischen © 
Logarithmen in natiirliche und umgekehrt dienen die Moduln 

Miy = qaap = loge = 0,434 2944819... 

n10 

und ; 

Mi ‘cage In10 = 2,302 585 0930... 


9. Trigonometrische Funktionen. Unter dem BogenmaB eines Winkels 
versteht man die Lange des Bogens, den die 
Schenkel des Winkels auf einem Kreis vom 
Radius 1 (Einheitskreis) ausschneiden, 
dessen Mittelpunkt mit dem Scheitel des 
Winkels zusammenfallt. Zwischen Bogen- 
ma8B m und GradmaB y° desselben Winkels 
5 pbestehen die Relationen: 






a 180° ° 
iB p° = —— 9 = $7,20578 ... 
— 57°17'44,8" @; 
Abb. 1. Trigonometrische Paalloren == ee po = 0,017 453 OASNOA & yp”. 


Legt man im Einheitskreis (Abb. 1) zwei senkrechte Durchmesser A’OA = S 
und B’OB = y sowie die Tangenten a in A und b in B und ist x das BogenmaB 


Ziff. 9. Logarithmus, Trigonometrische Funktionen. 9 


des Winkels AOP, also x = AP, wobei der positive Sinn am Einheitskreis dem 


Uhrzeiger entgegenlauft, so sind die 6 trigonometrischen Funktionen er- 
klart durch 


—> — —= = —> > 
sinx = OP”, cosx =OP’, tgx = AQ, ctgx = BR, secx =OQ, cosecx = OR, 
wobei der positive Sinn auf den Geraden &, 7, a und b durch die Pfeile angedeutet 
ist. secx und cosecx werden selten verwendet. 

sinx und cosx sind fiir alle x definiert und stetig. 

tgx und secx sind definiert und stetig fiir alle x mit Ausnahme der Stellen, 


wo cosx = 0 ist, also bei x = eS ae OF ae 4) 2, ss) 


.ctgx und cosecx sind definiert und stetig fiir alle x mit Ausnahme der Stellen, 
Wo sins = 0 ist, also bel x = kx, (k=0, +1, +2,°...) 

sinx, cosx, secx und cosecx sind periodisch mit der Periode 2a (Ziff. 3), 
d.h. es ist sin(w + 2ka) = sinx usw. 

tgx und ctgx sind periodisch mit der Periode a. 

sinx, tgx, ctgx und cosecx sind ungerade, cosx und secx gerade Funktionen. 











Formeln: 
Ae ia = sin x eee! , = 
sin*% -++ cos** = 14, tgx = cos# — cigy”’ tgx-ctgx =1, 
fae Da 
Be coaky pages Bin’ 


sin(x -+ y) = sinx cosy + cosx siny, cos (x + y) = cosx cosy  sinxsiny, 


























coy tea 124 ctgx ctgy F1 
tery) = 14 tgxtgy’ ctg (x+y) = “etgy £ctgx ’ 
sin2* == 251% COSA, cos2% = cos?x — sin?x, 
2tgx SSE 
eae  4—tgtx CB? % SSP CET AA 
2 . 1 — cos2* 
2 : 22 
sin 3x = 3sinx — 4sin?x cos 3% = 4cos?x — 3.cos%, 
. ———— — 
Stiy ot ce: Tic sich cos $e 
Be 2 : 2 2 
te & neg. 1 — COSY 1/1 COS —1 +71 + tg’ 
7 eae -eosgy sing 1 + cosy tgp : 
in x i eye 2 2 ogo! Gein has 2 cos sin es 
sinx -- siny = 2sin pe huge, ea y= 5 ead 
% x—Y Pd ee — oy) 
cosx% + cosy = 2.cos 7 cos co oe cos% — cosy = —2s1n 5 Sn» 


. wu 
cos% — sinx =J)2 cos (= + x] j 


cosx + sinx = 2sin (= + x) 3 


ctgx + tgx = eer ctgx — tgx = 2ctg2x, 
2sing siny = cos(p — y) — cos(p + ¥), 
2 cosy cosy = cos(p — y) + cos(p + ¥), 
2sing cosy = sin(p — y) + sin(y + y), 
1+ tg*% ctgv +1 t ees 
“4 —tg*x = te(F +4), ctgx —1 otg (7 


AO Kap. 1. A. DuscHEx: Infinitesimalrechnung. Ziff. 10. 


























i) 1 
sin as 4% 
NX 2 
4+ cosx + cos2% + +--+ Cosmx% = COS : ee 
sin — 
2, 
£2 1 
sin as x 
: : : 2 1% 2 
sinx + sin2% + sin3x + ---+ sm”%x = sin . ee , 
sin — 
Zz 
> 1 Pee a 
cosx + cos3% + cos 5% +--+ + cos( Nn —1)% = eee 
; ; , PYG ee oe 
sinx + sin3x + sin5x + ----+sin(2” — galt es 
Fiir sehr kleine Werte von x ist naherungsweise 
a Se a x x 
inx = *% — — = xJcos% COSh == te : 
sinx% = % 6 Vcos 5 A g + 3 ie 
x o 
Setzt man tg t, so wird 
: 2t 1—-# 2t = te 
rE = = —_,, ctgex= : 
sinx renee COS % thE’ tex eae § at” 


die trigonometrischen Funktionen sind also rationale Funktionen der Tangente 
des halben Winkels. 
~ 10. Zyklometrische Funktionen. Die zyklometrischen Funktionen 


y= arcsinx, Yy=arecosx, y=arctgxy, y= arcectgx 
sind definiert als die Umkehrungen von 
*=siny, *=—cosy, *=tey, w= Ctey; 


y ist also der im BogenmaB gemessene Winkel, dessen Sinus bzw. Cosinus, Tan- 
gens, Cotangens gleich x ist. Vielfach (besonders in England) gebrauchlich ist 
die Schreibweise y = arc(sin = x) usw. Die Funktionen arc secx und arc cosecx 
werden kaum verwendet. 

Aus der Periodizitat der trigonometrischen Funktionen folgt, daB die zyklo- 
metrischen unendlich vieldeutig sind. Um eindeutige Funktionen zu erhalten, 
mu8 man die abhangige Verdnderliche y auf ein Intervall einschranken, in 
welchem bzw. siny, cosy, tgy oder ctgy monoton ist (vgl. Ziff. 3); und zwar 


nimmt man meist das Intervall Be fee fiir arc sinx und arc tgx und das 


Intervall [0, a] fiir arc cos und arcctgyx. Die so eingeschrankten Funktionen 
heiBen Hauptwerte zum Unterschied von den Gesamtfunktionen. Bemerkt 
sei, daB arc sinx und arc cos% nur im Intervall [—1, +4] definiert sind, da- 


gegen arc tg% und arc ctgx fir alle x. Bezeichnet man die Hauptwerte durch ein 
vorgesetztes H, so ist 


arcsiny = Harcsinx + 2kn = —Harcsinx + (2k + 1)a, 
arccosx = +Harccosx + 2ka, 
arctgx = Harctgx +kn, arcctgx = Harcctgx + ka, 
B= 0p Slee et 


Ziff. 44. Zyklometrische und Hyperbelfunktionen. 44 


Aus der Definition folgen unmittelbar die Identitaten 


Mew. Ferner ist arcsin (siny)=y, sin (arcsinx) =x 


Harcsinx + Harccosx => , Harctgx + Harcctgx = — 
Weitere Formeln (vgl. auch Kap. 6, Ziff. 16): : 


arcsinx = arccos)1 — a2 = arc tg CA es 


yi— a 


arctgx = arc ctg— ss aresin-—-=—— = arc cos-—— 


ne 


yi+ 1+ x? 
arcsinx + arcsiny = arcsin hee —y4tyy1 — x?) 
= arccos(j/1 — x2 V1 — 2 xy), 
arc cos¥ + arccosy = arccos(xy =F yi-— x2 y1— 2) 
= arcsin(y 74 — 22 + “V1 — y?), 
#+Y 
1 = xy? 
xy — 


? 


= x 











arctgx + arctgy = arctg 





arcctgx -++ arcctgy = arc cig 5 


2 arcsinx = arcsin ont — x?) = arccos(1 — 222), 


2 arccos% = arccos (2x? — 1) = arcsin (2/4 — x2), 


2 
2arctgx = arc tgs, 2arcctgx = arc ctg 

Diese Gleichungen gelten y 
nicht fiir die Hauptwerte, 
sondern fiir die Gesamt- 
funktionen! Man kann 
sonst zu ganz falschen 
Resultaten kommen, z. B. 
(drittletzte | Gleichung, 
*=0) m=2arc cosO =arc 
cos(—1) = arcsin0 = 0! © 

11. Die Hyperbel- 
funktionen und ihre Um- 
kehrungen. Diese haben 
keine selbstandige Bedeu- 
tung, da sie auf einfache 
Art aus der Exponential- 
funktion zusammenge- 
setzt sind, doch sind sie zur 
Abkiirzungmancher Rech- 
nung zweckmaBig. Im 
Komplexen gilt tibr igens Abb. 2, Verlauf der Kurven y=e%, y=e~*, y=sinh x, y=cosh x und y=tgh x. 
dasselbe fiir die trigono- 
metrischen Funktionen (vgl. Kap. 6, Ziff. 16). Es ist 


sinhx = $4 (e" — e~”), coshx =4(e +e”), 
sinh*x ek 
cosh¥  e*+e-*° 











tghx = 


42 Kap. 1. A. DuscHEexK: Infinitesimalrechnung. Ziff. 11. 


Die Funktionen sind fiir alle Werte von x definiert und stetig. Andere Schreib- 
weisen sind Ginx, Cojx, Tqx. Die Funktionen 


1 1 


— cosechx = ——— 
sech x pa No anh 


1 
ctghx = tghx ’ 
werden fast nie verwendet. 

Aus der Identitat cosh?x — sinh? =1 folgt, wenn man coshx = &, sinhx = y 
setzt, 2 — 72 = 1; die gleichseitige Hyperbel tibernimmt also hier die Rolle 
des Einheitskreises bei den trigonometrischen 
Funktionen (daher der Name). Das Argu- 
ment x bedeutet aber nicht den Bogen, 
sondern die doppelte Flache des schraffierten 
Sektors (Abb. 3). Eine analoge Deutung der 
unabhangigen Verdnderlichen ist wbrigens 
auch bei den trigonometrischen Funktionen 
méglich. In-Abb. 3 ist OP” = sinha = €, 
OP -—= cosh = 7 

Die Umkehrungen sind 


arsinhx = In (x + jx? +4), 
arcoshx = In(x + yx? — 1) ; 





Abb. 3. Veranschaulichung der Hyperbel- 





funktionen. / 
ar tghx =In | x z . 
(ar ist eine Abkiirzung von area, Flache.) 
Formeln: 
sinhO = 0, Cosme, tghO = 0, 


lim sinhx =-oo, lim coshx =+ 00, lim tghyw =+1; 


Z> +00 L> 00 2> +00 
sinh (—x) = —sinhx (ungerade) , cosh (— x) = coshx (gerade) , 
tgh(—x) = —tgh»x (ungerade) ; 
cosh** — sinh?x = 1, (coshx + sinh x)" = coshnx + sinhnx ; 
sinh (* + y) = sinh x cosh y + coshxsinhy, 
cosh (% + y) = coshx coshy + sinh xsinhy, 


_ tghv+tghy , 
tgh (* + y) i LASREAp aS 





sinh 2% = 2sinhxcoshx, cosh 2% = cosh2x% + sinh?x t = 
+ Nee So eae 
sinh 3% = 4sinh?x + 3 sinhx, cosh 3% = 4cosh?% — 3coshx; 


sinh x + sinh y = 2sinh ~ 5 * cosh * = Z 





2 











sinh x — sinh y = 2cosh~ - ” sinh ~ = Uf 
cosh x + cosh y = 2cosh~ s ” cosh —, 





cosh x — coshy = 2sinh =F» sinh “=~ | 


Ziff. 12. : Hyperbelfunktionen. Ableitung und Differential. 13 


Die numerische Berechnung der Werte der Hyperbelfunktionen geschieht mittels 
der Hyperbelamplitude (Lambertscher oder Gudermannscher Winkel) 


y = ampx = 2arc tge” — > . Es wird 





sinhx = tgy, coshx = —, tghx =siny, tgh 4 = tee 
ferner ; 
; 1 + tg — 
x=Intg(> + 4), e* = — : 


Il. Differentialrechnung. 


a) Funktionen von einer Veradnderlichen. 


12. Begriff der Ableitung und des Differentials. Sei y = /(x) stetig in einem 
Intervall, ferner x) und x, zwei Punkte dieses Intervalles. Setzt man Va =X) 
und y, = /(x,), so heiBt der Ausdruck 

Fy Ne ea AT) 

Pate VAR AR 
Differenzenquotient oder, der geometrischen Bedeutung (Abb. 4) als 
Richtungskoeffizient der Geraden P,P, 
entsprechend, mittlere Steigung von 
/(x) im Intervall [%)%,], ferner 

Vi— Yo = Af (x) = Ay 

Differenzder Funktion und x4,—x,= Ax 
Differenz der unabhangigen Ver- 
anderlichen. 

Existiert ein eigentlicher Grenzwert 
des Differenzenquotienten fiir nach Null 
konvergierendes 4x, so heiBt dieser Ab- 
leitung oder Differentialquotient von /(x) an der Stelle *). Man schreibt 

Vi-Vo Ay AT(*) __ 455, [ot 4*) —f(%0) _. y=f{w= dy _ af(#) 


= lim —— = lim ei man Te 
se Sted da>o4* Az>0 Ax>9 Ax ax dx 














Abb. 4. Differenzenquotient und Ableitung. 


Ly>2X 
Geometrisch bedeutet die Ableitung den Richtungskoeffizienten der Geraden P,Q; 
sie wird deshalb mitunter auch Steigung der Kurve y = f(x) genannt. Die 
GréBén dx und dy = df(x) heiBen Differentiale (der unabhangigen Verander- 
lichen und der Funktion). Das Differential dx ist eine von x vollstandig un- 
abhangige, willkiirlich wahlbare GroBe, das Differential dy eine Funktion von x 
und dx, wie sich aus dy=df(x)=/'(x)-dx ergibt. In der Regel wird 
dx = Ax angenommen. 
S Ay —dy =edx, also e= 5% — 2% — % _ 5’, 50 folgt lime 
etzt man Ay ee Oe Ys ae 
=y'—y’=0. Das heiBt das Zusatzglied edx wird beim Grenziibergang 
von hdherer Ordnung 0 als 4%. Man kann also bei sehr kleinem Ax an- 
genahert schreiben: Ay+dy oder /(%) =/(% + 4%) =f (%) + # (%) - 4x 
und spricht dann von einer ersten Annaherung. 

Unter dem Nachbarpunkt eines Punktes (x, y) einer Kurve y = f(x) 
versteht man den Punkt (« + dx, y + dy), somit einen beliebigen Punkt der 
Tangente. Wesentlich ist nur, daB bei nach Null konvergierendem dx der Abstand 
des Nachbarpunktes von der Kurve von hoherer Ordnung Null wird. 


44. Kap. 1. A. Duscuex: Infinitesimalrechnung. Ziff. 13, 14. 


Eine Funktion /(x) heiBt an einer Stelle (in einem Intervall) differenzierbar, 
wenn an dieser Stelle (an jeder Stelle des Intervalles) die Ableitung existiert. 
Jede differenzierbare Funktion ist auch stetig, aber nicht umgekehrt. Es gibt 
Funktionen, die in ihrem ganzen Definitionsbereich stetig, aber nicht differenzier- 
bar sind. Ist /’(x) stetig in [ab], so heist f(x) stetig differenzierbar in [ad]. 

Eine stiickweise stetige Funktion (Ziff. 5) mit sttiickweise stetiger Ab- 
leitung wird als stiickweise glatt bezeichnet. 

Ist an einer Stelle x, die Ableitung /’(x») > 0(< 0), so gibt es eine Um- 
gebung von 4%, in welcher die Funktion /(%) monoton wachsend (abnehmend) 
ist. Ist die Ableitung in einem ganzen Intervall = 0(= 0), so ist {(«) in diesem 
Intervall monoton wachsend (abnehmend). 

13. Allgemeine Regeln fiir die Differentiation. Ist C eine Konstante, d.h. 
eine von x unabhangige GréBe, so ist ae =0 und dC = 0. 

Sind u = f(x) und v = g(x) differenzierbare Funktionen, so ist 

(utvs=wtv oder d(u+v)=dutdv=[f(x) + ¢'(x)]dx, 

(u-vs=uvv+ uu oder d(u-v) =u-dv+v-du, 


also insbesondere d(Cu)=C-du und d(—u) =—du. 


Fiir das Produkt von » Funktionen 1, us, ..., Up, gilt 
A (ty * Ug: + +Un) = Ug? Ugr+-Uy > AU, + Uy + Ug: +-Uy > AU +--+ Uy? Ug+++Un_1* Aun. 
Solange v0 ist, gilt 
uU v-du—u-duv 
a a Ue ; 


Ist y = f(u) und uw = g(x), also y = f(g(x)) = F(x) eine zusammengesetzte 
Funktion von x, so gilt (Kettenregel) 


5 4 dv 
insbesondere d—=—-. 
Uv U 








Ys dy dy du / / 
EO) = 35-3, Gp lO ee 











ist allgemeiner y = /, (us), % = fy (ua), ..-, Un = fay (x), so gilt 
dy _ ay ‘ au, ‘ aus adu,, 
dz” du dik, dae “aan 
Tstex = g(y) invers zu y = f(x) und /’(x) + 0, so gilt 
ffq et Gaim Blog ees 
ax 


Ist eine Funktion y = /(x) in sog. Parameterdarstellung x= x(i), 
y = y(t) gegeben, so ist dy 
dy __dt__ y(t) 
CESS eee Arie 
dt 
14. Die Ableitungen der elementaren Funktionen. 





(x4)'= a) 49-1 ly 0: 5 x <0 nur, wenn’ a@inatarliene Zahl). 
(a”)’= a*-Ina(a> 0), (= &. 


a 
, A 
(log x)’ = Pees (a> 0 und #1),  (Inx)/= —. 


(sinx)’ = cosx cosx)’= —sinx i a i : 
i ) ee) cos? x’ Ct) cere ‘sin? x ’ 


Ziff. 15. ~ Differentiationsregeln, Hoéhere Ableitungen. 45 








cl he: 1 , == 1 
ares) == = F arc ee fe 
yi—2? ea yi—x’ EOLA ta MC CEH) = Tass! 
= (ata . , 1 
(sinh x) - cosh x > (cosh a) = sinh x > (tgh x) = cosh®4 5 
F r A 1 1 
ar sinh x)’ = ——., ‘— if A ARLEN. 
( ) ee (ar cosh x) eee (artghx)’= ~—5.- 


__ Aus der Formel fiir die Ableitung des Logarithmus ergibt sich die bei Funk- 
tionen von der Form y = u(x)" zweckmaBige Methode der logarith- 
mischen Differentiation. Man bilde die zusammengesetzte Funktion 
z= Iny = v(x) - Inu (x); dann wird 

Pm: y’ ae ul , 
[= . =o +v Inu, 
woraus durch Multiplikation mit y sofort die gesuchte Ableitung y’ folgt. 
15. Héhere Ableitungen. Da die Ableitung einer Funktion y = /(x) 
wieder eine Funktion von x ist, kann man den DifferentiationsprozeB 
wiederholen und kommt dadurch zu den hédheren Ableitungen von: 








}(x), die man der Reihe nach 2%, 3t, ..., nte Ableitung usw. nennt. Man 
schreibt @ 3 
” Vy Wt ay : a"y 
eee = 7,3  allgemein yy) — rors 
Einige Formeln: 
(aca)) — ni(@)x0-™, (x) = nl, 
(n) — (—4)nt = 1)! 2) (n) — 
(Inx) ss ( 1) Pau ? (e ) e 
(sinx)™ = sin (x +n 4 : (cosx)™ = cos (x +n = ; 


farctgx)™ = (nm — 4)! cos" (arctg~) sinn (are tgx + =| 





= (—1)"-4(n — 1)! ee sin ( arc ctg%) . 


A 
Ist y = f(u) und u = g(x), so sok durch Anwendung der Formel fiir die 
dy du 
ab: be 
Faktor-eine zusammengesetzte Funktion ist 


Differentiation eines Produktes auf = unter Beachtung, daB der erste — 
































ay ay aha dy du By =2 .(@ i ay du du dy du 
dx dv y +3, de? de® ae \dal © de dx det du ae 
Ist x = g(y) invers zu y = f(x), so ist 
dy ee Pe dy dy 
ad" x ax aa \ax GME (hee et 
dy= ey ay® cap 
dx ax 
Sind x = x(t) und y = y(2) Parameterdarstellung von y = /(x), so ist 
dy xy — Ve oe By (aly — yl xl”) em 3 (aly — yin) 
dx fe : dx ws : 


wo die Striche Ableitungen nach ¢ bedeuten. Ferner ist 
(u +o) = u) 4+ o, 


(+0 = (5 Jao + (7 Jule Dy. ~+(,2 # 1) Wo a) he rae 0) 


416 Kap. 1. A. DUSCHEK: Infinitesimalrechnung. Ziff. 16, 17- 


(Leibnizsche Produktformel; man beachte die Analogie mit dem 
binomischen Satz!) 

16. Mittelwertsatze. Sei y =/(x) eine Funktion, die folgenden Voraus- 
setzungen gentgt: , 

4. {(x) ist in einem offenen Intervall (a b) differenzierbar und an den Grenzen 
a und 6 stetig. 

2. es ist 7(b) = 7 (a). ate 

Dann gibt es mindestens eine in (a b) gelegene Stelle &, fur die 7 (é)=0 
ist (Satz von ROLLE). 

Geniigt f(x) der 1. Voraussetzung, so gibt es in (a b) mindestens eine 
Stelle &, so daB 





f(é) = A Feed ep ax<é<b 
ist (Mittelwertsatz). Setzt man a = % und b — a =h, so erhalten die beiden 
Behauptungen des Satzes die Gestalt 


Ee Ed Sen onc dv=—i1, 


j (ty + A) = f(%) +h f(% + 9h), O<O<1. 


Die geometrische Bedeutung des Satzes ist die, da man an den Graph von y = [ (x) 
mindestens eine Tangente legen kann, die zur Geraden durch die Punkte [a, /(@)] 
und [0, /(d)] parallel ist. Geniigt f(x) auch noch der Voraussetzung 2., so geht 
der Mittelwertsatz iiber in den Satz von ROLLE. 

Sei nun g(x) eine zweite, der 1. Voraussetzung geniigende Funktion, deren 
Ableitung g’(x) auBerdem im ganzen Intervall stetig und von Null verschieden 
ist, so gibt es in (@ b) wieder mindestens eine Stelle €, so daB 


#)—f(a) _ £8) 
g(b)— g(a) 8)’ 


ist, oder in der zweiten obigen Schreibweise 


f(a +h)—fl%o) (4% + 0h) 

g(% + h)—e(%) = (% + Bh)’ oa eine 
(verallgemeinerter Mittelwertsatz). Ist g(x)=%, so geht der ver- 
allgemeinerte Mittelwertsatz iiber in den gewohnlichen, 

Eine wichtige unmittelbare Folgerung aus dem Mittelwertsatz ist der 
folgende Satz: 

Eine Funktion, deren Ableitung identisch verschwindet, ist eine Konstante. 

17. Anwendung auf die Berechnung gewisser Grenzwerte (unbestimmte 
Formen). Es soll ein Verfahren angegeben werden, um den Grenzwert einer 
Funktion F(x) an einer solchen Unstetigkeitsstelle x) zu berechnen, wo zwar 


der Grenzwert lim F(x), aber kein Funktionswert existiert. Es sind folgende 
U> Xo 








oder 


axé<b 








Falle in Betracht zu ziehen: 





A. Fi) = Fe, f(%) = g(%)=0. Ist g’(%) £0, so wird lim F(x) = 


RC Ns, stere Seg 
= a ; ist g’(%)) =O und /'(x) #0, so ist lim |F(x)| = +00; ist schlieB- 
L> Mo 





lich g’ (Xo) =f" (Xo) = 0, so ist das Verfahren, Zahler und Nenner von F(x) fiir 
sich zu differenzieren, so oft zu widerholen, bis einer der erstgenannten Falle 
eintritt (Regel von DE L’Hospira). Man spricht meist von einer ,,unbestimmten 


Ziff. 18. Unbestimmte Formen. Die Formeln von TAytor und Mac Laurin. 47 


Form 0/0“, weil sich durch formales Einsetzen fir F (%9) ein derartiger 
Ausdruck ergibt. 
— waka aoe : ; 
B. F(x) aay’ al = mista = Loo, (sog. unbestimmte Form = 


Es ist dasselbe Verfahren einzuschlagen wie im Fall A. 


C. F(x) = f(x) -g(x), f(x) =0, lim |g(*)|=-+oo. Man schreibt ent- 
weder ea 
F(x) = oder Fi) = 8) 








und kommt dadurch auf Fall A. oder B. 

D. F(x) = f(x) — g(x), limf(x) = lim g(x) = -++oo. Sind f(x) und g(x) 
> > Xo 

Briiche, deren Nenner fiir x = x, verschwinden, so bringt man F(x) auf ge- 

meinsamen Nenner und gelangt dadurch auf Fall A. zuriick; immer erreicht man 

das durch die Umformung 4 








SF it) i (*) 
F(x) = ; : 





f(*) +g (%) 
E. F(x) =f (*)9. Es ist entweder f(x) = g(x») =0 oder lim }(&) = +00, 
&(%) = 0 oder schlieBlich f(x») = 4, lim|g(%)| =-boo. Man kommt durch 


Logarithmieren auf den Fall C. 

Bei der praktischen Ausfiihrung des Verfahrens empfiehlt es sich, nicht blind 
drauflos zu differenzieren, sondern stets zu trachten, den zu untersuchenden Aus- 
druck mittels elementarer Umformungen und Anwendung der Regeln iiber 
Grenzwerte (Ziff. 4) in méglichst einfache Gestalt zu bringen. 

18. Die Formeln von Tavyior und Mac Laurin. Ist / (x) eine in einem Intervall 
(a 6] n-mal differenzierbare Funktion, so gilt fiir alle Werte von x, und h, sofern 
nur sowohl x als auch x, + / in [ab] liegen 


Hey + A) =H) + Fee) + Pm) +o +  f- 9) 


m1 : h” 
= Oe) FE te 
v=0 


(Taylorsche Formel), wobei das Restglied 7, im wesentlichen zur Ab- 
schatzung des Fehlers dient, den man begeht, wenn man den Funktionswert 


est l 
{(%) +) mittels des Polynoms > {’(% ) berechnet. Fiir 7, gibt es ver- 
7=0 


schiedene Ausdriicke, die alle eine nicht naher bestimmbare, nur zwischen be- 
stimmten Grenzen gelegene GréSe enthalten. Die vier bekanntesten sind im 
folgenden angegeben; welche davon in einem konkreten Fall zu verwenden ist, 
hangt von der besonderen Natur der Aufgabe ab; im allgemeinen wird man 
mit der ersten Formel durch geeignete Wahl der Funktion w(x) die scharfste 
Abschatzung erzielen kénnen. 


pn-1(4 — §)"-1 ¥ (% + h) — w (%) (n) 0) 
if My = (n —1)! a’ (Xo + Uh) BE A a 
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18 Kap. 1. A. DuscHEK: Infinitesimalrechnung. Ziff. 19. 


worin w(x) eine willkiirliche Funktion bedeutet, deren erste Ableitung y’ (x) 
in [ab] existiert und von Null verschieden ist (erste Formel von SCHLOMILCH 


und RocHE). 
hn (1 — 0y-? 
: ty = Ee fH + OM), Om Vact, 


Ve 
wo p eine beliebige natiirliche Zahl ist [zweite Formel von SCHLOMILCH und 
RocueE, folgt aus 1. fiir y(*) = (% +4 — %)?]. 


et eae n) my 
3. Los ware ait { (% + Ph), 0g 0<1 


(Formel von Caucuy, folgt aus 2. fir p = 1). 
hv 
4, tn = f(y + Oh), O< <1 


(Formel von LaGRANGE, folgt aus 2. fir p = 1). 
Liegt der Punkt x =0 in [ab], so kann man x,—0 setzen und erhalt, 
wenn noch x statt # geschrieben wird, die Formel von MAcLAURIN 


f(t) = (0) + 2 £0) + Sf") Fo + Gah PO + m= D>) FIO) + %- 


Dabei kann 7, wieder eine der folgenden Formen annehmen: 








a-4(4— 8)? pe) — VO) gm 
. pO ITE (gaa) | ACT Wig: ak o<d<1. 
2s bes ee aE fO (8x) , OR Ors 
n it, n—2 
3. y= TE 70 (89), o<0<1. 
4. tp == /O(82), OO <1. 


b) Funktionen von mehreren Veranderlichen. 


19. Partielle Ableitungen. Sei zundchst z= f(x,y) eine Funktion der 
beiden Veranderlichen x und y. Dann sind die beiden partiellen Ableitungen 
erster Ordnung definiert durch 

Oz _ 4. f(w+hy)— f(y) dz _ 1. fly + k) — f(% 9) 
*,yY) =>-=lim ; yea Sh : 
een i Ue dat aie i 
d. h. man differenziert jeweils nach der einen unabhangigen Veranderlichen 
ohne Riicksicht auf die andere, die man dabei als Konstante ansehen kann. 
Analog sind die héheren Ableitungen definiert 
Czy > Oz (Oz Oz 
ase] O72 AS) O72 alse] Oz (54) es 











> 





fags" eae eae re Sommer ya ""Ox Ox dy’ hiy= oy ay 
usw. Man beachte dabei die aus der Entstehungsweise hervorgehende verschiedene 
Kennzeichnung der Reihenfolge der Differentiationen in den beiden Schreibweisen. 

Ganz ahnlich sind die partiellen Ableitungen einer Funktion y = f(x,, 











May sass %,) von  Veranderlichen erklart. Die Ableitungen erster, zweiter 
und dritter Ordnung schreibt man meist 
aos) 1 ey oy ; 
lear ih Rage Deer par rarea: (4, Ry ls, =A, Deena) 


usw. Es gibt u” Ableitungen r-ter Ordnung. 


Ziff. 20. Partielle Ableitungen. Totale Differentiale. 19 


Eine Funktion y = f(x, , 45, ..., %n) heiBt an einer Stelle x partiell 
differenzierbar nach x;, wenn die Ableitung ee an der Stelle + existiert. Im 
Gegensatz zu den Funktionen einer Verdnderlichen zieht hier die Differenzier- 
barkeit (auch nach allen unabhangigen Veranderlichen) nicht die Stetigkeit 
der Funktion nach sich. 

Ist jedoch f(#,, %,,..., %,) an der Stelle + eindeutig definiert und sind 
alle ersten Ableitungen in einer Umgebung dieser Stelle vorhanden und be- 
schrankt, so ist f(¥,, %,..., %,) an dieser Stelle stetig. 

_ Die ,,gemischten“ partiellen Ableitungen, z. B. fey und /,, sind einander im 
allgemeinen nicht gleich; ist jedoch 7 (%1, %,...%,) in einem nu-dimensionalen 
Bereich % definiert und sind alle partiellen Ableitungen bis einschlieBlich der 
m-ten Ordnung in 8 vorhanden und stetig, so sind alle gemischten partiellen 
Ableitungen bis einschlieBlich m-ter Ordnung in: 8 unabhangig von der Reihen- 
folge der Differentiationen. 


20. Totale Differentiale. Sei zunachst z = f(x, y) eine nebst ihren beiden 
partiellen Ableitungen in der Umgebung ll einer bestimmten Stelle (x, y) stetige 
Funktion. Dann hei8t der Ausdruck 

Az = Af (x, y) = f(* + dx, y + dy) — f(x, 9) 


totale Differenz von /(x, y). Dabei sind dx und dy (oft auch mit 4x und Ay 
bezeichnet) willkiirliche GréBen, die nur der Einschrankung unterliegen, daB 
der Punkt (x + dx, y+ dy) in Ul legen mu&. Schreibt man den Ausdruck fiir 
Az in der Form 


Az = fa(¥, y)+d% + fy(%, y) dy + adx + Bay, 
so heiBt (ganz analog wie bei einer Verdnderlichen) 
dz = fy (%, y) dx + fy(%, y) + ay 
totales Differential und der Rest 


adx + Bdy 
Zusatzglied. Wegen lim a= lim f= 0 ist fir sehr kleine dx und dy 
(h, k)>(0, 0) (h, k)>(0, 0) 


angenahert 47 = dz oder 
f(% + dx, y + dy) =f (x, ¥) + fal, y) dx + fy(%, y)-dy. 


Legt man in einem rechtwinkligen raumlichen Koordinatensystem durch 
den Punkt (x, y, 0) die beiden bzw. zur («z)- und (yz)-Ebene parallelen Ebenen A 
und B, so sind /,(*, y) und /,(«, y) die Richtungskoeffizienten der Tangenten 
jener Kurven, in welchen die Flache z = /(x, y) von A und B geschnitten wird. 
Zieht man durch (¥-+ dx, y + dy, 0) eine Parallele zur z-Achse, so schneidet diese 
die Flache z=/ (x, y) in einem Punkt mit der Applikate (Koordinate z) / (x, y) + Az, 
und die im Punkt [», y, f(, y)] an z = f(x, vy) gelegte Tangentialebene in einem 
Punkt mit der Applikate /(«, vy) + dz, woraus die geometrische Bedeutung von 
Az und dz sowie die des Zusatzgliedes ohne weiteres zu entnehmen ist, 

Durch Anwendung des Operators ,,d“ auf das Differential dz, das ja wieder 
eine Funktion von x und y ist, kommt man zum zweiten totalen Differential 


0 (dz) 0 (dz) be Oz Oz Oz 
dda) = dx = Ean + OO dy = Fe da + (<4 sl dxdy +55 dy? 











wobei nur zu beachten ist, da8S dx und dy von x und y unabhangig sind. 
Die 


20 Kap. 1. A. Duscuex: Infinitesimalrechnung. Visbhin, Dily 22 


Existieren alle vorkommenden Ableitungen von / (x,y), so wird 
Bz = fan (%, y)Ax* + 2foy(%, y)axdy + fyy(%, yay” 
Oz Oz Oz 7 4 
= aye A of Landy dxdy + Daf dy 
und allgemein das n-te totale Differential 
OZ n n— W On zZ n— ae On z 5 


Ald 


‘ O" 2 
= § n ee. n—t a 
= » (F ) apcrgge ay”, 
i=0 


wofiir in leicht verstandlicher Symbolik wegen der Analogie mit dem binomischen 


Satz meist 4 é n 





n OrZ 
4/ 0x"-1 Oy 


/) ‘) 
geschrieben wird; es ist also symbolisch d = x ax + a dy. 


Diese Begriffe iibertragen sich leicht auf eine Funktion y = /(%, %2,..-, %n) 
von 7” Veranderlichen. Das m-te totale Differential ist in symbolischer Schreib- 


weise n 
0 
Gee (Sax y. 
i=1 


Die in Ziff. 13 fir die Differentiale von Summe, Differenz, Produkt und 
Quotient zweier Funktionen gegebenen Regeln gelten unverandert auch bei 
beliebig vielen unabhangigen Veranderlichen. 


21. Zusammengesetzte Funktionen. Ist y =/(x%,, %2,...,%,) eine Funktion 
der 1 Veranderlichen %,, %2,...,%, und sind diese wieder Funktionen 
Big Hy (Uy 5 hs won, Man) eg = Ne Us a. te ene aro al ee 
der m Veranderlichen u,, u2,...,%m, So ist dadurch y als zusammengesetzte 


Funktion der uw erklart, deren Ableitungen sich aus den Ableitungen von y nach 
den x und jenen der x nach den uw folgendermaBen zusammensetzen: 


dy Oy Ox, , OY Ot dy Ox, voy Ox, 

















du, Ox, Ou, SPRID Mapes FE Ou, Ova Oe (@=1, 2,..-, m) 
a=1 
(Kettenregel) und analog 
oy rp # Cy k Ox, ; Ox, a oy. Px, 1 b=A 2 m) 
OU; 0 Uz, Ry toad: Ou; O Uy, ang Ox, OUu;OU, ? = ree a° ? 


usw. Das zweite totale Differential wird z. B, im Fallen = 2, m = [z = iy), 
x=x(u), y = y(w)] 





O22 Cz Cz Oz Oz 
bien 2 
CES ie SS : 2 By by tt 4) Gynt Yate eS ae ae 


Man beachte den Unterschied gegeniiber der Formel fiir d2z in Ziff. 20! 

22. Die Taylorsche Formel. Sei zunachst wieder f(x, y) eine n-mal stetig 
differenzierbare Funktion der beiden Veranderlichen « und y. Dann ist unter 
Verwendung der in Ziff. 20 eingefiihrten symbolischen Schreibweise (h=ax, k=dy) 

n-1 


f(a +h, y= (SS a\ i, N+ a(x+oh, y-OR, O<O<1. 


v=0 


Ziff..23. Eine Gleichung zwischen zwei oder mehreren Veranderlichen. 21 


an m = 1 ergibt sich der Mittelwertsatz fiir Funktionen von zwei Verdander- 
ichen 


Heth y +R =f (x,y) + hele + Oh, y+ 9K) b+ f(x + Oh, y + OR) +k. 


Ebenso wird fiir eine Funktion /(x,,%.,...,%m) von m Verdnderlichen 
(hy = ax) : n-1 
/(%, se hy, Xo oF hy, « -+> Xm i hm) = Peace Moy Sa S08 Xm) + Yn» 
v=0 f 
1 
Lenn a" f(x, + Thy, Xa t+ Phy, ..., Xm t Ohm) ; Oe ie) ey 


c) Implizite Funktionen. 


23. Eine Gleichung zwischen zwei oder mehreren Verdnderlichen. Wir 
wollen zunachst in diesem einfachsten Fall die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen angeben, unter welchen eine vorgelegte Gleichung F(x, y) = 0 
eine explizite Funktion y = f(x) definiert, die (Ziff. 3) der Identitat 

F(x, f(x) =0 (A) 
geniigt. Da das durchaus nicht immer der Fall sein muB, erkennt man an ein- 
fachen Beispielen, wie F(x, y) = **+ y2-+ c2=0, wo keine reelle, oder 
F(x, y) = |x| + |y| +1=0, wo iiberhaupt keine Funktion der verlangten Art 
existiert. Gibt es aber eine Stelle (%, Vo), so daB F(x, Vo) = 0 ist und ist F(x, y) 
sowie F(x, y) und F,(«, y) in einer Umgebung UW von (%9, yo) vorhanden und 
stetig, undist schlieBlich F, (%9, Vo) ~ 0, so existiert in einer gewissen Umgebung 1’ 
von %, eine eindeutige, stetige und differenzierbare Funktion y = f(x), welche 
der Identitat (A) geniigt. : 

FF FF 


Durch Differentiation von (A) nach x folgt bes + ——y’ = 0 oder 


oy 
fee Ay 
ea oy ~ 
Die zweite Ableitung y’’ berechnet sich aus’ 
OF Be OR, A OF 
Ox? i ae dan oe ee 


Ist neben F(x, y) = 0 noch eine Funktion z = ®(x, y) gegeben, so wird z 
eine zusammengesetzte Funktion von x allein, deren Ableitung 








O(F, ®) 
dz O(%, ¥) 
ax ai OF 

Say 


-. iia - OF, %) OF 06 © OF 00 
ist, wobe1 PT, cheer PRE oy oe 
beiden Funktionen F und @ ist (vgl. Ziff. 24)... 
Ist F(x, y, 2) = 0 gegeben; sind F(x, y, z).und F, (x, y, 2) in der Umgebung U 
einer Stelle (%, Vo %) stetig, und ist F(%9, Yo, %) = 0, Fz (%o, Yoo 20) #0, So 
existiert in einer Umgebung WW’ der Stelle (%9, Yo) eine eindeutige und stetige 
Funktion z = f(x,y), fiir die F(x, y, /(*, y)) =0 ist und deren Ableitungen sich 


aus OF . OF dz OF «OF Oa 
See oy On ty” 


die sog. Funktionaldeterminante der 








berechnen, Durch nochmalige Differentiation dieser Identitaten folgen Gleichungen 
fiir die zweiten Ableitungen von z= /(%,y) usw. 


PD) Kap. 1. A. Duscuex: Infinitesimalrechnung. Ziff..24, 25. 


Allgemein ergibt sich fiir die Ableitungen einer durch eine Gleichung 


F(%1, %, +++, %n,Y) =O definierten Funktion y = /(%,, %,---, %») unter ana- 
logen, Voraussetzungen 
OF , OF Oy OF CF dy OCF oy , @F dy oy OF ay Ass 





dete Or Ox;,0X; Ox, OY OX, Ox,0y Ox, | OV Ox, OX, = Oy OX,O%, 


24. Unabhangige und abhangige Funktionen. Sind 
Ng 1b hae ae Sale (4 2 eee 
p stetig. differenzierbare Funktionen der m Veranderlichen x, so heiBen diese 


Funktionen (voneinander) unabhangig, wenn zwischen ihnen keine identische 
Relation von der Form Fiz: Va) 2) =O 


besteht. Notwendig und hinreichend dafiir ist, daB der Rang 7 (vgl. Kap. 2, 
Ziff. 41) der Jacobischen oder Funktionalmatrix 











boven Cig em os 
(Cee (oes OX 
EL ON el 
M= Ot, Ore OX 
CEA GE Ox, 


den Wert 7 = p hat. Ist f > n, so kénnen die # Funktionen y nicht unabhangig 
sein. Ist p= und hat M den Rang r <p, so gibt es unter den y gerade 7 
unabhangige; die uibrigen # — 7 sind dann als Funktionen dieser darstellbar. Ist 
p =n, handelt es sich also um u Funktionen von » Veranderlichen, so sind 
diese unabhangig, wenn die Jacobische oder Funktionaldeterminante 

















Cy Cie Fee eos 
Ox, O% OX, 
CMa OVS Pa SU ahs a ey, Vn) 
— 0 0 fs) — ’ PW Ae ee n 
i) lee a ; c ee ee 
Ox, 0x2 a2" O%n 








von Null verschieden ist. 
25. pGleichungen zwischen 7 Veradnderlichen. Seien 
Fi(%y, %p: ++ +> Xn) =O, ; (¢ = 4,2) eee) 


p Gleichungen zwischen den m Veranderlichen x, worin die /; unabhangige, 
beliebig oft stetig differenzierbare Funktionen sind und p <n ist. Wegen der 


Unabhangigkeit der Funktionen /;kénnen wirannehmen, daBetwa Olu far + fe) 0 


41 Hay ++0)Hp) 


ist, Dannslassen ssich 04.0%, eg s %, als Funktionen der ibrigen darstellen: 
Ke = Pay Xp4a> Hptar--+> Xn)» (n= Eas!) 
wobei die m, den Identitaten 
IAP is Vasterns Dy; Mp4 “peas «45 Hy) =O, (¢ =41327eee p) 


geniigen; durch Differentiation derselben nach einer der unabhangigen Verander- 
lichen, etwa x, folgt 

Of, Ox , Of; Om Of; O% , Of, 

Ox, Oxp diz" Oxy t. YBa,” Oxy ver oe (1 =1, 2,..., p); 








Ziff. 26. — Unabhangige und abhangige Funktionen. Die Pardes Re. 23 


aus diesen p Gleichungen lassen sich die Ableitungen der gm nach xg berechnen, 
da die Gleichungsdeterminante gerade die oben als nicht verschwindend voraus- 
gesetzte Funktionaldeterminante ist. Setzt man der Reihe nach p=p +1, 
p + 2,..., ”, so erhalt man sdmtliche n(n — p) Ableitungen der m nach den x. 

In geometrischer Ausdrucksweise stellen die p Gleichungen 7; = 0 eine 
(n — p)-dimensionale Mannigfaltigkeit Va-p Oder M,_, des R, dar 
(Ziff. 2). Eine Mannigfaltigkeit von »—41 Dimensionen V,-1 heiBt Hyper- 
flache, eine V, Flache und eine V, Kurve des Rei 

26. Parameterdarstellung einer V, des R,. Koordinatentransformation. 
Eine V, des R, (<n) kann auch in sog. Parameterdarstellung gegeben 
sein. Man versteht darunter Gleichungen von der Form 


A nan % = (dy, dg, .. 5, Ay), (tat 2, cca 1) 
deren Funktionalmatrix den Rang g hat; d. h. die Koordinaten eines Punktes 
der V, sind Funktionen von q unabhangig veranderlichen Parametern 
Ay, 4g, +++, 44. Durch Elimination der Parameter ergeben sich ” — g Gleichungen 
in den x, so daB man auf die in Ziff, 25 verwendete Darstellung einer V, zuriick- 
kommt. Setzt man 

Rs ahs Dey gy 6 0 Bn) gs (Adan re hq) — %i, 


so ergeben sich » Gleichungen /; = 0 zwischen den m + q Veranderlichen J und x; 
ist nun etwa 





i ee Pn-gqt22+++> Pn) 
Oy tees sity ao 
(und das kann man, ndtigenfalls durch Abanderung der Reihenfolge der };, 
stets erreichen), so lassen sich /,, dy, ..., Aga hes. pe etes %n—q Nach Ziff. 25 
als Funktionen von %,_941, %n-949) +++, %» auffassen. Durch Differentiation 


nach einer der unabhangigen Verdnderlichen, etwa xz, folgt 


0% : Opa Og 

Oxy aed Ola” Ox,” (% =14, 2,...,% —4) 
o=1 

< Op, Od, 


: Die” Bug a Fee (y=n—q+1, n—g+2,...,2) 


wobei 03, = 0 oder =1 ist, je nachdem f #y oder f = y ist. Durch Auflésen der 
zweiten Gruppe von Gleichungen nach — (o =1, 2,...q) — die Determinante 


dieses Gleichungssystems ist gerade die oben als nicht verschwindend voraus- 
gesetzte Funktionaldeterminante — und Einsetzen der Lésungen in die erste 
Gruppe von Gleichungen ergeben sich direkt die links stehenden Differential- 
quotienten. 
Eine V, heibt rational, wenn es méglich ist, fiir sie eine Parameterdarstel- 
lung anzugeben, in welcher samtliche p; rationale Funktionen der Parameter A sind. 
Ist in (A)g =™%, so ergeben sich (A; =-y;) Gleichungen von der Form 





(B) Xe = Vi (M1, Var +245 a) EO Pat 
Aus der Funktionalmatrix vom Rang qg wird die Funktionaldeterminante 
O(Sipitance cise) 
QO. 
Dae Yar sees In) > 
Die Gleichungen (B) lassen sich dann nach den y, aufldésen: 
(C) Vi = Wi (*1, Ng, +225 %n). 


‘Man spricht von einer (allgemeinen) umkehrbar eindeutigen oder ein- 


24. ‘Kap. 1. A. Duscuex: Infinitesimalrechnung. Zidf, 27, 


eindeutigen Koordinatentransformation. Die Transformationen (B) und 


(C) heiSen zueinander invers. 
Denkt man sich (B) in (C) eingesetzt, so folgt durch Differentiation der sich 


so ergebenden Identitaten in den y 





nN 
Oy, OXe cae 

Oo: = Oxo OV,’ (tc Rice AS Maen pH) 
wobei 6;, = 0 oder =1 ist, je nachdem 7# oder 1=k ist, und analog, 
wenn man (C) in (B) einsetzt und differenziert 





n 
On = Ove 0%; (t, B47 ee 


Fiir die Funktionaldeterminanten der inversen Transformationen (B) und (C) 
gilt O(N, Vai sete a) 1 


Ce Pee AY mele tena eS, 


O(V4; Var-++3 Vn) 
(man beachte die Analogie mit der Relation zwischen den Ableitungen inverser 
Funktionen in Ziff. 13). 

Ist durch Zi, == OAV» Vou ea eval (Ch, 2 ee) 
ER. Vy Sang eeeeza, a ea (6 ==4, 2.53 Se) 
eine zweite Transformation gegeben, welche die y in die z iiberfihrt, so ist dadurch, 
wenn man (C) in (D) bzw. (E) in (B) einsetzt, auch eine Transformation der z 
in die x gegeben und umgekehrt (zusammengesetzte Transformation); fiir die 
beziiglichen Funktionaldeterminanten gilt 











CE nee ee RAE ec ee ; CL es oo 6305) 
O(*, Mersess Xn) os (1, Var-+05 Vn) O(%,, Maye Xn) 
(Kettenregel fiir Funktionaldeterminanten, vgl. Ziff. 13). 
Ist durch F(%,, %2, ..., %,) = 0 eine der Veranderlichen, etwa x, als Funktion 
Xm = f (%1, %Q, ++, %,—y) der wbrigen in impliziter Weise definiert, so wird diese © 


Gleichung durch (B) in G(y,, yo, .-.-, Yn) = 0 transformiert, durch die wieder 
etwa y, als Funktion y, = gyi, Yo, ---> Vex) definiert wird) Um) nunedie 
Ableitungen 0%,/Ox, (&% = 1, 2;...,%—1) durch die-dy,jOy, (8B =4, 2,:.., 
m — 41) auszudriicken, denkt man sich y,=g(¥1, Yo,--.,Yn-3) im die Glei- 
chungen (B) eingesetzt, wodurch diese eine Parameterdarstellung der Hyper- 
flache F = 0 werden. Ganz analog hat man zu verfahren, wenn man die 0y,/0 yg 
durch die 0%,/0%, ausdriicken will, oder wenn nicht eine, sondern mehrere 
Gleichungen zwischen den x gegeben sind. 

Beispiel: Der Ubergang von rechtwinkligen Koordinaten (¥, vy) zu Polarkoordinaten 
(7, y) in der Ebene wird durch ¥ = y cosm, y = sing vermittelt; der Gleichung F (x, vy). = 0 


bzw. y = f(¥) einer Kurve entspricht G(r, y) =F(r cosy, ry sing) = 0 bzw. y = g(y), und 


es wird F 
v dy vy  rsing.+7cos@ 


dx # ~6Y cosy —rsing’ 





worin die Striche Ableitungen nach » bedeuten. 


III. Unendliche Reihen und Produkte. 


27. Zahlenfolgen. Eine abzahlbare Menge u,, %, ..., Uy, ... von reellen 
Zahlen oder Punkten der Geraden, fiir die die Forderung 2 von Ziff. 1 so zu ver- 
stehen ist, da® zwei Zahlen », und u, auch dann als unterscheidbar gelten, 


Ait 28. Koordinatentransformation, Zahlenfolgen. 25 


wenn zwar u,—wu,, aber pq ist, nennt man eine Zahlenfolge (Punktfolge), 
die einzelnen Zahlen’ (Punkte) ihre Glieder und w, das allgemeine Glied. Die 
Folge selbst bezeichnet man kurz mit (u,). 

Eine Folge heiBt konvergent, wenn sie nur einen einzigen, und zwar 
eigentlichen Haufungswert u« besitzt. Man schreibt lim aw, =u oder kiirzer 
u,—>u und nennt « den Grenzwert der Folge. pea: 

Notwendig und hinreichend fiir die Konvergenz einer Folge (w,) gegen den 
Grenzwert w ist, daB sich zu jeder beliebigen positiven Zahl ¢ eine natiirliche 
Zahl N angeben 1aBt, so daB |u, — u| <e ist, wenn nur y > N gilt. AuBerhalb 
as Umgebung des Grenzwertes w liegen héchstens endlich viele Glieder der 

olge. 

Ein Kriterium, welches eine Entscheidung iiber die Konvergenz einer Folge 
auch dann gestattet, wenn der Grenzwert unbekannt ist, ist das allgemeine 
Konvergenzprinzip: Die Folge (w,) ist konvergent, wenn zu jeder positiven 
Zahl ¢ eine natiirliche Zahl N angegeben werden kann, so daB |u,+,—u,|<e 
ist, wenn nur vy > N ist. Die natiirliche Zahl p kann dabei jeden beliebigen Wert 
haben. Der Satz ist von fundamentaler Bedeutung fiir die ganze Analysis. 

Jede konvergente Folge ist beschrankt. 

Nicht konvergente Folgen heiBen divergent, und zwar eigentlich diver- 
gent, wenn sie zwar einen einzigen Haufungswert haben, dieser aber ein un- 
eigentlicher ist, und uneigentlich divergent oder oszillierend, wenn mehrere 
Haufungswerte vorhanden sind. 

Unter einer Teilfolge einer Folge (u,) versteht man jede (unendliche) Folge, 
die aus (w,) durch Weglassen von endlich oder unendlich vielen Gliedern entsteht. 

Jede Teilfolge einer konvergenten Folge ist konvergent und hat denselben 
Grenzwert. 

Eine Folge u,, u2,..., u,... heiBt monoton in weiterem Sinn, wenn ent- 
weder “,<u,<...=u,<...(monoton wachsende Folge) oder u,>u,>...>uU,>... 
(monoton abnehmende Folge) ist. Gelten die Gleichheitszeichen nicht, so heiBt 
die Folge monoton in engerem Sinn oder kurz monoton. 

Jede beschrankte monotone Folge ist konvergent. Der Grenzwert stimmt 
mit der oberen oder unteren Grenze iiberein, je nachdem die Folge. zu- oder 
abnimmt. 

28. Reihen mit konstanten Gliedern. Unter einer unendlichen Reihe ver- 
steht man formal eine Summe 


Uy tug beret my fee = 








M2 


Uy 
1 


v 


Il 


von unbegrenzt vielen reellen Funktionen (iiber Reihen komplexer Funktionen 
vel. Kap. 6). Wir nehmen zunachst an, da alle u, (Glieder der Reihe) 
konstant sind, und bilden die Folge der Teilsummen ; 


Sy = Uy, Sg=UtUe, «ss, Sy = Uy Me Pe my, 


Die unendliche Reihe > heiBt konvergent mit der Summe s, wenn lims, 


vol ee Ae! yoo 

existiert und = s ist. In allen anderen Fallen heiBt DAE divergent, und zwar 
v=L 

eigentlich divergent, wenn lims, = -oo ist, und uneigentlich divergent 


v>co 


oder oszillierend, wenn die Folge (s,) mehrere Haufungswerte hat. 


Eine Reihe Su, heiBt absolut konvergent, wenn die aus den absoluten 


co 


y= . 5 
Betragen der einzelnen Glieder gebildete Reihe >'|u,| konvergiert. Der Wert 
y= 
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der Summe s ist dann unabhangig von der Reihenfolge der Glieder, weshalb 
eine solche Reihe es unbedingt konvergent § genannt wird. Ist hingegen 
Dx konvergent, > De S|, | aber divergent, so heibt Pan bedingt konvergent, 


ie Summe hangt weseneien von der peilieniolees der Glieder ab. 


Beispiel: Die Reihe 


1 4 1 Beil 
ps See ang = 1 
be ie iuaecgesir gh 3 | ees 


y=1 





ist bedingt konvergent mit s = In2; andert man die ear engge der Glieder, indem man 
m 

auf je m positive n negative folgen 1aBt, so wird s = In2-+ sm re also etwa (m= 1, n= 4) 

1 NRA Dt ed hte ee 


Ae aah eG 873 10.12 14 «16 


= 





5 


Die Summe x Uy + v,) zweier konvergenter Reihen Su und Sy, ist 
y=1 y=1 


konvergent, und ihr wert ist gleich der Summe der Werte der beiden gegebenen 
Reihen. 
Das Produkt DAC Vy EK Uy Vy-1 + +++ + 4,04) von Zwei konvergenten 


Reihen Se und >" ist konvergent, wenn wenigstens ein Faktor absolut 
y=l1 
konvergiert, sein Wert ist gleich dem Produkt der Werte der beiden Faktoren. 


Summe und Produkt zweier absolut konvergenter Reihen sind wieder absolut 
konvergent. 


29. Reihen mit veranderlichen Gliedern. Es seien nun die Glieder der ~ 
Reihe 6 Funktionen der Veranderlichen x, also u, = /,(x), wobei die De- 
=1 
finitionsbereiche der /, (x) mindestens einen Punkt gemeinsam haben miissen. Die 
Gesamtheit der Werte x, fiir welche >'u, konvergiert, heiBt Konvergenz- 
vy=l1 
bereich der Reihe. Es gibt also fiir jeden Wert re x ae Bereiches zu jeder 
Zahl ¢ > 0 eine natiirliche Zahl N, so daB |s, +(x) (x) |< e wird, wenn nur 
y > N ist (allgemeines Konvergenzprinzip, Ziff. 27; s, ist die y-te Teilsumme). Die 


Zahl N wird dabei im allgemeinen sowohl von « als auch von x abhangen; ist N 
aber von x unabhangig, d.h. gilt die obige Ungleichung fir ein und dasselbe N in 


einem Bereich $8, so heiBt die Reihe ae in % gleichmaBig konvergent. 
Sind die Funktionen u, (x) simtlich j én einem Intervall $ definiert und be- 


schrankt, also |u,(*)|<c,, und ist yc, konvergent, so ist Ss in § gleich- 
maBig Oyen (viele Zait: 30 \an ee = 


Ist x gleichmaBig konvergent in einem Intervall $ und sind alle ihre 
Glieder an einer Stelle x) von § stetig, so ist auch die durch die Reihe dargestellte 
Funktion F(x =>, in % stetig, d. h. es ist 


lim F (2) = lim nS PaO = > [dime | See ae 


L>2X 


Ziff. 30. Reihen, Konvergenzkriterien. ay) 


Ist Su x) gleichmaBig konvergent und sind die Funktionen u, (x) 


stetig in ance ee [ab] von §, so ist 


a (2) dx ~ [re dx = S f (x) dx, 


d. h. man ,,darf“ eine gleichmaBig konvergente Reihe gliedweise integrieren (man 
darf natiirlich jede Reihe stetiger Funktionen Spain integrieren, aber die 


sich so ergebende Reihe mu8 durchaus nicht nach / F*(x)dx konvergieren). 

Sind die Glieder einer Pee gente Reihe oo , = F(x) in einem Inter- 
vall § differenzierbar und ist die Reihe Ree ay ) in § gleichmaBig konver- 
gent, so konvergiert auch SH) eens und es ist F’(x) =} (x). 


Das heiBt eine konvergente Reihe ,,darf‘‘ gliedweise differenziert werden, wenn 
die Reihe der Ableitungen gleichmaBig konvergiert. 


30. Konvergenzkriterien. Es handelt sich hier um eine Reihe mehr oder 
weniger spezieller Kriterien, welche in einfacher Weise die Frage nach der 
Konvergenz einer vorgelegten Reihe in den meisten Fallen zu beantworten 
gestatten. Das allgemeine Konvergenzprinzip liefert unmittelbar eine not- 


wendige, aber nicht hinreichende Konvergenzbedingung: Eine Reihe S« 
=! 
ist nur dann konvergent, wenn limw, = 0 ist. Nur bei der alternierenden 
v>oco 


Reihe > —1)"+1u,, uy = 0 ist die Bedingung imu, =0 auch hinreichend. 


v>oo 


Die oe Konvergenzkriterien lassen sich aus dem auch direkt sehr ver- 


wendbaren ar AneAD der Reihenvergleichung herleiten. Sei >'c, eine kon- 
v= =yi 
EerESnte, seh eine divergente Reihe mit positiven Gliedern. Dann ist jede Reihe 


S, fiir die von einem -gewissen Wert von y meperisugen |w,|<c, ist, absolut 


Pe eerrent und xe heiBt Majorante von Px dagegen ist jede Reihe >. ; 


fiir die von einem renee Wert von » ees lig) dy. 1st, divergent end 


Sa, heiBt Minorante von S,. Als Vergleichsreihen sind besonders geeignet: 


y=1 


4. Die geometrische Reihe oc 1—1+9q+q?+... Diese konvergiert, 


, und divergiert, wenn |g|=1 ist. 





wenn |g|< 1 ist, mit der Summe ; if 


2. Die harmonische Reihe ys , P>O. Sie konvergiert, wenn <1, und 
divergiert, wenn p>1 ist. ”=1 
Spezielle Kriterien: 


+1 
Ist von einem gewissen Wert von y an i | | 22k <1, S80 vist S u, absolut 
ia tl 


r ' . . « Uy+1 . 
konvergent; ist hingegen, wieder von einem gewissen y an, | pale ay Se percOu ist 
it 


die Reihe divergent (Cauchysches Quotientenkriterium). 
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Ist von einem gewissen y an | || < k< 1, so ist me u, absolut konvergent ; 
vol 


ist aber / |u,| =>1, von einem gewissen y an, so ist > 4% divergent (Cauchysches 
Wurzelkriterium). Fe 
Sind die Folgen ae ) bzw. (Vl) konvergent, so ist 


| wy | 
konvergent, wenn lim — <1, lim] |u,| <1 und divergent, wenn diese Grenz- 


v>co v->oo 


CO 
werte > 1 sind; sind sie = 1, so kann tiber die Konvergenz von >) u, nichts aus- 


y=1 
gesagt werden, doch liefert dann manchmal dasselbe Kriterium eine Entschei- 
dung, wenn man den Grenziitbergang nicht ausfihrt. 
31. Potenzreihen. Unter einer Potenzreihe versteht man eine Reihe von 





Su, absolut 


vy=1 





der Form >'a,(z — 29)”. Eine solche Potenzreihe konvergiert immer im Inneren 
v=0 

eines Intervalles (Konvergenzintervall) von der Lange 27 (7 heiBt Konver- 

genzradius) und dem Mittelpunkt z. Setzt man 2— %—=%, SO nimmt die 


Potenzreihe die Form > a,x” an; der Mittelpunkt des Konvergenzintervalles 


v=0 
liegt dann im Punkt x = 0. 


Ist M = limsup Via] 











(Ziff. 2) der grd®te Haufungswert der Folge |a,|, V4 aye V4 uate SOCISE 
DEE bestandig, d. h. fiir alle x konvergent, wenn M = 0; fir alle 4~=£.0 
v=0 

_ divergent, wenn M =oo ist; und konvergent fiir alle x, die der Ungleichung 


4 x - 3 : — 
|| ae yz Senigen, wenn 0< M <ooist. Der Konvergenzradius von > ae 
2 v=0 
ist also 7 1 
i = 


3 
lim sup V| Ay | 








(Satz von CAUCHY-HADAMARD). 
Ist dar konvergent fiir « = %), so konvergiert diese Reihe gleichmaBig 
fiir jedes x, welches der Ungleichung |«| < |%9| geniigt. 
Ist Sa,0 divergent fiir x = % 9, so divergiert diese Rethe sicher fiir jedes ~x, 


y=0 
welches der Ungleichung |x| > |%9| geniigt. 


co 
Sa 














Ist fiir alle x, die der Ungleichung |% — x9| <7 geniigen, /(x) = >'a,(x—%»)” 
und ist x, ein Punkt im Inneren des Konvergenzintervalles, so gilt fiir (mindestene) 
alle #, fir die. |% — 4) << % ==" |) —"%q)| 18t, 43g 

© hy (4 = a) Sree. 
fe) =) +25 £m) +S pre) + + PE rey $ 
(Taylorsche Reihe). Ist x, =0, so folgt 
he a oy Pi ty. : ‘< 
Hi) =10) + FfO+5PO +--+ 5/0) +... 


(MacLaurinsche Reihe). 


Ist f(x) reell und unbegrenzt oft differenzierbar, so f 
; ; olgt nach Ziff. d 
Konvergenz der Reihenentwicklung bereits aus lim t= ie iff. 18 die 
N—>co 


Ziff. 32. ; Potenzreihen. 29 


32. Rechnen mit Potenzreihen. Fundamental fiir das Rechnen mit 
Potenzreihen ist der folgende Aquivalenzsatz: Haben die beiden Potenz- 


reihen Sax und Ss, x” in einem beliebig kleinen Bereich ihres gemeinsamen 


v=0 v=0 
Konvergenzintervalles immer denselben Wert, so sind die beiden Reihen voll- 
standig identisch, d, h. es ist a, = b,(v =0,1,2,...,.. ar 


Im gemeinsamen Konvergenzintervall gilt 
Zoe +. Pe = xe + b,) 
So “Ys >, x” = 


Ist in der letzten Formel 


co co 
S bat = Se = 
0 v=0 


v= 


und 


Ie i 


> (toby + ay bya + + + a,b,) x” 


co CoO Cc 
die geometrische Reihe, so folgt a,x”. Sx = >'s,x”, wobei die s, die Teil- 
v=0* = 


Cc co co 
summen von >'a, sind, oder PAY = (1 — x) eer 
ee 


Ist f(y) = Su konvergent fir |y|<yr und y = g(x = 32, x”, 80 ist 


die durch gliedweises Einsetzen entstehende Reihe Sant (Soy" = Sox kon- 
v=0 
vergent und = /(g(x)), wenn Sp 6 konvergent And =, wist. 


Der reziproke Wert einer henees Sax mit @ + 0 laBt sich auf zwei 
‘ v=0 
Arten berechnen; entweder mittels des vorigen Satzes auf dem Umweg iiber die 
geometrische Reihe: 








— = = 2 ersten ———— 
Ay tax + age? ++. 1—(ae+ayeP+--) 1-9 hae ise) as 

= 1+ (ax + ax%+ -++) + (ax + abn? + vee FP eee, 
wobei a’, = — — gesetzt ist, oder mittels des Aquivalenzsatzes. Man setzt mit 
unbestimmten Tielionten Op-an: 

= Sov. 
sor 7=0 

also cs 

{= Sa.” . Soe a Aes 

‘y=0 v=0 v=0 

so daB cy = 1, ¢, = Co = --- =O ist. Aus diesen Gleichungen lassen sich dann 
die Koeffizienten 05, 5,, 53, ... der Reihe nach berechnen. 


Ist f (x) SG, x” konvergent fiir |~ |<, soist die durch diese Reihe definierte 
0 


Funktion y unter der alleinigen Voraussetzung a) 0 umkehrbar, d. h. es existiert 
die inverse Funktion x = g(y), die durch eine in einem gewissen Intervall konver- 


gente Reihe x = Soy" darstellbar ist und die der Identitat y = /(g (y)) geniigt. 
v=0 
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| EE 
Setzen wir Sal b,")* = Pa c,y”, so muB daher cy = 0, Cy = 1, Co = Cg = 
v=0 


= 0 sein; mittels dieser Glemhunger lassen sich die Koeffizienten der 
Reihe fiir g(y) aus denen der Reihe fir f(x) berechnen und umgekehrt. 


33. Spezielle Potenzreihen (k. = konvergent, b. k. = bestandig konvergent) 


co 


(1 + x)* = > (*)x’, & beliebig reell, k. fir |x| <1 (Binomische Reihe) 
v=0 


= DRAPE TG ee 





fen), We ee 
= pee ree abla [a2 aE 
ct __ 4 i 


Die B, sind die ecrer tr: Zahlen; durch Division von x durch 
die Reihe fiir e* — 1 ergibt sich fiir sie. die Rekursionsformel 
q 


(3 )Bo+ (TB + (3)Bo te +(,.",)Br1=0 















































oder in einfacher, mnemotechnisch giinstiger Symbolik (1+ B)"=B,, wo 
B‘ = B; zu setzen ist. Im einzelnen folgt: 
= ee panes oes ee aay ee 5 
Geo aie: 2? vee faye 30 By=7: B= 30’ Dag 66’ 
O98 Hi 
10. 2730’ = eee Bs = By == +--+ = By = ee 
= , yr” x? 4 x8 
ema UG payin eck es amy Panty: oe aes 
. fs = a ede —~ x38 x x? 
sInx = ze ere = mane Peto ayerseee eee 
~ e222 Bar 
— a Se Syn Va 
tgx a 1) Gn! i 
aig 2 17 
— | 5 ©, Taj \e: i] w 
x - aS) ae i. »k. fir pxl<z. 
x-ctgx = Pes oan xe” — 
4 2 4 
af BP Deen oe ; 
; rita 545 * eae peas dc. fr 1) % |e 
] = Uae ay pete a x8 aA a 
n(1-+ x) 2 a eee ; qo tee Ke Ee ee 
2a Sr — ig #8 wee 
ng DS ett St St Se, k fe fel er. 
v=) 
Ase oe, gee oo rie 
i reel reer cae pla etatacn wok onc as ane pe 
pd x AS eae, Vina Seer 
arc sin % = % 2 4 a 
ss I ache Waa mp ae cc: Re POD faeleee de 
3 5 7 9 
arctgx = x é ad se E 
Sie 5 7 i ae 


~ fired s 


Ziff, 34—36. Potenzreihen. Unendliche Produkte. Extrema. 34 


34. Unendliche Produkte. Sei a, dg, ..., ay, ... eine Folge reeller Zahlen 
oder Funktionen ea Se, aay, (vy = 1, 2,3,...). Existiert der Grenz- 
wert lim P, = P #0, so heiBt das unendliche Produkt Ag bf" Aa ial Glan 


v>co 


53 


a, konvergent und P sein Wert; in allen anderen Fallen heiBt /7 a, diver- 
roy v=1 


gent. Durch die Festsetzung, da8 lim P, + 0 sein mu, erreicht man, daB ein 
v->0O 

unendliches Produkt nur verschwindet, wenn einer seiner Faktoren Null ist. 

Fir die Konvergenz ist notwendig und hinreichend, daB a Vises Craly = eee 

ist, wenn nur » hinreichend groB ist; dabei bedeutet ¢ eine beliebige positive Zahl 

und p eine beliebige natiirliche Zahl. Eine notwendige Bedingung ist lima, = 1; 





v>oo 
man setzt daher meist a, = 1 + u,, so daB dann limu, = 0 wird. Die Begriffe 
yoo 
absolute, bedingte und gleichmaBige Konvergenz ubertragen sich unmittelbar 
von den Reihen her, zu denen man auch direkt gefiihrt wird, wenn man an Stelle 
des Produktes seinen Logarithmus betrachtet, es ist ja 


In ( Tl -) => (Ina,) . 
y=] y=] ° 


Von Bedeutung sind die Produktentwicklungen 


co 2 5 co 3 
sinwx = 2x | l (1 =) und Cosa % = / l (1 — 7). 
Se 
pe} 


v=1 
die beide fiir alle x konvergieren. Fiir x = 4 liefert die erste Formel 


we ¥, ees oder Me Le Saal Be rer 6 8. Oi 
add, ane Bee eB 7-9 


y= 





IV. Extrema. 


35. Extrema von Funktionen einer Veranderlichen. Ist f{(x) geniigend 
oft differenzierbar, so ergeben sich mittels des Taylorschen Satzes folgende 
notwendige und hinreichende Bedingungen fiir ein Maximum oder Minimum an 
der Stelle x, (vgl. auch. Kap. 4, Ziff. 4): 

1. /' (%9) =O (notwendige Bedingung fiir ein Extrem). 

2. Ist /™(x) die Ableitung niedrigster Ordnung, die fiir x = x, nicht 
verschwindet, so muB m gerade sein. 

3a) Ist dann /™(x)) > 0, so hat f(x) an der Stelle x) ein Minimum. 

3b) Ist ( (x) <0, so hat f(x) an der Stelle x) ein Maximum. 

Im allgemeinen ist m= 2. Ist die an der Stelle x) nicht verschwindende 
Ableitung niedrigster Ordnung von ungerader Ordnung, so hat der Graph von 
y =f (x) an der Stelle x) einen Wendepunkt mit horizontaler Tangente (Terassen- 

unkt). ; 
s a /(*) in einem abgeschlossenen Intervall [ab] definiert, so treten im 
allgemeinen noch sog. Randextrema auf. Die Funktion y = /(«) hat an der 
unteren Grenze a ein Minimum (Maximum), wenn die an der Stelle a nicht ver- 
schwindende Ableitung niedrigster Ordnung positiv (negativ) ist, und umge- 
kehrt an der oberen Grenze. 

36. Extrema von Funktionen mehrerer Veranderlichen. Die Definition 
yon Maximum und Minimum ist vollkommen analog der fiir eine unabhangige 
Veranderliche. Eine notwendige Bedingung besteht im Verschwinden aller Ab- 
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leitungen erster Ordnung sowie darin, daB die.an der betreffenden Stelle «(© 
nicht verschwindenden Ableitungen niedrigster Ordnung von gerader Ordnung 
sind, Sind das etwa die m-ten Ableitungen, SO ist die weitere Entscheidung von 


n m 
0 spas 
dem Verhalten des Ausdruckes ey h; é) Fae ao eden x) abhangig, der 
t=1 . . . ° oe z, 
eine Form m-ten Grades in My, hg, .--; h, (Ziff. 7) ist. Hinreichend fir ein 


Extrem ist, da8 diese Form definit ist, und zwar entspricht einer negativ 
definiten Form ein Maximum, einer positiv definiten ein Minimum. Ist die Form 


indefinit, so liegt sicher kein Extrem vor, ist sie semidefinit, SO sind weitere 
Untersuchungen notig. Im Falle m= 2 handelt es sich um die quadratische 


Form F = 3 finhih,. Sind die Determinanten 





Cana Aihe ee hy 
farfes +++ fej (7 == Ae att) 
hile rie ee fis 





alle positiv, so ist F positiv definit, sind sie abwechselnd positiv und negativ, 
so ist F negativ definit. Handelt es sich schlieBlich um ae pees / aed) 
yon zwei Veriinderlichen, so ist die Form F definit, wenn = i 3 Z — ( an 5) 
positiv ist, und zwar ist F positiv oder negativ definit, je nachdem 6?//0 x? 
positiv oder negativ ist. 

37. Extrema mit Nebenbedingungen. Sollen die Extrema einer Funktion 
f (x1, %9, -- +» %») bestimmt werden, wenn zwischen den Veranderlichen « noch m 
unabhiangige (Ziff. 24) Relationen ;(%, %2,-+ +) %n) =0, @=1,2,.-- m) be- 
stehen, so bildet man den Ausdruck 


m 
F(a, fig, 0 os Bis Aa ee ee hiv 
+= 


mit willkiirlichen 2. Die Aufgabe reduziert sich dann auf die Bestimmung der 
Extrema der Funktion F der m+ m Veranderlichen x und 4 nach Ziff. 36. Es 
miissen also die + m Gleichungen 





m 
of 09: ; 
se ag Pp =O (or == 112 pas ey pee  e 
t=1 


erfiillt sein. Das Verfahren fiihrt den Namen Lagrangesche Multiplikatoren- 
methode. 


V. Unbestimmte Integrale. 


38. Begriff. Grundformeln und Rechenregeln. Unter einem unbestimmten 
Integral einer stetigen (vgl. Ziff. 43) Funktion f(«) versteht man jede Funktion 
F(x), die der Identitat F’(x) = f(x) geniigt. Aus dem letzten Satz von Ziff. 16 
folgt der Fundamentalsatz der Integralrechnung: Sind F(x) und G(x) zwei 
Funktionen, fiir die /’(x) =g’(x), also f(x) — g’(x~) =0 gilt, soist F(x) =G(x) +C; 
d. h. zwei Funktionen, deren Ableitungen identisch gleich sind, unterscheiden 
sich héchstens um eine Konstante. Somit ist neben F(x) auch jede Funktion 
F(x) + C, wo C eine willkiirliche Konstante (Integrationskonstante) bedeutet, 
ein Integral von f(x) und umgekehrt ist jedes andere Integral G(x) in der Form 
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F(x) + C darstellbar. Geometrisch bedeutet. die Integrationskonstante, daB 
samtliche Integralkurven y =F (*)+C aus einer von ihnen durch Parallel- 
verschiebung langs der y-Achse hervorgehen. Man schreibt 

F(x) = [ f(x)dx,. 
und fiir dieses Symbol gilt y 


dff(x)dx = f(x)dx und [dF (x) = F(x). 
Differentiation und Integration sind zueinander inverse Operationen; aus jeder 


Differentialformel 1aBt sich durch Umkehrung eine Integralformel gewinnen.. 
So ist (vgl. Ziff. 14; die Integrationskonstante ist weggelassen) 

















feax- 2" (a~—1) (ees 
wap 4? )> Where acta (#0), 
a® 
farax = ©, fearae, 
[sinx dx = —cos x, foosxdx = sinx, 
” dx aE aa 
[Sea ter, ee = —ctgx, 
ax ee dx 4+4 
[pth = aretgx = —arectg x, [pf = artene = 4m 241, 
ax = 
———. = arsinhx = In(% x? +1). (vgl. Ziff. 11), 
iS (x + Ya? +4): (vg ) 
ax = hes F ; 
——-—— = arcoshx = In (* x? — 1), = arcsinx = — : 
oe ( +} ) lS n arc COS 


Fir die unbestimmten Integrale gelten folgende Regeln, die sich aus den 
entsprechenden Differentiationsregeln (Ziff. 13) herleiten lassen 


[if() Ee(x)ldx = [ft (x) dx + [e(x) dx 
[R-f(x)dx=k-[f(x)dx, [[—f(x)]dx =— f(x) dx. 

39. Integrationsmethoden. A. Transformation. Sei /(x) eine in einem 
Intervall § stetige, « = q(t) eine in einem Intervall 3’ monotone Funktion, die 
in 9 eine stetige Ableitung q’(¢) besitzt und auBerdem, wenn ¢ das Intervall 9 
durchlauft, jeden Wert x aus § einmal (und wegen der Monotonie dann auch 
nur einmal) annimmt. Dann heiBt 

Gi) =f1(P 0) vO dt=fg Wat, 
das durch die Substitution * = @(é) aus | /(x)dx entstandene transformierté 
Integral. Aus den Voraussetzungen tiber x = p(t) folgt, daB ihre Umkehrung 
t = w(x) eine in ¥ eindeutige und stetige Funktion ist, die in 3 jeden Wert ¢ aus 
einmal und nur einmal annimmt. Es ergibt sich ee 
F(x) = [}(x) dx = G(p(x). 
Die Methode ist dann anwendbar, wenn sich eine Funktion q (¢) so angeben laBt, 
daB® das transformierte Integral leichter ausgewertet werden kann als das ur- 


spriingliche. Oft ist es leichter,.auf Grund der Beschaffenheit. von f(x) zunachst 
die inverse Substitution ¢ = w(x) zu finden. Ein wichtiger Sonderfall ergibt sich 


1 : 
fir g(i) =, es ist dann | Pe) 
eas eres 
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B. Partielle Integration. Aus der Formel fir die Differentiation eines 
Produktes folgt durch Umkehrung 
file) ee) dx = f(x) - a(x) — [a(x fa) ax 


oder kurz [u-dv=u-v—fv-du, 


wo u = }(x) und v = g(x) zwei in einem Intervall $ stetige Funktionen sind. Die 
Methode ist dann anzuwenden, wenn in F(x)dx der Integrand F(x) derart in zwei 
Faktoren /(x) und g’(x) zerlegt werden kann, dab sowohl | g’'(x)dx als auch 
i g(x) - f(x) dx leichter als das urspriingliche Integral ausgewertet werden kénnen. 

C. Rekursionsformeln. Hangt der Integrand auBer von der Integrations- 
veranderlichen auch noch von einer natiirlichen Zahl n ab, so ist es manchmal 
miglich, das Integral auf ein anderes zuriickzufihren, das statt von m von einer 
kleineren Zahl, etwa » —1 oder n — 2 abhangt. In einem konkreten Fall kommt 
man dann durch geniigend oftmalige Anwendung des Verfahrens auf Integrale mit 
n = 0 oder 4 (SchluBintegrale), die im allgemeinen einfacher zu berechnen sind. 

D. Integration durch Reihenentwicklung. LaBt sich /(x) in eine 
Potenzreihe entwickeln, so stellt im Innern des Konvergenzintervalles die durch 
gliedweise Integration erhaltene Reihe das Integral F(x) = f f(x)dx dar (Ziff. 29). 

40. Integration der rationalen Funktionen. Die rationalen Funktionen 
bilden die allgemeinste Klasse von Funktionen, deren Integrale mittels elemen- 
tarer Methoden stets gefunden werden kénnen; die Integrale zahlreicher ir- 
rationaler und transzendenter Funktionen werden durch geeignete Substitutionen 
in Integrale rationaler Funktionen verwandelt (Ziff. 41 u. 42). 


Ist der Integrand /(x) = Sey 





[Z(x) und N(x) sind Polynome in x] unecht 
: ae . Z(%) M(x) 
gebrochen ve 7), so existiert stets ein Polynom P(x), so daB Noe P(x) + Na) 


ist, wobei Wi echt gebrochen ist. Man findet diese Zerlegung durch Aus- 


dividieren; P(«) kann sich dabei auch auf eine Konstante reduzieren. Wir 
kénnen uns daher im folgenden auf die Integration echt gebrochener Funktionen 
beschranken. Den Nenner N(x) zerlegen wir in seine Wurzelfaktoren, fassen 
dabei aber zwei zu konjugiert komplexen Wurzeln gehGrige immer zu einem | 
quadratischen Faktor zusammen (hat ein Polynom mit reellen Koeffizienten 
eine komplexe Wurzel a + 01, so ist stets auch a — bi eine Wurzel; jedes der- 
artige Polynom 148t sich also als Produkt reeller linearer und quadratischer 
Faktoren anschreiben). Sei demgemaB 


N (x) = (% — @)% (% — ay) +++ (% — a,)% (x? + py % + qy)¥(x® + py% + Go) ++ 




















: va (X" pe 1 g,)Ps 
wo p; — 494;<0 (2 =1, 2,..., S) ist (sonst ware eine weitere reelle Zerlegung 
. r <, 
méglich) und = >'a;+ 2>'8; den Grad von N(x) bedeutet. Die rationale 
¥ M(x) _ q=1 : 4=1 
Funktion ie 1a8t sich dann als Summe von Partialbriichen erster und zweiter 
Art — das sind Ausdriicke von der Form sates bzw. fa — 
: %— ax’ (#7 + px + q\é 
folgendermafen darstellen (Partialbruchzerlegung) 
M(x) 23 Ay Ay, Ayo, 
NO? Gola.) Goa jqet ee 
Ag Age A Xe 
ie Cees Va Caney Pe ea irre 6 


_ An A, er 
Ts alae gt ees ale aaa ieee ane 


*—4, 
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Py % + On Pi2% + Qe Pip, % + Q12, 
DG era Ga per gat TAS pe gt 
Poy % + Qa Pry % + Qoo Ps pi % + Qobs 

G+ Prat qh * (4° + po % + qo)Pa~1 eae See se 








Vs Po3%# + Qs Ghd og oe ak Pspe% + Qs he 
(47+ ps % + qs)bs (a® + py x% + qs)bs-1 w+ bee +s” 


Die Berechnung der Koeffizienten A,,, P;, und Q,;, geschieht so, daB man zuerst 
die Partialbruchzerlegung nach obigem Muster mit unbestimmten Koeffizienten 
ansetzt und dann mit N(x) beiderseits multipliziert, so daB sich eine Identitat 
zwischen M(x) und dem Polynom (m —1)-ten Grades rechts ergibt, die nur 
bestehen kann, wenn auf beiden Seiten die Koeffizienten gleicher Potenzen von x 
iibereinstimmen [fehlen in M(x) einzelne Potenzen, so sind ihre Koeffizienten 
selbstverstandlich = 0 anzunehmen]; es ergeben sich dadurch gerade m Gleichungen 
fir die » Unbekannten A;,, P;, und Q;,, die immer eindeutig lésbar sind. Die 
Aufgabe ist somit auf die Integration der Partialbriiche zuriickgefiihrt. Es wird 


A A A 
[eae e*=- @—)woaea eet Is 


Bei den Partialbriichen zweiter Art wird zuerst umgeformt: 


P*x+Q Tee 2x +p 20 — = bf. 
hi ) . a as (x? 








dx =A-In|x —a|. 














e+ px + qe x? 4+ pw + qe Si oeae 
dann wird das erste Integral auf der rechten Seite 
2x +p 4 y 
ae er 3 ~ Gants prt get Po , 


bzw. fir B = 1 ae an 
an — 2 
pe a In|x? + px 4+ q|. 


Das zweite Integral geht durch die Substitution 


OE oe der Ey 
BER Tig Ora 
tiber im 2 api dt , 
Gaae) fer 
fiir dieses Integral gilt die Rekursionsformel 


dt t 28 —3 
le fetip UE eon is 0 6) ea ed 
mit dem SchluBintegral 





J, =actgt, 
Dea Pp 


besteht somit aus einem von den mehrfachen Nullstellen des 


worin dann wieder ¢ = zu setzen ist. Das Integral der rationalen 


ee A (ay 
Funktion N(x) 


Nenners N(x) herriihrenden rationalen Teil und aus einem transzendenten Teil 
von der Form (die C; hangen dabei in bestimmter Weise von den Py und Oj ab) 


4+ pi 
Sasuinis—al + S|? s In| 22 t pee + qi] + Ci rete a 








Bei mehrfachen Nullstellen des Nenners, insbesondere dann, wenn diese Null- 
3* 
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stellen komplex sind, ist es zweckmaBig, von vornherein den rationalen Teil 
abzuspalten. Man bildet zu diesem Zweck die Polynome 


n(x) = (% — Ay) (% — @y)+-- (% — ay) (x? + pix 4 qx) (x? Pox qo)"** (x2 + p.% + 9s)» 
und 

O(n) = NB = ( — a4 fe — a) 4 (2 — ard | 
(32 + py % + qm} (x? + py + qa)Pem4 «+ (4? 4 py + g)Po?. 
Q(x) ist der groBte gemeinsame Teiler von N(x) und seiner Ableitung N’ (x) 
und kann mittels des euklidischen Algorithmus rational berechnet werden 


(vgl. Kap. 2, Ziff. 38). Man setzt nun mit unbestimmten Koeffizienten A, B, 
P und Q 
in & 


~~ [ M(x) Aox™ + Aya™-t 4+ + An B; Pye +Oi- 
~ | N(a) ars Q(x) +/[| S25 Tia ba +t az 


ae 














wo m =n —y— 2s —1 um 1 kleiner als der Grad von Q(x) ist. Durch Diffe- 
rentiation, Multiplikation mit N(x) und Koeffizientenvergleichung ergeben sich 
n lineare Gleichungen fiir die m+ 1+ 7+ 2s =m Unbekannten A,, B;, P; 
und Q;. 

Bemerkt sei, daB man bei der Integration rationaler Funktionen mit kom- 
plexen Nullstellen im Nenner die Partialbriiche zweiter Art (die bei komplexen 
Funktionen iiberhaupt sinnlos werden) auch vermeiden kann, wenn man dafiir 
das Rechnen mit imaginaren Zahlen in Kauf nehmen will; man kommt natiirlich 
zuletzt mittels der Formeln von Kap. 6, Ziff. 16 wieder ins Reelle zuriick. 


41. Integration einzelner irrationaler Funktionen. Es handelt sich im 
folgenden durchwegs um Abelsche Integrale vom Geschlecht Null. 

A. Quadratische Irrationalitat. Sei ein Integral von der Form 
[RG y)dx vorgelegt, wo y?=ax?+ bx+c, a+0, 0®—4ac+0 ist und 
R(x, y) eine rationale Funktion von x und y bedeutet. Die Gleichung y? = ax? + 
+ bx +c stellt unter den angegebenen Voraussetzungen einen zur x-Achse 
symmetrischen Mittelpunktskegelschnitt © in der Ebene der Veranderlichen 
x und y dar. Jeder Kegelschnitt ist eine rationale Kurve, d. h. © besitzt 
eine Parameterdarstellung x = x(é), y = y(é), wo x(é) und y(t) rationale Funk- 
tionen sind. Durch die Substitution x= x(/) geht R(x, y) tber in das Integral 


[R(x (), y(t) x’ Qdt= | R(f)dt einer rationalen Funktion R (é), das nach Ziff. 40 
stets ausgewertet werden kann. Eine rationale Parameterdarstellung von € findet 
man, wenn man durch einen beliebigen Punkt (%,, yg) von © ein Strahlenbiischel 
Y — Yo = t(x — xo) legt (¢ ist dabei veranderlich; jedem Wert von ¢ entspricht 
ein Strahl des Buschels). Jeder Strahl des Biischels schneidet.© auBer in (xo, yo) 
in einem weiteren Punkt, dessen Koordinaten rationale Funktionen von ¢ sind. 
Bei der praktischen Durchfiihrung wird man den Punkt (%», yo) so wahlen, daB 
die Gleichung des Strahlenbiischels méglichst einfach wird; also etwa in einen 
der (reellen) Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen legen oder man kann 
im Falle, da8 © eine Hyperbel ist (a > 0), das Strahlenbiischel in ein Parallel- 
strahlenbiischel ausarten lassen, dessen Strahlen zu einer der Asymptoten der 
Hyperbel parallel sind. 

Im folgenden sind die méglichen Falle samt den dazugehorigen Substitutionen 
zusammengestellt. 

a) a>0,.b?—4ac+#0; € ist eine Hyperbel, deren reelle Achse in die 
x-Achse fallt oder parallel zur y-Achse ist, je nachdem b2 — 4ac > 0 oder <0 


ist. Man setzt y = Yax +t (Parallelstrahlenbiischel, in jedem Fall médglich) oder 
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y= tx i Ve (nur. méglich, wenn c > 0 ist) oder schlieBlich y = ¢(« — Xo), WO Xpq 
die Abszisse eines Schnittpunktes von © mit der x-Achse ist (nur méglich, wenn 
b* — 4ac> 0 ist). 


b) a<0, b?—4ac>0 (der Fall 62? — 4ac <0 fiihrt auf eine nullteilige 
Kurve) ; € ist eine Ellipse, deren Schnittpunkte x, und %. mit der x-Achse immer 


reell sind. Man setzt y = ¢(x — x,) oder, wenn c>0 ist, y= tx + Vc. 


Die bei a) und b) angegebenen Ausdriicke fiir y setzt man in der Gleichung 
y? = ax*-+ bx +c ein, die dadurch immer zu einer in x linearen Beziehung 
zwischen x und ¢ wird; durch Auflésen dieser Beziehung nach x ergibt ‘sich erst 
die eigentliche Substitution « = @(t). 


Die obige allgemeine Methode hat in erster Linie den Vorteil, auch bei noch 
so komplizierter Bauart von R(x, y) die Rationalisierung des Integranden auf 
Grund einer einfachen Uberlegung méglich zu machen; in gewissen Fallen lassen 
sich derartige Integrale jedoch einfacher berechnen: 


1. Die Integrale | a sige lassen sich (ausgenommen der Fall a< 0, 
JVaxv + bx +c : SN Bian pets 

b? — 4ac <0; vgl. oben b) stets auf eine der Formen : oder 
Viz-2 JVP+1 

- at + ; 


d 


bringen, indem man in ax?+ bx +c die ersten zwei Glieder auf ein 

















P41 
volistandiges Quadrat erganzt: ax?+ bx +c= i [(2ax + b)* — (b? — 4ac)] 
und dann wheelie eid =t setzt, je nachdem der erste oder 
2 Aac V4ac—G? 
zweite Ausdruck reell ist (vgl. Ziff. 38 und 42, letzte Formel). 


ere (aa 
2. Bei Integralen von der Form | eee EU: 
JVae + bx +e 
Grad mist, macht man mit unbestimmten Koeffizienten A; und B den Ansatz 
P(x)\dx 
Vax? + bx +c 


, wo P(x) ein Polynom vom 


ax 
av+bx+te 








= (Agx*-14 ... Aer Jax? + bx +e } ap 


wodurch das Integral in einen algebraischen und einen transzendenten Teil 


ne are a ae P(#) - (av? +b ) 
zerlegt wird. Die Integrale [Pw Vax? + bx +cdx =i oi ae = gee ee 
gehéren ebenfalls hierher. ; ne teen ee 8 ia 
dx 
1 a 

3. Die Integrale ie Bl res ray 
in solche vom Typus 2. iiber. 

4. Bei Integralen ee ~, wo R(x) eine rationale Funktion ist, zer- 

Jax? + bx+c : 

legt man R(x) nach Ziff. 40 in Partialbriiche; doch ist dieses Verfahren nur 
dann zu empfehlen, wenn der Nenner von R(x) nur reelle Wurzeln hat. ‘Man 
kommt dann auf Integrale vom Typus 3. zuriick. 


B. Die linear gebrochene, binomische und monomische Irratio- 
nalitat. Eshandelt sich’hier um Integrale von der Form [ R(x, 1, Vo,-- -, Vn) x, 





gehen durch die Substitution x— p= + 





2 


wo R(x, ¥,;, V2,---+,» Yn) eine rationale Funktion ihrer Argumente und 
y= ona iG ist mit rationalen kh; = Pi (t= fi, 2. 3.2 T)n : we Determinante 
cx +a qi 


ad — bc sei #0 angenommen, da sich sonst alle y; auf Konstante reduzieren 


wiirden. a 
Man spricht von einer linear gebrochenen Irrationalitat, wenn c+ 0 jist, 
von einer binomischen, wenn c = 0 ist und von einer monomischen Irrationalitat, 


wenn O— c= 0 1st 
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Ist s das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen q,, 2, .--, Y, So fiihrt 
die Substitution — + : = ?t® das gegebene Integral in allen Fallen iiber in das 
Integral einer rationalen Funktion von f, 

C, Binomische Integrale (nicht zu verwechseln mit den obigen Integralen 
mit binomischer Irrationalitat). Man versteht darunter Integrale von der Form 
/ x? (ax4 + b)'dx mit rationalem ~, g und 7, Sie sind in drei Fallen elementar 


Prt Pt1 1 » ganzist. Ist 








auswertbar, namlich wenn eine der drei Zahlen 7, ; 
y ganz, so handelt es sich um eine monomische Irrationalitat. Ist pe ganz, 


so fiihrt die Substitution x? = y auf das Integral einer binomischen Irrationalitat 
und somit die Substitution ax’+b6—=f#, wo s der Nenner des auf reduzierte 
Form gebrachten Bruches 7 ist, auf das Integral einer rationalen Funktion von ¢. 


Ist schlieBlich ?** + 7 ganz, so fihrt x1=y auf eine linear gebrochene Irra- 


tionalitat und a + bx-4=# auf das Integral einer rationalen Funktion von ¢. 
42. Beispiele und Formeln. Es bedeutet im folgenden S: Substitution, 
PI: Partielle Integration, U; Umformung (des Integranden), P,,(x) ein Polynom 


n-ten Grades, R(x) oder R(x) eine rationale Funktion von x (vgl. auch Ziff. 38). 
1) |itex + b)dx = + fiat (Siax+b=0), 
2) [rereax—Ly@e  (S:4@)=9), 
3) [renax=* fin — (Siee=a, 


4) [Pac e* dx = (Agx" + Ayx" 14... 4+ A,)+e%, 


(Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten A,) 








fae 4 
5) fetineds ==" (ine — | (PI: u=Inx, dv =2dx), 
1 
6) [dx = (nx)? —_(Beispiel 2), 


7) [onsrax = x(Inx)" — n | (nay"tax, n ganz und > 0 
(PI; uw = (Inx)", dv =dx), 


8) [ Reine, cosx) dx = | R(é) dt (S:tg% =, vel. Ziff. 9, SchluB) 


9) [Pato sinvdx = (Agx" + A,x"-1+4 ... + .A,) cose + 
+ (Bya"-? + Bax"? 4... + B,)sinx, 
(Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten A;) 
10) [Pa Cosxdx = (Ayx" 4+ Ayx*-1 +4... +4 A,) sing + 
= (Dye el Be 2 oe B,) cosx (wie 9) 


ey = ao Sint vs COSA res ale 
11) [sin XA% = — oe foie ds 





n 
(PI: 4 =sin"-1x%, dv =sinxdx), 
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sin x -cos"-ly n—1 
n 





42) |cos*xdx = [eos 2x 


(PI: u = cos"-!x, dv = cosxdx), 


13) figrxax = = — [tgrtxdx 
(U: tg"xdx = tg"-2xd(tgx) — te"-2xdx) , 
Clsta sa 


14) [ctg*xdx = ——?— ; 


~- Ctp® tx d% (U analog 13), 
15) [tsxax = —Incosx (S: cosx =¢, vgl. Ziff. 39, A), 


16) i ctgxdx =Insinx = (S: sinx =¢, vel. Ziff. 39, A), 

















dx 1 cos * Me OT oe 
17) ip =e pag yea pr iene aps (PI oder aus 11), 
dx 4 sin x n—2 dx 
teak a — 1 a re fee (PI oder aus 12), 
ax x x 
19) [22 =mte4 (s:tg% =2), 
20) i = Intg + =) | U:cosx = sin (x a =) , dann wie 19)|, 


21) |sivmx cos"*% dx 








sin™+1¥% cos*-ly n—1 ; 
S= sin™*2x% cos"-24dx, m~&—1 
m+1 Reet : re ‘ 
sin™—1y4 cos*+1x m—1 4 
2S oe Bee Ee sin”-2%cos*t?xd%, n#~—1, 
n+1 n-+1 


sin™ F247 cos"—1% n—1 
= + sin”™x cos”-2x%, m+n#0O, 


m+n - m+n 








in”™—1% cos" tly m—1 : 
ee z + sin™-2%cos"*dx, m+n=+40, 
m+n m+n 





ees | n+ly n Ds hie 
o sin % COS m+n + sin™t2% cos"x dx, amt, 
m+ 4 Ad 





inmt1l n+1 Z 
Be be ae fy MERE Af samy cost tad, n#z—\, 
n nH 


In diesen Formeln sind m und n beliebige ganze, nur den angegebenen Ein- 
schrankungen unterworfene Zahlen (PJ). 








22) fe EY be I RE, 
- “aaah (gleichzeitig durch PI). 
2z(qasinbx — bcosbx 
23) fe sinbxdx = ° ig a 77 ) ‘ 


24) fare sing dx —x-arcsinx + /1— x (PI), 
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25) [arc cosxdx =x-arccosx — Yi—# (PI), 
26) [arc texan —x-arctgy —4ln(1+%*) (PZ), 


27) [arc ctgxdx = x-arcctgx + $1n(1 + a) PLY; 


























4 (sin(a —b)x , sin(a+ b)% 
28) 1, = [cosaxcosbxdx = + | ree es Pars) ), 
: ae 1 (sin(a—b)x  sin(a+b)% 
= [sinaxsindx dx = ett 5h ee Ne 
1 —b cos (a + b)*# 
= |sinax cosbx dx ee aee ee we + — ae ) ), 
=o cos (a + b) x 
= |eosaxsinba dx = ; eee ere is 
a— Ee a+b+0 (Man bilde die leicht zu berechnenden Integrale J, + 
el gap sin (a — 8) x und J,—-I,= cap sin (a+b), sowie I, + I, = 
1 
Sta a eee, ++ b) «% und J, —I,= 7% cos (4 — b)x,woraus dann J,, J, 
I, und I, berechnet werden kénnen), 
ae sin x dx __ ax — bln(asin#x + bcos#) 
29) asinx +bcosx — a+b? : 
fee cos#dx bx + aln(asin# + bcos#) 
2 asinx +bcosx a =E G2 


(Man bilde aI, + d/, analog wie in eer 28). 


dx t 
30) lear tices = In tg — a 5 (* + arcte-2 7) 


(Man setze. voriibergehend a = rsing, 6=rcosp, was natirlich keine Sub- 
stitution ist), 











ax b Tp aa a re 
iprerre a er + bx + ¢)) (a> 0) 











—(a<0, B® —4ac>0). 


VI. Bestimmte Integrale. 


43. Der Riemannsche Integralbegriff. Sei {(«) eine in einem abgeschlossenen 
Intervall [ab] definierte, eindeutige und beschrankte Funktion. Wir teilen [ad] 
durch #—4,Punktesx,, 4a, <n +5 Xyoay tu CC 1a = Ngee ee 
<%, = b ist, in  Teilintervalle, deren Langen Ax; = x; — x_1 (¢ = re 25h oe) 
sind. Ferner sei g; die untere, G; die obere Grenze und o; die Schwankung von 
/(x) im 1-ten Teilintervall [%;_,%,;]. Die Ausdriicke 


5 n . n 
S= DG;4xe,,; und s= >¢, Ax, 
i=l t=1 

heiBen bzw. obere und untere Summe von f(x); ihre Werte hangen nicht allein 


von der Beschaffenheit von f(x), sondern auch von der Wahl und Anzahl der 
Teilungspunkte x; ab. . 


Ziff. 43. Der Riemannsche Integralbegriff. 44 


Wir betrachten nun eine Folge 8,, 2, 8 von derartigen Z 
nun : Saat wu 1 eee gen Zerlegungen 
des Intervalles [ab]. Sei n, die Anzahl der Teilintervalle von 3, und /, die Lange 
des (oder der) groBten von ihnen. Eine solche Zerlegungsfolge heiBt aus- 
gezeichnet, wenn lim/,=0 und somit lim, =o ist. Zu jeder Zerlegung 


v¥>oo ¥>oo 
einer solchen ausgezeichneten Zerlegungsfolge bilden wir die obere Summe Sy 
und die untere Summe s,; unter den angegebenen Voraussetzungen existieren 
immer die beiden Grenzwerte 


b b 
lim S, =| f(x)dx und lim s, = Jiax, 


v->0o & v¥>oo 


(oberes und unteres Integral von /(x) im Intervall [ad]), und zwar sind sie 
unabhangig von der besonderen Wahl der ausgezeichneten Zerlegungsfolge. Es 


: b b b b . 
gilt stets [f(xax = /f(x)dx; ist | f(x)dx = | f(x)dx, so heiBt f(x) integrier- 
a a a a 
bar in [ab]; der gemeinsame Wert von oberem und unterem Integral wird mit 


[f(x)dx 


bezeichnet und heiBt bestimmtes (Riemannsches) Integral von f(x) in [a]. 

Notwendig und hinreichend fiir die Integrierbarkeit von f(x) in [a0] ist, daB 
die zu einer Zerlegung 3 gehérige Summe >"o;4 x; nach Null konvergiert, wenn 3 
eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge durchlauft, oder mit anderen Worten, daB 
die Summe der Langen aller jener Teilintervalle, in denen die Schwankung gréBer 
ist als irgendeine vorgegebene Zahl, beliebig klein gemacht werden kann. Mittels 
des Satzes von der gleichmaBigen Stetigkeit (Ziff. 5) folgt daraus, daB alle 
stetigen Funktionen integrierbar sind. Beschrankte Funktionen mit 
héchstens endlich vielen Unstetigkeitsstellen in [ab] sind integrierbar. Unter 
gewissen Voraussetzungen, auf die nicht naher eingegangen werden kann, sind 
auch Funktionen mit unendlich vielen Unstetigkeitsstellen in [ab] integrierbar. 

Ferner sind alle in einem Intervall [ab] monotonen Funktionen in [ad] 
auch integrierbar. 

Ist durch die Punkte %,,%,, ---, %,_, eine Zerlegung 8 von [ab] gegeben, 
so heiBt der nicht negative Ausdruck V =|f (a) — f(x,)|+|f(%1) — fa)|+--- 
+ |f(%n-1) —f(b)| die zu 8 gehérige Variation von f(x). Ist die Menge der zu 
allen méglichen Zerlegungen von [ab] gehorigen Variationen auch rechtsseitig 
beschrankt, so heiBt f(x) in [ab] von beschrankter Variation. Die obere 
Grenze der Menge aller Variationen von /(x) in [ab] heiBt totale Variation 
von f(x) in [ab]. Es gilt der Satz: Ist f(x) in [a6] von beschrankter Variation, 
so ist {(x) in [ab] integrierbar. 

Wahlt man in jedem Teilintervall [x;_,x;] einer Zerlegung 8 einen Wert é; 
und bildet die Riemannsche Summe 


SHAAN, (4;156,=%, i= Al 2; wey Nn), 
4=1 


so konvergiert diese Summe, wenn 8 eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge durch- 
lauft und /(x) integrierbar ist, stets nach dem bestimmten Integral, d. h. es ist 


n b 
lim >} (&) 4%; = [f@)ax. 
4=1 a 


42 Kap. 1. A, DuscHex: Infinitesimalrechnung. Ziff. 44. 


E . 
Geometrisch bedeutet ff (x)dx den Flacheninhalt jenes Bereiches der 


a 
(xy)-Ebene, der durch den Graph von y = /(x), durch die Parallelen zur y-Achse 
in den Endpunkten von ad und durch die x-Achse begrenzt wird, Derartige Be- 
reiche heiBen ebene Normalbereiche. 
44. Satze iiber bestimmte Integrale. Definiert man (a < 0) 


a b 

[t(x)dx =i (dx, 

b a 

so wird a b ¢ a 
fiwax=o, — [tejax+[faxt]t@)ax =o 
a a b e 

bei beliebiger Lage der Punkte a, 6 und c. 

Summe, Differenz, Produkt und Quotient (dieser nur, solange der Nenner 
nicht verschwindet) integrierbarer Funktionen sind ebenfalls integrierbar. Da- 
gegen ist die aus zwei integrierbaren Funktionen zusammengesetzte Funktion 
nicht notwendig integrierbar. Der absolute Betrag einer integrierbaren Funktion 
ist integrierbar, aber nicht umgekehrt. 

Ist F(x) = { /(x)dx ein unbestimmtes Integral von /(%), so ist 


b 
[i@) dx = (FON, = FO) — F(a), 
ferner ; 


(A) [i@ax=Fe)—F@, FZ f[feax=se, 


a 


d. h. jedes bestimmte Integral mit veranderlicher oberer Grenze ist (als Funktion 

der oberen Grenze) auch ein unbestimmtes Integral. Man beachte, da8 ein 

bestimmtes Integral von der Integrationsveranderlichen nicht abhangt, wie aus 
b 


. b b 
der Definition hervorgeht; es ist also if ide / {Odt=.-5— 3) f(6)dé, In 


a a 
den Formeln (A) bedeuten also links die obere Grenze und rechts das Argument x 
dieselbe Veradnderliche, die mit der Integrationsveranderlichen nichts zu tun 
hat, wenn sie auch mit demselben Buchstaben bezeichnet ist. Auf Grund obiger 
Formeln iibertragen sich also alle Satze itber unbestimmte Integrale auf be- 
stimmte. 
Fir die Transformation des bestimmten Integrales gilt 


b B 
[i@)ax =[fe@le'oat, 


wo die neuen Grenzen « und # so zu bestimmen sind, daB y (a) = a und p(f) =b 
ist. Fur g(t) geniigt die Voraussetzung der Differenzierbarkeit, wahrend die 
Monotonie nicht erforderlich ist (vgl. dagegen Ziff. 39 A). 

Die Formel fiir partielle Integration (Ziff. 39B) wird 


b b 
. rs e bere e 
IP dv = [u-v]? if du, 


b 
___ Ist f(x) =0 in [a8], so ist [f(a)dx=0 und nur dann = 0, wenn /(x) =0 
in [a)] ist, a 


Ziff. 45, 46, Mittelwertsaitze. Uneigentliche Integrale, 43 

45. Mittelwertsatze. Sei /(x) eine in [ab] beschrankte Funktion mit der 
oberen Grenze G und der unteren Grenze g; ferner g(x) eine in [ab] integrierbare 
Funktion, die in [a6] entweder nicht negativ oder nicht positiv ist, und schlieB- 
lich sei das Produkt f(x) p(x) in [ab] integrierbar. Dann gibt es eine Zahl M ; 
so daB b 


2 
[i@)p @)dx = M-[o(x)ax, g=M<G 


b 
ist (erster Mittelwertsatz). Fir w(x) =4 folgt daraus wegen [dx =b—a 
b a 
‘filed —M(b—a). 
Ist {(x) stetig in [ab], so gibt es mindestens eine Stelle € in [ad], so daB {(é) = M 
ist. Es folgt b d 
[i@eax=1®-[p@iax, a<é=b, 


a 


' Ist auch (x) stetig in [ad], so liegt in (¢b) und die Ungleichung wird zua <<E<b. 
Fir (x) =1 folgt b 

[fax = f(6) (0-4); 

a 


in dieser Form Ja8t sich der Satz direkt aus dem Mittelwertsatz der Differential- 
x 
rechnung (Ziff. 16) ableiten, wenn man diesen auf die Funktion i) f(x) dx anwendet, 


a 
Ist f(x) integrierbar und q(x) monoton in [ab], so gibt es mindestens eine 
Stelle € in [ab], so daB - 
b g b 
[ie @ax=o@lieax+pOfiedx, a=t=b 
ist (Zweiter Mittelwertsatz). 

46. Uneigentliche Integrale mit nicht beschranktem Integranden. Sei /(x) 
eine Funktion, welche in [ab] nicht, jedoch in jedem Teilintervall [ax] von 
[ab] integrierbar ist, wo a=x <b ist. Eine solche Funktion kann, wie leicht 
zu zeigen ist, in{ab] nicht beschrankt sein, d.h. es ist lim /(x) = -:0o. Existiert 

: z>b-0 x 
jedoch ein eigentlicher (linksseitiger) Grenzwert lim F(x) = lim_ | /(x)dx, so be- 


z>b-0 2>b-0 7 


: b 
zeichnet man diesen mit : f(x)dx und spricht von einem konvergenten un- 


a b 
eigentlichen Integral, Ist dagegen auch lim F(x) = +, so heiBt i {(x)dx 
divergent. ki a 


Ist : 2 # 
cies a fait 


é b 
konvergent, so muB auch . | }(x)dx konvergieren und heiBt dann absolut kon- 
vergent. f 
Entsprechendes gilt, wenn /(x) nicht an der oberen, sondern an der unteren 
Grenze unendlich wird, Ist lim|f(x)|= +00 und a<c<6, so setzt man 


a>c 
b 


Ly b 
— [fdx = lim | f(x) dx + lim f(x)dx. 
ay>e-Ov Iq C+ aa 


44 Kap. 1. A. Duscuex: Infinitesimalrechnung. Ziff. 47, 48. 


In den meisten Fallen reicht zur Beurteilung der Konvergenz folgendes 
Kriterium aus: Ist f(x) in [ax], a= %* <6, aber nicht in [ab] integrierbar und 
gibt es eine Zahl p zwischen 0 und 1, so daB die Funktion » (x) = (x — b)? f(x 

b 


in [ab] beschrankt ist, so ist i /(x)dx absolut konvergent. Hat dagegen (x) 
* mit p= A in [ab] entweder eine positive untere oder eine negative obere Schranke, 
so ist [it /(x)dx sicher divergent. 

enecs scharf laBt sich dieses Kriterium so formulieren: Ite f(x) dx ist absolut 


konvergent, wenn /(x) in [ab] nicht von erster oder héherer Ordnung unendlich 
wird (Ziff. 4). 
b 


ik i é =, (P > 0) ist konvergent, wenn <1 und divergent, wenn p= 1 ist. 
x) 


“47. Uneigentliche Integrale mit nicht beschranktem Integrationsbereich. 
Ist /(x) integrierbar in jedem Intervall [ax], fiir das x =a ist, so setzt man 


lim fi x) dx [its 


pn eaceairicas) 


und spricht auch in diesem Fall von einem uneigentlichen Integral. Dasselbe 
heiBt konvergent, wenn der Grenzwert links ein eigentlicher ist und anderen- 
falls divergent. 


Ist LK |/(«)|dx konvergent, so konvergiert auch Tio dx und ‘hei8t dann 
Apeohs konvergent. | ; 

Ganz analog sind die uneigentlichen Integrale We. und [ian = 
= = fit ies ydx + haya definiert; c bedeutet dabei ine beliebige teelle Zahl. 

net Ex ) integrierbar in jedem Intervall [ax], x =a, und gibt es eine Zahl 
p> 1, so daB w(x) = x?f(«) fiir alle x >a beschrankt bleibt, so ist fies dx 
absolut konvergent. Hat dagegen p(x) mit <1 fir x>a entweder eine 
positive untere oder eine negative obere Schranke, so ist ji x) d% sicher 
ERO Oder weniger scharf:)-. i 

ii {(x)dx konvergiert absolut, wenn f(x) von hdherer als erster Ordnung 


a 
Null wird (Ziff. 4), sobald * gegen unendlich divergiert. 


+00 
d . 
i (a > 0) konvergiert, wenn p> 1, und divergiert, wenn pA Bt 
a . 4 
48. Differentiation und Integration unter dem ot sien ont a Es han- 
delt sich hier um Aussagen uber. Funktionen von der Form F (x, y) =/ [i%, Was, 


wo also der Integrand eines Sector Integrals mit veranderlicher oberer 


Ziff. 49. _Integrale mit einem Parameter. Formeln. 45 


Grenze x auch noch von einem Parameter y abhangt. Uber solche Funktionen 
gelten folgende Satze: 


Ist f(x, y) stetig in einem abgeschlossenen zweidimensionalen Intervall 
so ist auch F(x, y) in & Soe ia 


Ist neben / (x, y) auch Ore. 9) in § vorhanden und stetig, so ist F h 
differenzierbar, und es ist °” " Z ss (%, y) nach y 
OF(™ y) _ jest y) 
= fe gyno 
a 


oy 





(selbstverstandlich existiert auch ee = /(x, y) nach Ziff. 44). Sind die 


Grenzen a und x Funktionen von y, sO wird 








QP OF OF dx , OF da [ojfley)- dx da 
dy oy Ox ay Ca dy -/% Oy satel ALTO sis a Gat I8) ee 


y 
Setzt man G(x, y) = | f(x, »)dy, so sind nach dem ersten Satz F (x, y) und 
b 


G(x, y) zugleich mit /(x, y) stetig in 3. Dann gilt 
y x 

[F(x, y)dy= [G(x, yd x 

b a 


[| fics y) yes |ay =/| fie rds] 


a 


oder 


Man schreibt deshalb auch kurz 
y x ZY 
[Fay =[Cl, dx =[[f( yaxdy 
b a ab 


‘(Doppelintegral iiber einen rechteckigen Bereich; vgl. Ziff. 52). Es darf also 
die Reihenfolge der Integrationen vertauscht werden oder, anders ausgedriickt, 
unter dem Integralzeichen integriert werden. 

Die beiden letzten Satze sind wichtige Hilfsmittel bei der Berechnung be- 
stimmter Integrale. Auf konvergente uneigentliche Integrale lassen sie sich ohne 
weiteres iibertragen. 

49. Formeln. Die folgende Zusammenstellung enthalt nur die allerwichtigsten 
Integrale’) ; solche, die sich unmittelbar aus elementar auswertbaren unbestimmten 
Integralen ergeben, sind bis auf wenige Ausnahmen weggelassen, ebenso solche, 
die auf héhere transzendente Funktionen fiihren und in Kap. 6 und 7 behandelt 
werden (a, b sind beliebige, m, ganze Zahlen). 











co 1 co A 
fire fesent [etnies 
‘ a Ah, Se; 
: e+ 1 A acral 12 
0 0 0 
1 
Gie fine ne eee 2 De te 
0 ; 0 


1) Eine sehr reichhaltige Zusammenstellung bestimmter Integrale gibt BIERENS DE 
Haan, Tables d’intégrales définies, Amsterdam 1858, und desselben Nouvelles tables d’in- 


tégrales définies, Leiden 1867. 
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Ziff. 50. Formeln. Rektifikation von Kurven, 47 





oo Ace 
* Oe 

fe-e#ax = Yq; eae +be dy — fa : 
{ aA F x =e (2h =O) 
0 —0co 
+00 

es 3 yf -2Vae 

a= a: , = (0); b>0 
[e-ecosbudx = 4; 0: e-** sin bxd Eadie a : 
a? + b2? ) oer ara a0: 

0 0 
co +0o 

-a2 sin b b i . z-z 

é-** sin O4 ie 
|: - dx = arc tg—, Ge> OK Je-«*cosbxdy = |/Ze 4a a>0: 
0 as 
[ints —2acoss-+ aye =o. wenn |a|<1, 

=2-Injal, wenn |al/=1; 

z/2 m/2 
[insinvdx = fin cosxdx = —% m2. 
0 0 


50. Rektifikation von Kurven. Sei durch x = g(t) und y = y(t), wo » 
und yw eindeutig und stetig sind in einem abgeschlossenen Intervall [a fl, eine 
> aaron eines zwischen den Punkten A = [¢(a), w(a)] und 

= [p(f), y(A)] verlaufenden Kurvenstiickes € gegeben. Die den Peewee 
es % = ty, ty, by,--., tna, r= B(t;_1 <4), welche also eine Zerlegung 2 
von [«f] bilden, entsprechenden unktey Ara Vat ba Ponta ble ge 
von & sind die Ecken eines © eingeschriebenen Polygons, dessen Lange 


A= paps wi =>Ve be hey) (Ve = Veg)? 


ist. Die Menge Q aller Zahlen A, die zu allen méglichen Zerlegungen 8 von 
[xf] gehéren, ist wegen A > 0 sicher linksseitig beschrankt; ist @ auch rechts- 
seitig beschrankt, so heiBt © rektifizierbar (zwischen A und B) und die obere 
Grenze von % Lange von ©. Notwendig und hinreichend fiir die Rektifizierbarkeit 
von © ist, daB q(t) und w(t) in [xf] von beschrankter Variation (Ziff. 43) sind. 
Haben q(é) und yw(é) in [xf] stetige Ableitungen und durchlauft 8 eine aus- 
gezeichnete Zerlegungsfolge (Ziff. we so konvergiert die Summe A nach dem 
Grenzwert 





= 1 = ORE VO 2+ y(iPde. 
Die in [af] definierte Funktion (Bogenlange) 
t 
=o? + vO at 
to 


hat das Differential 
ds =Yq' (t)? + y'()? dt = dx? + dy? 
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welches Bogenelement oder Bogendifferential-von © heiBt. Ist © gegeben 
durch y = f(x), so wird 


s(x) =| +y2dx und ds=y1+y2dx. 
Xo 
Ist durch die Gleichungen 
x = o;(t), @=1,2,.-., 0) 
eine Kurve des R, gegeben, so nennt man analog 
‘ t 





s(2) -| >vi()?dt und ds= Ve (¢)? dt 
v=1 i= 
to 
bzw. Bogenlange und Bogendifferential. 

51. Kurvenintegrale. Sei © ein durch * = w(t), y = w(t) gegebenes, in 
[of] rektifizierbares Kurvenstiick (Ziff. 50); die Funktionen » (é) und yw (¢) mégen 
in [«f] stetige Ableitungen haben. Ferner sei /(x, y) eine Funktion, die in einem © 
ganz enthaltenden ebenen Bereich $t stetig ist. In jedem Teilintervall [¢;_, ¢,] 
einer Zerlegung 8 von {#/$] wahlen wir einen Punkt 1; und bilden die Summe 


n = 
ZI (Ei) Vo — Ha)? + (Ve = Yea? 
wo §&=(t;) und »; = w(t) gesetzt ist. Durchlauft 8 eine ausgezeichnete 


Zerlegungsfolge (Ziff. 43), so konvergiert diese Summe nach einem Grenzwert, 
den man mit 





B 
rs li (x, vy) ds oder =f (x, y) ds 
€ A 


bezeichnet und das iiber © erstreckte Kurvenintegral von /(x, y) nennt. Fiihrt 
man ¢ als Integrationsveranderliche ein, so folgt 


B 
1 =fiteo, vole? + verde, 


also ein gewohnliches Riemannsches Integral. 


Andert man den Durchlaufungssinn von ©, so andert das Integral sein Vor- 
zeichen, d. h. es ist 


B vie 
ds = +-|fds. 
i : rl : 


sind. P,,+Ps,..- Pi, Punkte von’, so ist 
B Py P. 


3 : lt : B 
[tds =|fds + fds +++. +]fas, 
A A Pp Pm 


und zwar unabhangig von der Anordnung der Punkte auf G. 
Ein wichtiger Sonderfall ist der, da8 der Integrand ein Produkt von zwei 
Faktoren ist, von denen der eine der Richtungskosinus a der positiven Tangenten- 


: : d : : 
richtung von © ist; wegen a = ~ schreibt man einfacher 


2 B 
[ile ads =[i(w, 9) as = fie, dx =[floW, vole Wat. 
e < ty : ae 


© 
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Man kann dieses Integral auch unabhangig von der ersten Art als Grenzwert 


n 
der Summe >'/(&, mi) (%; — %;_) definieren. Analog ist 
A 


B 
Jt, vay =f, vOly’@at 
zu verstehen. : 


Ist F(x, y) nebst den beiden Ableitungen = und = in IN eindeutig und 
stetig, so ist : y 


Jee [geae + 5 a) = Fle), v ON —Fip la), vio) 


nur von den Endpunkten von €, nicht von der Wahl von € selbst abhangig oder, 
wie man kurz sagt, vom Integrationsweg unabhingig. Ist insbesondere © eine 
geschlossene Kurve, die ganz in §% verlduft, so wird 7 dF = 0. Integrale iiber 


© 
geschlossene Kurven werden haufig mit Q bezeichnet. 


e 
Sind /(x, y) und g(x, y) sowie ao und = in Jt eindeutig und stetig, so ist 


notwendig und hinreichend, damit (fax + gdy) vom Weg nicht abhangt bzw. 
© 





Oe 
QG(jdx + gdy) =0 ist, daB sf = = ist und umgekehrt. 
Der Begriff des Kurvenintegrals la8t sich ohne weiteres auf Kurven eines R, 
iibertragen. 


52. Doppelintegrale. Sei ){ ein Bereich der (x, y)-Ebene, der durch eine 
geschlossene, sich selbst nicht durchsetzende Kurve begrenzt ist, die von jeder 
Parallelen zur x- oder y-Achse in héchstens zwei Punkten getroffen wird. (Ist 
letzteres nicht der Fall, so kann YM stets in Teilbereiche zerlegt werden, die dieser 
Bedingung geniigen.) Ist etwa ®(x, y) = 0 die Gleichung der Randkurve von M, 
so kénnen die Punkte von §t stets durch die Ungleichung ®(x, y) > 0 bestimmt 
werden. Den Bereich J zerlegen wir durch eine Anzahl von Parallelen zur x- 
und y-Achse in Teilbereiche, welche bis auf die am Rand von Jt gelegenen durch- 
aus Rechtecke sind, deren Seitenlangen etwa 4x; und Ay, (i,k =1, 2,...) 
sein médgen. Eine Folge 8,, 82, ..-, 3», ... solcher Zerlegungen. von Jt heiBt 
ausgezeichnet, wenn die Lange /, der gréBten Diagonale aller Teilrechtecke 
von 8, den Grenzwert lin /, = 0 hat (vgl. die analoge Festsetzung in Ziff. 43). 
Ist dann /(x, y) eine in JR beschrankte Funktion, so wahlen wir in jedem 
Teilrechteck von 8 mit den Seiten 4x; und Ay,, das mit J mindestens einen 
Punkt gemeinsam hat, einen beliebigen Punkt (é;, ,) und bilden die Summe 
> 1(&, me) 4%; Ayx, die tiber alle Teilrechtecke zu erstrecken ist, die mit M 
ik 


einen Punkt gemeinsam haben. Nahert sich diese Summe einem Grenzwert, 
wenn 8 eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge durchlauft, so ist dieser Grenz- 
wert von der besonderen Wahl der Zerlegungsfolge unabhangig und wird mit 


[file y)dxdy 


mM 


bezeichnet und das iiber J erstreckte (Doppel-) Integral von /(x, y) genannt. © 

Unter den obigen Voraussetzungen iiber die Randkurve ®(x, y) = 0 von M 
existieren zwei Funktionen y = /,(x) und y = /,(x), welche beide im Intervall 
[ab] definiert und eindeutig sind (Abb. 5) und bzw. die Kurvenstiicke ACB und ADB 
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darstellen. Ebenso existieren zwei Funktionen * = £) (vy) und % = Sol) die in [cd} 
definiert sind und bzw. die Kurvenstiicke CAD und CBD darstellen. Sind die Funk- 
tionen /, und /, oder g, und g, in ihren Definitionsbereichen stetig, so 14Bt sich das 
Doppelintegral auf zwel nacheinander auszu- 
fiihrende einfache Integrationen zuriickfihren ; es 


ie b  fa(@) d gol) 
|i y)dxdy =|dx|i(e, y) dy =ay|i(e. y) dx. 
ey a file) 6 gay) 


Man gelangt etwa zur ersten Darstellung, 
wenn man in der Summe >/(&, 72)4%; 4p 
ik 


1, ’ 

zuerst die Rechtecke zusammenfaBt, die in 

einem zur y-Achse parallelen Streifen legen 

und dann diese Streifen summiert. Bei der 
fo(a) 


Abb. 5. Zur Zuriickftibrung eines Doppel- ~~ Berechnung von | /(x, ¥) dy ist selbstverstand- 
integrals auf zwei einfache Integrationen. tw) 
1 


lich x als konstant anzusehen. 

Ist IM ein Rechteck, dessen Seiten zu den Koordinatenachsen parallel sind, 
so geht der zweite und dritte Teil der obigen Gleichung iiber in den Satz von der 
Vertauschbarkeit der Integrationen in Ziff. 48. 

Geometrisch bedeutet das Doppelintegral if s }(x, y)dxdy das Volumen jenes 

mM 





dreidimensionalen Bereiches, der durch die Flache z = f(x, y), den iiber Jt er- 
richteten Zylinder (x,y) = 0, dessen Erzeugende zur z-Achse parallel sind, 
und die (xy)-Ebene begrenzt wird (rdumlicher Normalbereich). 

Das Doppelintegral 14Bt sich im allgemeinen nicht als Umkehrung 
eines Differentiationsprozesses auffassen; nur wenn J ein Rechteck und 


a dxdy ist, wird shal a Der Begriff des uneigent- 
Fix, 9) =f [f(ey) wdy ist, wird —2z5— = I(x, y)- Der Begri ge 


lichen Integrales beider Arten l48t sich auf Doppelintegrale unmittelbar 
ibertragen. 

53. Transformation eines Doppelintegrales. Werden durch die Substitution 
x= (u,v), y=y(u4, v), wo » und y unabhangige Funktionen mit stetiger 


Ableitung sind, so daB SR + 0 ist, neue Veranderliche eingefiihrt, so geht das 


Doppelintegral i) i f(x, vy) dxdy wber in | | fly (u, v), p(w, v)] a = 
mM R : 

Xt jener Bereich der (wv)-Ebene ist, in welchen $M bei der durch die beiden 

Gleichungen x = g(u, v) und y = w(u, v) gegebenen Abbildung der (~y)-Ebene 

auf die (wv)-Ebene itbergeht. Die Funktionaldeterminante tritt hier auf, weil 

sie das Ma® fiir den Grenzwert des Verhialtnisses der Flacheninhalte zweier 

kleiner, einander in der Abbildung entsprechender Bereiche ist. 

54. Flacheninhalt ebener Bereiche. Der Flacheninhalt eines ebenen Be- 
reiches ft von der in Ziff. 52 angegebenen Art ist gegeben durch das Doppel- 
integral if iA dxdy oder durch das tiber die Berandung von §t erstreckte Kurven- 

mt 





dudv, wobei 








integral Gxdy — ydx; im letzteren Fall kann $M ein beliebiger Bereich der (xy)- 
Ebene sein. Handelt es sich um einen ebenen Normalbereich (Ziff. 43, SchluB), 


der durch die Kurve y = f(x), die Geraden x = a, x —=b und die x-Achse be- 
b f(z) b 


grenzt ist, so wird [ [dxdy = [dx [dy = [f(*)dx. 
Mm a 0 a 


Ziff. 55. Doppelintegrale. Flacheninhalt. Komplanation. 54 


Versteht man unter einem Normalbereich 9 in Polarkoordinaten 7, g den 
Sektor, der durch die Geraden p= «, p = f und die Kurve r=r(p) begrenzt 
ist, so wird der Flacheninhalt eines solchen Normalbereiches 


: aN pony) B 
pi aad ei eard p=|dp{rdr=tfrdq. 


a a 


55. Komplanation krummer Flachenstiicke. Seien die Koordinaten eines 
Punktes des Raumes Funktionen zweier unabhangig veranderlicher Parameter: 
% = x(u, Vv), ¥ = y(u, v), 2 = z(u,v). Diese drei Funktionen seien in einem den 
Voraussetzungen von Ziff. 52 geniigenden Bereich J der (wv)-Ebene eindeutig, 








stetig und stetig differenzierbar; die drei Determinanten A = u os 5 ,op= oe : ; 
C= aa a sollen schlieBlich in § nirgends gleichzeitig verschwinden. Jedem 


Punkt von Jt entspricht ein Punkt P des Raumes, und der Ort aller Punkte P 
ist ein Flachenstiick %. Ist dann @ eine beliebige, zwischen 0 und 2/3 gelegene 
Zahl und % ein in Yt ganz enthaltener Bereich derselben Art, so betrachten wir 
eine Zerlegung von Yt in Dreiecke von der Art, daB kein Dreieck einen Winkel 
> 2a — om besitzt und jedes Dreieck, das einen Punkt von $ enthalt, mindestens 
ganz in Mt liegt. Zu jeder solchen Zerlegung 8 von $M konstruieren wir unter Weg- 
lassung aller Dreiecke, die mit $ keinen Punkt gemeinsam haben, ein der Flache § 
eingeschriebenes Polyeder G, dessen Ecken den Ecken der Teildreiecke von 3 
entsprechen. Versteht man dann unter einer ausgezeichneten Folge 81, Bo, ..-, 
R,,... derartiger Zerlegungen von Nt eine solche, bei der die Lange /, der groBten 
aller vorkommenden Dreiecksseiten den Grenzwert lim J, = 0 hat, so konvergiert 


die Oberflache des der Zerlegung 8, entsprechenden Polyeders G, nach einem 
Grenzwert, der von der speziellen Wahl der ausgezeichneten Zerlegungsfolge 
unabhangig ist und als Flacheninhalt o des dem Bereich $ entsprechenden 
Teiles von % bezeichnet wird. Es ist 





o=|[ VA? + B+ Cdudv. 
ji 


Setzt man in ee Dr ae 
2 ) y\2 £3 z 
E = (5*)'+ (52) r (52), BS 5a, en a ane 


om (5) + (5) + (ge) 


— {{vVEG— Fedudv; 
0 {VEG F2dudv 











so wird 


k ee ere: 
den Ausdruc Aes JEG — F2dudv 


nennt man Flachenelement von %. Ist % gegeben durch z= /(%, y), so wird 


0 =[[Vit P+ Pandy, 
¥ 


wo p= a und q= 3 gesetzt ist und 8’ den zugrunde gelegten Bereich der 
(x, y)-Ebene bedeutet. . mes 
Der Inhalt einer Drehflache § 14Bt sich durch ein einfaches Integral 
ausdriicken. Entsteht % etwa durch Drehung des zwischen «=a und x= 06 
4* 
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gelegenen Kurvenstiickes y = f(x) = 0 um die x-Achse [die Gleichung von %° 
ist dann yy? + 22 — f(x) =0], so wird 


b ¢ 
o= anf yy + y?dx. 


Ist 1 die Ordinate des Schwerpunktes und L die Lange des rotierenden Kurven- 
stiickes, so ist 
(erste Guldinsche Regel). 
56. Flachenintegrale. Sei /(x, y, 2) eine Funktion, die eindeutig und stetig 
ist in einem Bereich, der das Flachenstiick % (Ziff. 55) ganz enthalt. Ist dann A 
ein Teildreieck der Zerlegung 8 von IM, 6 der Inhalt des entsprechenden Dreieckes 
des Polyeders G und (&, 4, ¢) ein beliebiger Punkt des dem Dreieck 4 ent- 
sprechenden Teiles von §, so konvergiert die Summe > f(é 4, 6)- 46, (erstreckt 
iiber alle Dreiecke A, die mit $ mindestens einen Punkt gemeinsam haben), 
sobald 8 eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge durchlauft, nach dem Integral 


[ [Fes 2) do = [[fte(u, 2), y(u, 0), 2(u, ] YEG Fedudo, 
¥ - 


O arate 


welches als das itber den % entsprechenden Teil 3 von % erstreckte Flachen- 
integral der Funktion /(x, y, 2) bezeichnet wird. 

Sind a, b, c die Richtungskosinus der orientierten (d. h. in einer bestimmten 
Richtung genommenen) Normalen von § im Punkte (x,y,z) und P(x, y, 2), 
Q(x, ¥, 2), R(x, y, 2) drei denselben Voraussetzungen wie /(x, y, 2) geniigende 
Funktionen, so wird wegen a@ = = eo = aC — = , wo A, B, C dieselbe Bedeu- 


tung haben wie in Ziff.55 und D=JEG — F? gesetzt ist 


[[(Pa + Qb+ Re)do=|[(Pdydz + Qdzdx + Rdxdy); 
dieses Integral hangt nur von der Begrenzung von %’ ab, wenn : = dQ 
ist. 


OR 
=0 


4 Oy | Oe 

57. n-fache Integrale. Sei )t ein Bereich des m-dimensionalen Raumes R,, 
der durch eine Ungleichung ®(x,, %,..., %») =0 gegeben ist, wobei ® eine 
stetige Funktion ist. Die (geschlossene) Hyperflache ®=0, welche die Be- 
grenzung von Yt bildet, soll auBerdem die Eigenschaft haben, daB sie von jeder 
achsenparallelen Geraden 4, = 01,5.) St So, Sa ee 
(i =1, 2,...,m) in héchstens zwei Punkten getroffen wird. Ferner sei 8 eine 
Zerlegung von tin u-dimensionale Parallelepipede mit achsenparallelen Kanten, 
deren Langen mit 4%; bezeichnet werden mégen. Eine Folge 8), 25, .--, By,--- 
von solchen Zerlegungen soll ausgezeichnet heiBen, wenn die Lange /, der groBten 
Diagonale aller Parallelepipede von 8, den Grenzwert lim/,=0 hat. Dabei 


v—>oo 


ist die Lange der Diagonale eines Parallelepipeds mit den Kanten 44%, erklart 








: [i 
durch 2 Ax;. Ist dann f(x,, %2,..-, %,) in M stetig, und durchlauft 2 eine 
ausgezeichnete Zerlegungsfolge, so konvergiert die iiber alle Teilparallelepipede 
von 9 €rstreckte” Guinmie qi (2) ne) meee EOE) A Pe OS ae A 
B 2 Tk A E ol 
(é(?, fP,..., &) ein beliebiger Punkt des &-ten Teilparallelepipeds von 8 mit 
den Kanten 4x(” ist, nach einem von der besonderen Wahl der ausgezeichneten 


— 


Ziff. 58. Flachenintegrale. n-fache Integrale. Kubatur. 53 


Zerlegungsfolge unabhangigen Grenzwert, der mit 
he ; tte Mast Coe Mal CRAM y x TN 
M 


bezeichnet und das iiber J) erstreckte n-fache Integral von / genannt wird. 
Unter den angegebenen Voraussetzungen iiber den Integrationsbereich $t laBt 
sich ein derartiges Integral stets in m nacheinander auszufiithrende einfache 
Integrationen auflésen. Das dabei einzuschlagende Verfahren wollen wir fiir 
den Fall » = 3 kurz auseinandersetzen. Sei zunachst (x, y) = 0 die Gleichung 
des Zylinders, dessen Erzeugende parallel zur z-Achse sind und der den Bereich IN 


gerade umschlieBt. Die Flache ®(x, y, z) = 0 hat mit diesem Zylinder eine Kurve€ 
oder evtl. ganze Flachenstiicke § 


gemeinsam (Abb. 6); wenn @—0 . 
in allen Punkten von © Tangential- 
ebenen besitzt, so beriihrt der Zylin- 
der ~ = 0 die Flache & = 0 langs@. 


Durch die Kurve © und die 
Flachenstiicke § wird nun die Flache Naw, 
@® = 0 in zwei Teile (von % abge- 


sehen) zerlegt, die ganz innerhalb y 
des Zylinders my = Oliegen und durch 
zwei Gleichungen z = 9 (x,y) und 
z= 2(x, y) dargestellt werden kon- 
nen, wo y, und g, eindeutig und 
stetig sind und immer Pi < Ist. Abb. 6. Zur Auflésung eines dreifachen Integrals. 
Die durch g(x, y)=0 gegebene : 

Kurve behandelt man so weiter wie die Kurve ®(x, y) = 0 in Ziff. 52. Es folgt 


b fo(%) P2(%, Y) 


[fre y,2)dxdydz = fax [ay te, y, 2) dz. 


Me a fi (a) Pi (@, y) 
Fiihrt man durch die Gleichungen 


Hg = VilVrs Vor - +2 Yn)» igre eras 7), 


wo die g,; unabhangige und stetige Funktionen mit stetigen Ableitungen sind, 
neue Verdnderliche ein, so transformiert sich ein n-faches Integral nach der 
Formel ‘ 
f(y) %qy +++» Xn) 4% ay --- 1X%q 
M 


Ola. Aaresta ns) 
(SE remem ieee aes 
MN 





Dabei ist % jener Bereich, in welchen Mt bei der Transformation iibergeht. 
58. Kubatur von Kérpern. Das Volumen eines dreidimensionalen Bereiches 


§, der den Voraussetzungen von Ziff. 57 geniigt, ist gegeben durch das dreifache 
Integral Hj | | dxdydz. Ist § ein Normalbereich (Ziff. 52), der durch die Flache 


M } : 
: r d 
z= f(x,y), den Zylinder y(*, y) = 0 und die (x, y)-Ebene begrenzt ist, so wir 
ii ii fi s a = | fi (x, y) dx dy, wobei Xt der durch y = 0 begrenzte Bereich der 
m N 


(x, y)-Ebene ist. 
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Das Volumen eines Drehkérpers & 148t sich durch ein einfaches Integral aus- 
driicken. Entsteht § dadurch, da sich ein Normalbereich der (x, y)-Ebene, der 
durch die Kurve y = /(x) und die Geraden * = a, %¥ = b und y = O begrenzt 
wird, um die x-Achse dreht, so ist das Volumen von St gegeben durch das Integral 


B . . . 
Tt ‘) y2dx. Ist n die Ordinate des Schwerpunktes und F der Inhalt eines beliebigen, 


gang oberhalb der x-Achse gelegenen Flachenstiickes %, so ist das Volumen 
des durch Drehung von % um die x-Achse entstehenden Drehkorpers gleich 
2anF (zweite Guldinsche Regel; vgl. Zaki. 55); | 

59. Stieltjessche Integrale. Sei /(x) stetig und g(x) beschrankt in [a b); ferner 
sei 2 eine Zerlegung von [ab] mit den Teilungspunkten %1, %2,.--, %n—-1: Wir 
setzen a4 = %), 6 = x, und wahlen in jedem Teilintervall [¥i-1 %i] von 8 einen 
Wert &. Durchlauft 8 eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge (Ziff. 43), so kon- 
vergiert die Summe 


S76) [g (%:) — 8 (%-1)] 


nach einem Grenzwert, den man mit 
b 
[fe)dg(x) oder Sf (x) de) 
a 


bezeichnet (Integralbegriff von STIELTJES). Hat g(x) in [ab] eine stetige Ab- 
leitung, so geht das Stieltjessche Integral in ein Riemannsches iiber. 
Beispiel: j(¥) = ~?, g(*) = [#] (Ziff. 5, Beispiel 2). Es ist 
3 
[eaa= 42-44 27-44 37-4 = 14. 
0 


Bei hinreichend enger Teilung werden ja alle Differenzen g(¥;) — g(¥;_1) = 0, auBer wenn 
in [¥,_,¥;] ein Punkt mit ganzzahliger Abszisse liegt, in welchem Falle g(¥,;) — g(¥;_1) = 1 
ist. 
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(2. Aufl. Leipzig 1922/23); Courant, Vorlesungen uber Differential- und Integralrechnung 
(Berlin 1927); CzuBER, Vorlesungen iiber Differential- und Integralrechnung, 2 Bde. 
(5. bzw. 6. Aufl. Leipzig 1922/24); DINGELDEY, Sammlung von Aufgaben zur Anwendung 
der Differential- und Integralrechnung, 2 Bde. (2. bzw. 3. Aufl. Leipzig 1921/23); 
GoursaT, Cours d’analyse mathematique, Bd. 1 (4. Aufl. Paris 1925); Knopp, Theorie und 
Anwendung der unendlichen Reihen (2. Aufl. Berlin 1924); KowaLrwsx1, Grundzige der 
Differential- und Integralrechnung (3. Aufl. Leipzig 1923); Mancoipt, Einfithrung in die 
hdhere Mathematik, 3 Bde. (4. bzw. 3. Aufl. Leipzig 1921/23); NERNST-SCHONFLIES, Ein- 
fiihrung in die mathematische Behandlung der Naturwissenschaften (10. Aufl. Miinchen 1923) ; 
H. Rotue, Vorlesungen iiber hohere Mathematik (2. Aufl. Wien 1921); R. RotHe, Héhere 
Mathematik (Bd. 1, 2. Aufl. Leipzig 1927, Bd. 2 u. 3 noch nicht erschienen). SCHLGMLICH, 
Ubungsbuch zum Studium der héheren Analysis, 2 Bde. (5. Aufl. Leipzig 1904 u. 1921); 
ScHRUTKA, Elemente der hdéheren Mathematik (3. u. 4. Aufl. Leipzig 1924); SERRET- 
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Kapitel 2. 


Algebra. 


Von 
A. DUSCHEK, Wien. 
Mit 7 Abbildungen. 


I. Kombinatorik und Arithmetische Reihen. 


1. Permutationen. Unter einer Permutation von m Dingen, die man 
sich durch die natiirlichen Zahlen 1, 2, ...,  gegeben denken kann, versteht 
man entweder irgendeine andere Anordnung 1,, 22, ..., 7, derselben Dinge oder 
aber die Operation, welche die natiirliche Anordnung 1, 2, ..., ~ in die An- 
ordnung 1,, %, ..., % tberfiithrt. Die Anzahl aller méglichen Permutationen 


von ” Dingen ist 1.2...%=%! Man schreibt die Permutationen mit Hinblick 


auf die zweite Interpretation ( - rs at d.h:. 4 geht in 2, ter, 2in 2, usw. 
bE pee 


Ist k,,k,,..., Ry, eine andere Anordnung, so ist offenbar ( ha tess )=| ae ). 
ladies coe lide [Sido s lai 


Fuhrt man die beiden Permutationen (* - 2 ”) und ( ‘ . a i in dieser Reihen- 
; EOCENE SILC 

folge nacheinander aus, so ist das Resultat, das als Produkt der beiden 

Permutationen bezeichnet wird, wieder eine Permutation, und zwar ist 


anes Se Set aa a 
ty Care aie ky ke Rite = Ri, Rig... : Rin? : 


Dieses Produkt geniigt dem kommutativen Gesetz im allgemeinen nicht, denn 
es ist offenbar eee) eae pec hia 


| eg ee ee ee by they <6 Tig!” 
Eine -Permutation heiBt zyklisch oder ein Zyklus, wenn sie von der Form 


(; nto ae a ale i 78) ist. Man schreibt dafiir kurz (12... m), d.h. 
Ouest ame TIL. fDi 1. iH 

4 geht in 2 itber, 2 in 3, usw., schlieBlich m wieder in 1. Eingliedrige Zyklen 
werden nicht angeschrieben. Es gilt der wichtige Satz: Jede (nicht schon von 
vornherein zyklische) Permutation 1a8t sich als Produkt von Zyklen 
darstellen, wobei die einzelnen’ Zyklen elementfremd sind, d. h. es kann 
kein Element gleichzeitig in zwei Zyklen vorkommen. 


1234567 123456789 
6524713 756348291 


Man spricht von einer Inversion oder einem Fehlstand in einer gegebenen 
Permutation, wenn zwei Zahlen derselben in der umgekehrten als natiirlichen 
Anordnung stehen, d. h. wenn die spaéter kommende Zahl kleiner ist als die 
friihere. Eine Permutation heiBt gerade oder ungerade, je nachdem die Anzahl 
ihrer Fehlstande gerade oder ungerade ist. Versteht man unter einer Trans- 


= (172543689), also zyklisch. 


So ist z. B. ( == (16) (2573), ( 
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position die Vertauschung zweier Zahlen, also einen zweigliedrigen Zyklus, 
so kann eine gerade (ungerade) Permutation stets durch eine gerade (ungerade) 
Anzahl von Transpositionen in die natiirliche Anordnung iibergefihrt werden. 


Es gibt a gerade und ebenso viele ungerade Permutationen von  Zahlen. 


Die Anzahl der Permutationen von m Dingen, unter denen # einander gleich 


sind, ist =. ; 
2. Kombinationen und Variationen. Die Anzahl der verschiedenen Méglich- 
keiten, auf die man aus n gegebenen Dingen k Dinge ohne Riicksicht auf die 


Anordnung auswahlen kann, oder die Anzahl der Kombinationen von u 
n n! 


Dingen zur k-ten Klasse ohne Wiederholung ist K = es) = Sie 
= f i yh Kann in jeder. Kombination jedes Ding beliebig oft vorkommen, 


so spricht man von Kombinationen mit Wiederholung, ihre Anzahl ist 


YRS 
Rosia) 
Beriicksichtigt man auch die Anordnung der Dinge in den Kombinationen, 


so kommt man zu den Variationen der m Dinge zur k-ten Klasse ohne 
und mit Wiederholung; ihre Anzahl ist V = a k! baw. V,= 1 
Beis plel7p——4 Ree 


4 . 
Eombaon Wa 423) 411356145023, 245594 Ke (*) ay 


Komb. m. W.: zu den obigen kommt noch hinzu 11, 22, 33, 44. K,, =( a = 10. 

Ware Oe Wirni2) 245 3,0 3A tse Sr) 3Oue 24 AD CMe AS ei (4) 2! Sa Le 

Var. m. W.: zu den vorigen kommen noch hinzu 11, 22, 33, 44; V4 AG: 

3. Satze iiber Binominalkoeffizienten. In a ist k stets eine natiirliche 
Zahl oder Null, wobei a = 1 gesetzt wird. Die Basis m kann eine beliebige 


(auch komplexe) Zahl sein. Unter dem Additionstheorem der Binomial- 
koeffizienten versteht man die Formel 


(tea tev cantar pe meen (ES es cia ie os 


Fir m = 1 folgt daraus Gees wies a: a 


die grundlegende Eigenschaft des Pascalschen Dreiecks 


de S541 6 Simran 


Die Zahlen dieses Schemas sind jeweils die Summen der beiden unmittelbar 
dariiberstehenden; die Zahlen der (x + 1)-ten Zeile sind die Binomialkoeffizienten 
der Entwicklung von (a + 3)". 

Aus (A) folgt fiir m= —1 


PE) = CG) G+ G2.) + + or(’), 


a, Kombinationen und Variationen. Arithmetische Folgen. 57 
fir m =n =k (positiv ganz) 
cE Ave ale St Sa 
fk = Ee sale 4 A bee (OY 
Setzt man in der Entwicklung von (a + 6)” nachtraglich a = b = 4, so folgt 


nie (ale + (0) 


2 n 





Einige weitere spezielle Formeln (n ganz) 


(=") (2 rye (n te -1) aan 
(}) CY i = leah ais Gel ee ep (—ayk(™Y(%) <9, 


Aces Evie) = ee ree ft (— AY ee He (n) oder = 0, 


je nachdem gerade oder ungerade ist. 


WEE sore errr Oia aces 





1 
a a 


4. Arithmetische Folgen. Sei u,, w,..., up, eine beliebige (endliche) Zahlen- 
folge. Dann versteht man unter der (ersten) Differenzenfolge die Folge 


Au, = t,— U,, AU, = Uy — Uy, .-., AUy_1 = Uy — Uni; 
unter der zweiten Differenzenfolge 
Au, = Au,—Au,, A*u,=Au,—Au,, 222, A*ty_»=A ty, — AUy_o 


usw.; allgemein sind die k-ten Differenzen auf die (k — 1)-ten zuriickgefiihrt 


durch 
k a= ARS k- k = - = 
At = Ae ty, — AP, , Ag = AP gs nek 


Eine Folge “4, u,,..., 4, heiBt arithmetische Folge &-ter Ordnung, 
wenn ihre k-ten Differenzen alle einander gleich und von Null verschieden sind. 
Irgendwelche gegebene  Zahlen lassen sich immer als aufeinanderfolgende 
Glieder einer arithmetischen Folge von héchstens (m — 1)-ter Ordnung ansehen. 

Das allgemeine Glied wu, einer arithmetischen Folge k-ter Ordnung ist ein 
Polynom in v, und umgekehrt ist jede Folge mit dem allgemeinen Glied 
Uy =A, + ay + a,v?+ --- + ar" (a,#0) eine arithmetische Folge k-ter 
Ordnung. 

Das allgemeine Glied u, einer arithmetischen Folge k-ter Ordnung 1aBt sich 
_ stets in der Form 


adr alt) tals)e +a) 


darstellen; dabei sind die Zahlen d,, d,, ..., ad, die Anfangsglieder der 0-ten, 
4-ten, ..., A-ten Differenzenfolge (die nullte Differenzenfolge ist natiirlich die 
Folge u,, u,, ... selbst). Es folgt daraus, daB eine arithmetische Folge k-ter 
Ordnung durch diese Anfangsglieder dy, d,, ..., d vollstandig bestimmt ist. 

Die Summe der » ersten Glieder einer arithmetischen Folge k-ter Ordnung ist 





n 


Uy Me “Ro t tin = ("Jd + (") dt (“dat + (yt lee 





58 Kap. 2. A. DUSCHEK: Algebra. Ziti Se 


Die Folge mit dem allgemeinen Glied u, = v* ist eine arithmetische Folge 
k-ter Ordnung; fiir die Summe (Potenzsumm e) s,(m) der ersten m Glieder dieser 
Folge gelten die Rekursionsformeln 


ce (+4) os ig Leet Pip ee ic os ") s, (n) 4 sq (n) = (w + 1)Ftt 
(" : ") se (n) oo (" i *) ps (n) fose+ + (—1)F 59 (2) = 0, : 


Mittels der Bernoullischen Zahlen (Kap. 1, Ziff. 33) 1aBt sich die Potenz- 
summe s;(n) folgendermaBen darstellen 
Fant, eee k : 1 hay wan 1 BN og Seip Mes 
Se (n) ees Blues B, (1) a 14 4-B, (3) aes = Be(5)n 5 
n + B)tti — Brt+1 
sy (n) = OF SE 
Die niedrigsten Werte sind 
s(n) =n, 8,(n) =>n(n+ 1), 
1 
s(n) = m(n-+ 1) (2+ 1), S9(m) = mr (n + 1)? = sy (mo)? 


6 
4h 
e) 
1 





oder symbolisch 





sq (m) = 55 n(m + 1) (2m + 1) 60 + 3m —1), 
$5 (2) = <5 2 (m + 1)? (20? + 2m — 1). 
Wir erwahnen noch die Summen 
44+3454+---+(2n—-1) =", 
458 sete + Om— t= tnandan— =P" F*), 
43 433-4 53-41... + (2m — 1)3 = n2(2n? — 1), 


allgemein yk 4 gti 5k4 ...4 (2m — 1)" = s,(2n) — 25, (n) 
sowle 


aera este wed ere ye 
v=2 
7 =tnin+1)n+2)=("F7), 


deren Glieder ebenfalls arithmetische Folgen bilden. 


Il. Matrizen und Determinanten. 


5. Begriff der Matrix und Determinante. Ein System von m- 1 GroéBen, 
in einem Rechteck von m Zeilen und m Spalten (Kolonnen) 


441 %0°°* Mn 
Ao1 499 °° Aon 
Aan14m2°°* Inn 


angeordnet, heiBt eine (rechteckige) Matrix. Zeilen und Spalten werden mit 
dem gemeinsamen Namen Reihen bezeichnet, die GréBen a;, heiBen Elemente 
der Matrix. Von den beiden Indizes gibt der erste die Zeile, der zweite die Spalte 
der Matrix an, in welcher das betreffende Element steht. Ist m = n, so spricht 
man von einer quadratischen Matrix. Die Elemente @,,, a,5; .. +5 @n, einer 
solchen heiBen Hauptelemente und bilden die Hauptdiagonale; je zwei 


Fonsi, Koy Satze tiber Determinanten. 
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beziiglich der Hauptdiagonale symmetrisch stehende Elemente a;, und a,,; heiBen 
konjugierte Elemente. 

Eine quadratische Matrix hei8t symmetrisch, wenn je zwei konjugierte 
Elemente einander gleich sind, also a;, = a,, ist. Ist as, = —a,; fir 14k 
so heiBt die Matrix schief; ist a;, = —a,, fiir alle i und k ae verschwinden 
alle Elemente a;; der Hauptdiagonale, und die Matrix wird als schiefsymme- 
trisch oder alternierend bezeichnet. 

Unter einer n-reihigen Determinante oder Determinante n-ter Ord- 
nung versteht man die ganze rationale und homogene Funktion (Form) n-ten 
Grades der n? Elemente einer quadratischen Matrix, die durch 


ea, ST (ty ty coe 
D=> (1) (4 . n) Ay 4, Agi, ess An in 


definiert ist, wobei die Summe iiber alle 7! Permutationen i,i,... i, der Zahlen 
1, 2,..., zu erstrecken ist und J(i7,...%,) die. Anzahl der Fehlstande (Ziff. 1) 
der Permutation 7,7, ...%, bedeutet. Man bezeichnet diese Funktion durch das 
Symbol 
ayy Ayo +--+ An 
cai at tgs aon 
d & Gani An2 +++ Ann 
oder kirzer 
Die Sa dag oo Ciga’s 


oder schlieBlich Dah 
Die beiden letzten Schreibweisen sind natiirlich in konkreten Fallen, wo etwa die 
Elemente numerisch gegeben sind, unbrauchbar. 

Die oben fiir quadratische Matrizen gegebenen Definitionen gelten unver- 
andert auch fiir Determinanten. Erwahnt sei noch, daB die Determinante D 
durch die drei folgenden Eigenschaften eindeutig definiert ist: D ist eine lineare 
Form in den Elementen jeder Zeile (Spalte); D geht in — D iiber, wenn man zwei 
beliebige Zeilen (Spalten) miteinander vertauscht; es ist D=1, wenn a, = 
=" as - = Gy, =1 und alle anderen Elemente gleich Null gesetzt werden. 
6. Satze iiber Determinanten. Eine Determinante 

andert ihr Vorzeichen, wenn man zwei parallele Reihen miteinander ver- 
tauscht ; 

verschwindet, wenn alle Elemente einer Reihe Null sind; 

behalt ihren Wert, wenn man zu den Elementen einer Reihe die mit einem 
beliebigen gemeinsamen Faktor multiplizierten entsprechenden Elemente einer 
parallelen Reihe addiert; 

verschwindet, wenn die entsprechenden Elemente von zwei parallelen Reihen 
einander proportional (oder insbesondere einander gleich) sind, oder wenn all- 
gemeiner die Elemente einer Reihe lineare Kombinationen der entsprechenden 
Elemente einer beliebigen Anzahl paralleler Reihen sind; 

behalt ihren Wert, wenn man sie stirzt, d. h. Zeilen und Spalten ver- 
tauscht (man spricht auch von einer Umklappung der Determinante um die 
Hauptdiagonale) ; 

wird mit einer GréBe z multipliziert, indem man alle Elemente einer Reihe 
mit z multipliziert, und umgekehrt kann man einen gemeinsamen Faktor aller 
Elemente einer Reihe als Faktor vor die Determinante setzen ; 

behalt ihren Wert, wenn man jedes Element a;; mit z’~* multipliziert, wobei 
z+ 0 beliebig ist; 

in welcher die Glieder einer Reihe m-gliedrige Summen sind, ist gleich 
einer Summe von m Determinanten, die sich von der urspriinglichen nur dadurch 
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unterscheiden, daB in der betreffenden Reihe die einzelnen Summanden stehen; 
SOcist Zi, (9 == 2) 





| a1 + 441442 .-: Men | = | 41 M2 --- Cen ie |B Me +++ Atn|> 
wo der Einfachheit halber nur die k-te Zeile angeschrieben ist. : 
Das Produkt zweier Determinanten A = |a;,| und B = |6,| gleicher 


Reihenzahl u ist wieder eine n-reihige Determinante ciz|, deren Elemente sich 
auf vier Arten berechnen lassen, namlich 


n 
1. Gp == > Aig dys = O51 Opa + Me ne Ain Onn» 
o=1 


nN 
ig = > Gio bog = 411 O1k + Finder + --- + Gin One, 


1 


Be 
iS) 


o 


i] 


Mes 


3. = dei Oke = 014041 + Gee Dge F- +s + Agglng: 


e 


o 


A. Crp = >, Aoi bon = Mi 01g + Ohedoy + --* + Ani One. 
Gl 


3 il 


FaBt man die Elemente je einer Reihe von A und B als Komponenten eines 
Vektors eines 7-dimensionalen Raumes auf, so sind die Elemente der Produkt- 
determinante die inneren Produkte aus je einem Vektor von A mit einem Vektor 
von B. Man gelangt zu den vier obigen Darstellungen, je nachdem man 
Zeilen oder Spalten zu einem Vektor zusammenfaBt. 

Fiir die Multiplikation von Determinanten ungleichen Gradesist es wichtig, daB 
man durch Hinzufiigen von Zeilen und Spalten den Grad einer Determinante: 
erhédhen kann, ohne ihren Wert zu andern, indem man in die Verlangerung der 
Hauptdiagonale lauter Einser und in die freien Platze auf der einen Seite lauter 
Nullen, auf der anderen Seite beliebige Gr6éBen schreibt (randern, vel. Ziff. 7). 

Die Ableitung einer v-reihigen Determinante, deren Elemente Funktionen 
einer Veranderlichen sind, ist eine Summe von u-Determinanten, die sich von 
der gegebenen dadurch unterscheiden, daB die Elemente je einer Reihe durch 
ihre Ableitungen ersetzt sind. 

7. Unterdeterminanten. Der Zerlegungssatz von Lapiace. Streicht man 
in einer u-reihigen quadratischen Matrix mit der Determinante D irgendwelche 
k Zeilen und k Spalten weg, so bleibt eine (7 — k)-reihige quadratische Matrix 
wbrig ; die Determinante U dieser Matrix heiBt Minor oder Unterdeterminante 
von D. Sind die Hauptelemente von D auch Hauptelemente von U, so heiBt U 


n \2 
"| Unter- 


determinanten (m — k)-ter und ebenso viele k-ter Ordnung; unter ihnen sind ( si 
Hauptunterdeterminanten. 

Sei U jene m-reihige Unterdeterminante, deren Elemente im Schnitt der Zeilen 
ty, 49+ +) Mm Mut den Spaltem 74) fos «©, fas (en a oq oo <a yy I eat eee 
von D stehen, so daB U = >'+ ay 4, 4:5, ..- Ginn ist. Dann heiBt die :Zahl 
Pett tgt e+ ttm +4, +72 +--+ +4m' Index von U. Die (n — m)- 
reihige Unterdeterminante U’, deren Elemente im Schnitt der in U nicht vor- 
kommenden Zeilen und Spalten von D stehen, heiBt die zu U adjungierte oder 
komplementare Unterdeterminante von D. Dagegen versteht man unter dem 
algebraischen Komplement U, von U die mit dem positiven oder negativen 
Vorzeichen versehene Unterdeterminante U’, je nachdem der Index von U ge- 
rade oder ungerade ist. U, ist somit der Faktor von a;,;, aj,;,... G7 imoder 
Entwicklung von D, also 7; _ o™ D ; - 

1 Cg ROG Ree Oden 
U1 V2 Ja Um Im 


Hauptminor oder Hauptunterdeterminante von D. Es gibt ( 
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Erhoht man den Grad einer Determinante D = D> + ay, doy... Ayn Aurch 
Hinzufiigen Je einer Zeile und Spalte mit beliebigen Elementen b, so erhalt man 
eine neue Determinante 


4, Up Gin Oyq 
Ay, Ags Asn be, 
Peed teen vee es a A. s 
Ani Ane ann ang 
ey ee Bay Ope 








die als geranderte Determinante bezeichnet wird und den Wert 


n 


B = Ding ld — oS) Ain dig bye 


i,k=1 
4 oD : : ‘ 
at, wo Ay, = Ol das algebraische Komplement von a;, in D ist. Daraus 
sss ¥ 
folgt insbesondere die oft verwendete Formel 
@, Ape an 
Ga = gg s+ Aan “Uy 
ACU SLO Lat None aceon = — > Ajy Uj 04. 
i, k=1 
Any ane ann Uy 
RE an we aera Oe ee oO) 





Bildet man die Summe der (”) Produkte aller m-reihigen Unterdeter- 


minanten, die sich aus den Elementen von m Reihen einer Determinante D bilden 
lassen, mit ihren algebraischen Komplementen, so ist der Wert dieser Summe 
gleich dem Wert der Determinante D (Laplacescher Zerlegungssatz). 
Aus diesem Satz ergeben sich unmittelbar eine Reihe wichtiger Folgerungen: 
Verschwinden alle Elemente einer Determinante D, die im Schnitt von 
m Zeilen mit m — m Spalten stehen, so ist D das Produkt je einer m-reihigen 
und (m — m)-reihigen Determinante. 
Verschwinden alle Elemente einer Determinante, die im Schnitt von m Zeilen 
mit mehr als (n — m) Spalten stehen, so hat die Determinante den Wert Null. 
Die Summe der Produkte der in m Reihen einer Determinante D = |a;,| 
enthaltenen Unterdeterminanten von D mit den algebraischen Komplementen 
der entsprechenden, in m anderen parallelen Reihen enthaltenen Unter- 
determinanten von D ist stets Null. Fir m = 1 folgt daraus, wenn man mit 
A;, das algebraische Komplement von a;;, bezeichnet, 


4; Are + 42; Aox + --> + Ani Ang = 04D 

G1 Api + Ape + +++ + Gin Ann = OixD 
wo 0;4 = 0 oder = 1 ist, je nachdem 1 ## oder 1 = k ist. 
8. Adjungierte Determinanten. Bildet man aus den algebraischen Kom- 


plementen A;, der Elemente a; einer Determinante D eine neue Determinante 
D’, die sog. adjungierte Determinante oder Adjunkte von D, so gilt 


ea Dees, 
Die adjungierte Determinante eines Produktes zweier Determinanten A und B 
ist das nach demselben Verfahren (Ziff. 6) ermittelte Produkt der adjungierten 


Determinanten von A und B. ; 
Ist D’ wieder die adjungierte Determinante von D, Dj; eine Unterdeter- 


minante m-ten Grades von D’ und D, das algebraische Komplement der ent- 


AR a Rap PA te et (1 
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sprechenden, d. h. aus denselben Zeilen und Spalten wie Dj gebildeten Unter- 
determinante von D, so ist Di = Dm. D, 

oder ausfiihrlicher 


0” D 
ae m—1 
> EAy Aah irdintni= — a eae namie: Cased 


(Formel von JAcost). Fiir m = 2 folgt 








[Aina @D 
| od 2 - . 
Pan Aee 0 i,j, O Dini, 
und fir m=n—1 y 
oD’ — D*-2 3 ssc 
OA, 


eine bequeme Formel fiir die algebraischen Komplemente der Elemente Aix 
von D’, 

9. Spezielle Determinanten. A. Symmetrische Determinanten. Ver- 
schwinden alle Hauptunterdeterminanten m-ten und (m + 1)-ten Grades einer 
symmetrischen Determinante, so verschwinden alle Unterdeterminanten m-ten 
und hdheren Grades. 

Die adjungierte Determinante einer symmetrischen Determinante ist eben- 
falls symmetrisch. 

- Das Quadrat jeder Determinante kann als symmetrische Determinante 
dargestellt werden. 

B. Schiefe Determinanten. Eine schiefsymmetrische Determinante un- 
geraden Grades verschwindet; ihre adjungierte Determinante ist symmetrisch. 

Eine schiefsymmetrische Determinante geraden Grades ist das vollstandige 
Quadrat eines Polynoms in ihren Elementen, der sog. Pfaffschen Funktion; 
ihre adjungierte Determinante ist ebenfalls schiefsymmetrisch. 

C. Hermitesche Determinanten. Man versteht darunter Determinanten, 
bei der konjugierte Elemente konjugiert komplex (die Hauptelemente also reell) 
sind. Die adjungierte Determinante einer Hermiteschen Determinante ist eben- 
falls eine Hermitesche Determinante. Zu den Hermiteschen Determinanten 
sind als Sonderfalle auch die symmetrischen und schiefsymmetrischen Deter- 
minanten zu rechnen; die ersteren ergeben sich bei reellen, die letzteren bei rein 
imaginaéren Elementen (nach Unterdriickung des Faktors 1). 

Die Gleichung 


alah 3 x Ay ie) janie Ain 
Go) Ao, — * den 
== () 
Ant ang wile; Xe ann —— 


hat lauter reelle Wurzeln, wenn die Determinante |a;,| eine Hermitesche ist. 
Im Sonderfall einer symmetrischen Determinante ergibt sich die Sakular- 
gleichung (Ziff. 33). 

D. Vandermondesche Determinanten. Diese sind von der Form 


1 4 sper cd 
ay a, Ay 
2 2 
D(a, a, Ay) = |% a 
m—1 mt n-1 
a ag Gr 








D ist eine alternierende Funktion der GréBen a;, d. h. sie andert bei jeder 
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Vertauschung derselben héchstens ihr Vorzeichen und stimmt mit dem Differenzen- 
produkt II (4; — a), ((>k) iiberein. Fitr das Quadrat von D ergibt sich 
v, 








So “1, Sa vee Spot 
54 Sq $3 Sn 
D2 = |S, Sg Sq hie Saat Hl 
Sn-1 Sn Sn¢1 +++ Son-e 
ake gt i ‘ca : : : 
Wo S;=4@,+4,+--- +a)ist, eine sog. rekurrierende Determinante. 


E. Zyklische Determinanten. Diese sind von der Form 


ay, Ay ..- Ani ay 
a meme KE? ‘a 
2 3 n 1 
A= 
An Ay... Ang An-1 


also ein Sonderfall der eben erwahnten rekurrierenden Determinanten. Es ist 


2 RIS WA ee aC dees de 
wo f(x) =a,+ a,x + a,x? + ---+a,x"-1 und die & die mn-ten Einheits- 
wurzeln (Ziff. 42) sind. 

Die aus A durch Zeilenvertauschung hervorgehende Determinante, in deren 
erster Spalte die Elemente a,, a,, dn_1, ..., @ stehen, heiBt Zirkulante; sie 
ist symmetrisch beziiglich der Nebendiagonale und unterscheidet sich von A 
nur durch den Faktor (—1)!@-)@-2), 


F. Die Wronskische Determinante. Sind y,, yo, ..., Yp m-mal stetig 
differenzierbare Funktionen der einen Veranderlichen x, so ist 
| V4 Yo + ++ Vn 
Vi Vo eee 
W=/\v1 aero 
y@-d ye-D Saye) 








die Wronskische Determinante der Funktionen y. Die Gleichung W = 0 stellt 
die notwendige und (bei analytischen Funktionen auch) hinreichende Bedingung 
fiir lineare Abhangigkeit (Ziff. 11) der ~ Funktionen y dar; d. h. es gibt dann 
mindestens eine homogene lineare Beziehung von der Form 


C1V1 + Coe + ++ + nn = 0 
mit nicht durchwegs verschwindenden Koeffizienten c. 

Die Ableitung W’ einer Wronskischen Determinante erhalt man, indem 
man in der n-ten Zeile von W die y”-» durch die n-ten Ableitungen y™) ersetzt, 
alle iibrigen Zeilen aber ungeadndert 1aBt. 

G. Uber Jacobische oder Funktionaldeterminanten vgl. Kap. 1, 
Ziff. 24 und 26. 

H. Die Hessesche Determinante 





| oF 
ES ay ae 
deren Elemente die zweiten Ableitungen einer Funktion /(%,, %2,..-, %) sind, 


ist die Jacobische Determinante der ersten Ableitungen. Ist / eine Form in 
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1, Xp) «++, %m, 80 Stellt die Gleichung H = 0 eine notwendige Bedingung dafiir 
dar, daB f sich durch eine nicht singulare homogene lineare Transformation in 
eine Form von weniger als m Veranderlichen transformieren 1aBt. Hinreichend 
ist die Bedingung nur in den Fallen = 2, 3 oder 4 sowie allgemein bei qua- 
dratischen Formen, 

10. Numerische Berechnung von Determinanten. Die in Ziff. 5 als Definition gegebene 
Entwicklung einer n-reihigen Determinante eignet sich zur numerischen Berechnung héch- 


stens in den Fallen n = 2 und m = 3; in letzterem fihrt sie auf die Regel von Sarrus: Man 
schreibt die ersten zwei Spalten in folgender Weise nochmals neben das Elementenschema 


der Determinante 


Ae, Gee Aes, Ga, Ags 
es s < 
# Ye a \. 
Qs; 432 43a, Agr a2 


faBt je drei der auf demselben schragen Strich befindlichen Glieder zu einem Produkt zu- 
sammen, versieht es mit dem angedeuteten Vorzeichen und addiert die sich so ergebenden 
sechs Produkte. 

In allen anderen Fallen wird man trachten, durch Umformungen nach Ziff. 6 und 7 
den Grad der Determinante zu erniedrigen, was man am besten dadurch erreicht, daB man 
durch sukzessive Addition der mit einem geeigneten Faktor multiplizierten Elemente einer 
Zeile (Spalte) zu einer anderen Zeile (Spalte) alle Elemente einer Spalte (Zeile) bis auf eines 
zum Verschwinden bringt. Die Determinante ist dann das Produkt dieses Elementes mit 
seinem algebraischen Komplement. Immer zum Ziel fihrt die folgende, dem GauBSschen 
Eliminationsverfahren bei linearen Gleichungen (Ziff. 14) nachgebildete Methode: Ist |a,;| 
die gegebene Determinante, so multipliziere man die Elemente der ersten Zeile mit — a,,/44, 





und addiere sie zur 7-ten Zeile (2 = 2, 3, ..., ), welche dadurch die Elemente 
a; 
p r , 7 Rll é1 
0, Ao, jg, +--+, An (a, = ai, — a1) 
a1 


bekommt. Dann ist 





| @gp| = ayy" D> =e ahs Gia. By 


Mit dieser Determinante ist dann ebenso zu verfahren usw. 
11. Rang einer Matrix. Sei Q{ = (a,;,) ((=1,2,...,m;k=1,2,...,n;n=m) 
eine beliebige Matrix. Unter einer Determinante von Q{ versteht man eine der te 
m 


m-reihigen Determinanten, die sich aus dem Elementenschema von % bilden 
lassen, und unter einer Unterdeterminante von Q{ eine Unterdeterminante einer 
der eben genannten m-reihigen Determinanten. 

Unter dem Rang einer Matrix Y versteht man den Grad der nicht verschwin- 
denden Unterdeterminante héchsten Grades von 9. 

Zur Feststellung, daB eine vorgelegte Matrix 9 den Rang + hat, geniigt es 
zu zeigen, da alle (ry + 1)-reihigen Unterdeterminanten von 9{ verschwinden 
und eine r-reihige von Null verschieden ist. Einfacher gestaltet sich der Nach- 


weis in der Regel, wenn man sich der sog. rangerhaltenden Umformungen 
bedient; diese sind: 


1. Die Vertauschung zweier paralleler Reihen; 

2. Multiplikation aller Elemente einer Reihe mit demselben, von Null ver- 
schiedenen Faktor; 
_ 3. Addition einer mit einem beliebigen Faktor multiplizierten Reihe zu 
einer parallelen Reihe. 

Man _ beachte, dab der Wert der Determinanten von 9% durch die Um- 
formungen 1. und 2. im allgemeinen gedndert wird. Diese drei Umformungen 
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gestatten die Durchfithrung des in Ziff. 40 geschilderten Verfahrens, natiirlich 
mit Ausnahme der Graderniedrigung; man kann durch wiederholte Anwendung 
desselben die Matrix so umformen, daB Ay, = Agg = ++: =A, = 1 wird, wahrend 
alle ibrigen Elemente verschwinden. 

Zwei Matrizen heiBen 4quivalent, wenn sie durch rangerhaltende Um- 
formungen ineinander iibergefiihrt werden kénnen;: aquivalente Matrizen haben 
somit gleichen Rang. 

Ist {{ eine symmetrische quadratische Matrix und verschwinden alle 
(p + 1)- und (pf + 2)-reihigen Hauptunterdeterminanten, so ist der Rang nicht 
groBer als p. 

Der Rang einer schiefsymmetrischen Matrix ist stets eine gerade Zahl. 

Die m Systeme von je n Zahlen 


Wey Oe alte ib OY cad ge ee Mt) (A) 
heiBen voneinander linear abhangig, wenn es m Zahlen c; gibt, die nicht 
alle gleich Null sind und die die Gleichungen 

Cy a i aga? =e + => Cae =0 (k = A Us ine “ein n) 
erfillen. Im anderen Fall heiBen die Systeme (A) linear unabhangig. Besteht 
eines der Systeme (A) aus lauter Nullen, so sind sie linear abhangig. 

Notwendig und hinreichend fiir lineare Abhangigkeit der Systeme (A) ist 
im Fall m=<n, daB der Rang der Matrix (a) kleiner als m ist; im Fall m > n 
sind die Systeme (A) somit stets linear abhangig. 

12. Algebra der Matrizen. Eine n-reihige quadratische Matrix 2% = (a;,) 
ist ein System von nu? Zahlen. Man kann aber das Symbol 9% selbst als GréBe 
ansehen (allgemeine oder héhere komplexe Gr6Be) und fiir solche GréBen 
Rechenregeln aufstellen. Die Voraussetzung, daB alle im folgenden betrachteten 
_ Matrizen quadratisch und von gleicher Reihenzahl sein sollen, bedeutet keine 
_ Einschrankung der Allgemeinheit, da rechteckige Matrizen oder solche geringerer 
Reihenzahl stets durch Hinzufiigen von Reihen mit lauter Nullen in m-reihige 
quadratische Matrizen umgeformt werden k6nnen, wenn nur m geniigend 
groB ist. 

Eine Matrix ist Null, wenn alle ihre Elemente Null sind. 

Zwei Matrizen Y% und % heiBen einander gleich, wenn ihre entsprechenden 
Elemente iibereinstimmen. 

Die Summe (Differenz) zweier Matrizen % und % ist wieder eine Matrix, 
deren Elemente die Summen der entsprechenden Elemente von 2 und §% sind. 

Eine Matrix %{ wird mit einer (reellen oder gemeinen komplexen) Zahl a 
multipliziert, indem man alle Elemente von Y% mit @ multipliziert. 

Die formalen Gesetze der elementaren Algebra gelten unverandert fiir diese 
drei Operationen. 

Das Produkt zweier Matrizen 2{ und 8 = (0;;) ist wieder eine Matrix C = AB, 
deren Elemente c;, nach der Vorschrift 2. von Ziff. 6 gebildet sind (Zeilen von YA 
mit Spalten von $). Das Produkt ist also im allgeineinen nicht kommutativ, 
dagegen assoziativ und distributiv. Uber den Grund, weshalb das Produkt 
gerade so definiert wird, vgl. Ziff. 29. 

Die Determinante des Produktes zweier Matrizen ist gleich dem Produkt 
der Determinanten der beiden Faktoren. Fiir Summe und Differenz, sowie fiir 
das Produkt einer Matrix mit einer Zahl gelten die analogen Satze nicht. 

Der Rang 7 der Summe zweier Matrizen vom Rang 7, und 7, gentigt der 
Ungleichung 7<7,+7.; der Rang R des Produktes den Ungleichungen 
R=r,+7,—n, R=n, und R<y,. Ist die eine Matrix nichtsingular, d. h. 
vom Range 7, =, so hat das Produkt den Rang 7,. 
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Die Matrix PRD are. (0) 
ie ee) 

ane e 
OO Reet 


heiBt skalare oder Diagonalmatrix. Ist 2% eine beliebige Matrix, so ist stets 
TY =AT—1A. Fir ¢=1 erhalt man die Einheitsmatrix ©. Fiir T ergibt 
sich J =7-, 

Versteht man unter der transponierten Matrix einer Matrix 2 = (a;,) 
die Matrix ’ = (a,;), die aus 2% durch Vertauschen von Zeilen und Spalten 
entsteht, so gilt (=U, (U-1)’= (1) -1 und (1B)’ = B' A’, d.h. die Trans- 
ponierte eines Produktes ist gleich dem in umgekehrter Reihenfolge genommenen 
Produkt der Transponierten der einzelnen Faktoren. vie 

Ist 2{ = (a;,) eine nichtsingulare Matrix, so heiBt die Matrix 9-1 = ( 4 


A;, das algebraische Komplement von a;, in der Determinante A von Y% ist, 
die zu {{ inverse Matrix oder kurz die Inverse von 2%. Der Grund fiir diese 
Bezeichnung liegt in der leicht nachweisbaren Beziehung % 9(-1 = 9-1 = ©. 
Definiert man 1? = Y-Q?-1, Y=—CE und A-? = (A-1)?, so gelten die 
Potenzgesetze YU? 92 = Q?+2 und (Q?)? = 2 bei ganzzahligem und gq fiir 
nichtsingulare, bei positivem ganzen # und q auch fiir beliebige Matrizen. 
Unter der Adjungierten 2% einer beliebigen Matrix 2{ = (a;,) versteht 


man die Matrix %=(A;,). Ist Y& nicht singular, so ist Y= A-%-1. Daraus 
folgt -U—=%-2—=A-€, eine Beziehung, die auch fiir singulare Matrizen 
richtig bleibt. 

Ist Q{ eine beliebige und % eine nichtsingulare Matrix, so sind die Gleichungen 
W= B-X und X= Y-B stets eindeutig lésbar, und zwar ist X = B-1% und 
Y=AB?. 


13. Unendliche Determinanten und Matrizen. Sei 





), wo 








gh Sea An 
yy 12 a a ag 
ee a pe) 21 22 2n 
A, =4,, A, = , » A,= , 
hg Pe Ugaha | pe et etl ee eee 
Ant Ang +++ Any 
eine Folge von Determinanten. Existiert der Grenzwert limA, = A, so nennt 
man noo 
Ci aS 
A= |x, Ap 
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eine konvergente unendliche Determinante. Die Satze von Ziff. 6 mit 
Ausnahme der drei letzten gelten unverdndert auch fiir unendliche Deter- 
minanten. 


Ist die unendliche Reihe > a,,, (i4 R) der nicht in der Hauptdiagonale 
On tinal fore) 

stehenden Glieder und das unendliche Produkt JJ a;; der Diagonalglieder ab- 
i=1 


i= 
solut konvergent, so ist auch die unendliche Determinante A konvergent 
und wird nach H. v. Kocu als Normaldeterminante bezeichnet. Fiir solche 
Normaldeterminanten gilt unverandert die Produktregel (Ziff. 6), ebenso 1aBt 
sich der Begriff der Unterdeterminanten, sowie der Laplacesche Zerlegungssatz 
(Ziff. 7) ohne weiteres iibertragen. 
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_ Das Schema der Elemente einer unendlichen Determinante (Normaldeter- 
minante) heiBt unendliche Matrix (Normalmatrix). Eine Unterdeter- 
minante A, einer Normaldeterminante oder Normalmatrix heiBt p-te Unter- 
determinante, wenn sie durch Streichung von # Zeilen und p Spalten aus der 
ursprunglichen Determinante oder Matrix entsteht. 

Eine Normaldeterminante oder Normalmatrix hat den Ran g #, wenn eine 
p-te Unterdeterminante von Null verschieden ist, aber alle # — 1-ten Unter- 
determinanten verschwinden (genauer gesprochen geniigt es bereits, daB alle 
jene p — 1-ten Unterdeterminanten verschwinden, die die von Null verschiedene 
Unterdeterminante enthalten). 


III. Lineare Gleichungen. 


14. Nicht homogene lineare Gleichungen. ‘Sei das System der m linearen 
Gleichungen in ” Veranderlichen x; vorgelegt: 


n 
Zt = (i= 1,2, ..., m). (A) 
p=1 


Ist dann ry der Rang der Koeffizientenmatrix 


ayy Ayo - ++ An 

a a ag 
yt Bee 21 22 n 

am 1 amg --+ ann 


4, Ap Bin Oy 

Ao, Ao Asn by 
t= 
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so ist das System (A) dann und nur dann lésbar, wenn rv = 7’ ist, wahrend im 
anderen Fall y <r’ das System unvertraglich ist, d. h. einen Widerspruch ent- 
halt, wie z. B. die Gleichungen * + 3y+2z2=5, 2x+6y+4z=7. Im 
Fall y = 7’ kann man die Werte von » — y Unbekannten x; willkiirlich wahlen, 
nur mit der Einschrankung, daB die Koeffizientenmatrix der ibrigbleibenden 
Unbekannten den Rang ¢ erhalt. Die iibrigen y Unbekannten sind dann ein- 
deutig bestimmt durch ein System von ” Gleichungen mit nicht verschwindender 
Determinante (vgl. den nachsten Absatz). 


Ist y= m=n, so ist auch 7 = und die Determinante A = | a;,| #0. 
Die Lésungen ergeben sich nach der Cramerschen Regel 
A 
ere 


wo A, jene n-reihige Determinante bedeutet, die sich aus A ergibt, wenn man 
darin die Elemente der i-ten Spalte durch die Zahlen b,, b,, ..., 0, ersetzt. 


Zur numerischen Berechnung eignet sich diese Regel nur im Fall » = 2; in anderen 

Fallen wird man sich entweder eines Naherungsverfahrens bedienen oder das Gau 8 sche 
: ? a; 

Eliminationsverfahren anwenden: Man multipliziere die erste Gleichung von (A)mit — a 
11 


und addiere sie zur i-ten (i = 2, 3,...,”), welche dadurch das Aussehen @jo #2 + abs x3 He ode 
5* 


68 Kap. 2. A. DuscHex: Algebra. Mest, “M5 


+a,«, =, erhalt. Mit dem System dieser » — 1 Gleichungen verfahrt man ebenso usw. 
uv a 7 
Das ganze Gleichungssystem hat dann die Gestalt 


Ay, % + Aye Hq + Ag % +++ * + Un 4a = by 
Agy Xp ++ gg %3 + + °° + 4bn %¥n = by 
hy Hy +++ + iy Hn = BS 
gt Vy, = be 
und daraus lassen sich ohne sonderliche Schwierigkeit der Reihe nach die Unbekannten 
Ny» Hy) +++) %g, %, berechnen. Das Verfahren 148t sich bei geringen Anspriichen hinsicht- 


lich der Genauigkeit recht bequem mit dem Rechenschieber durchfihren. 


Fiir ein System von unendlich vielen linearen Gleichungen 
> Ui X = 0;, Oe Fe amici sg Si (B) 
k=1 


mit unendlich vielen Unbekannten x, gilt die Cramersche Regel, wenn die 
Gleichungsdeterminante eine von Null verschiedene Normaldeterminante (Ziff. 13) 
ist und die b; beschrankt sind. Die Lésungen x sind dann ebenfalls beschrankt. 

Hat die Gleichungsdeterminante hingegen den Rang 7 > 0, so kann man 
durch eventuelle Umordnung der Gleichungen und Unbekannten erreichen, daB 
die durch Streichung der ersten 7 Zeilen und Spalten sich ergebende Haupt- 
unterdeterminante von Null verschieden ist. Notwendig und hinreichend fiir die 
Lésbarkeit von (B) ist das Bestehen der Gleichungen?) : 


bo Mo, r+1 Ao, r+2 ae “al 


b a Gs 9 uae | 
bie il, Netcare eal tg senate pear O (OSA Qe ere (C) 


Oy 42 Gr42,r+i1 Fr42,r42 + * | 
| 


elie] «le, 5.6," 6), ee aimtte ie: vel Je) we; ists ay yell eve: 


15: Homogene lineare Gleichungen. Das Gleichungssystem (A), Ziff. 14, 
heiBt homogen, wenn alle 6; = 0 sind. Es folgt unmittelbar, daB ein solches 
System stets Lésungen besitzt. Ist der Rang 7 der Gleichungsmatrix 7 = n, 
so gibt es ein einziges, das sog. triviale Lésungssystem x; = 0; sollen noch 
andere Lésungen existieren, so muB der Rang 7 < n sein. 

Das. System. 40 248), x! 0 = AR 2, Pp) Von Losuneeneuues 
Gleichungen a 
Zhe = 10) (a SSN y Boe 56 m) 


heiBt: fundamentales Lésungssystem, wenn einerseits seine p Lésungen 
linear unabhangig sind, andrerseits aber jede Lésung von diesen linear abhangig 
ist. Jede andere Lésung unserer Gleichungen hat dann die Gestalt 


Dp 
ae 7 (i 
Cia ioe 
i=1 


und der Rang ry der Gleichungsmatrix ist 7 = n — 9. 

Ein solches Fundamentalsystem erhalt man dadurch, daB man (ndtigenfalls) 
zunachst das Gleichungssystem so umordnet, daB die Determinante Day dog... 
4,, 7-0 ist. Dann wahlt man irgendwie np = n(n — 7) GrdBen bap(>=r+1, 





ae) Uber die Untersuchungen von HILBERT und Scumipt vgl. KowaLewskt, Deter- 
minantentheorie, Leipzig 1909 und HiLBert, Grundziige e. allg. Theorie d. linearen Integral- 
gleichungen, 4. und 5. Mitteilung, Géttinger Nachrichten 1906. 
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fae ay As, 1 B=1,.2,.+++,m), die nur der Bedingung zu geniigen haben, daB 
die Determinante 

a) AN. Ain 

joes ary a2 Arn 

Oey. 1 Bray, 2 Bis n 

Dnt One 9.558 Dan 
nicht verschwindet. Man kann am einfachsten b,, = 1 (OS Pa Ty HE Dees, n) 


alle iibrigen = 0 annehmen. Dann bilden die 7 Elemente der letzten p Zeilen 
der adjungierten Determinante von D gerade ein fundamentales Loésungs- 
system. : 

m Gleichungen mit 2 Unbekannten haben dann und nur dann eine von der 


’ trivialen verschiedene Lésung, wenn die Determinante |@;,| = 0 ist. Ist der 


Rang y = n — 1, so kann man eine (von den iibrigen linear abhangige) Gleichung 
weglassen. Ist %{ die Matrix des iibrigbleibenden Gleichungssystems, so ist 


Sie Tete Pacts Pie's Fie gecko bes 
wo A, die Determinante der sich aus %{ durch Streichung der i-ten Spalte er- 


gebenden Matrix ist, versehen mit dem Faktor (—1)**!. 
Ein System von unendlich vielen homogenen Gleichungen mit unendlich 


-vielen Unbekannten. (Ziff. 14, (B) fiir 5; = 0), dessen Gleichungsdeterminante 


eine Normaldeterminante ist, besitzt dann und nur dann eine von der trivalen 
verschiedene Lésung, wenn die Gleichungsdeterminante einen Rang 7 > 0 hat 
(die Bedingungen (C) von Ziff. 14 sind im Fall eines homogenen Systems ja sicher 
erfiillt). Es gibt auch hier dann genau 7 unabhangige Lésungen, aus denen 
sich alle anderen linear zusammensetzen lassen. 


IV. Gruppentheorie. 


16. Definitionen. Eine Menge von Elementen bildet eine Gruppe, wenn 
folgende Postulate erfiillt sind: 

i. (Gruppengesetz.) Es ist eine Verkniipfungsvorschrift gegeben, die je 
zwei Elementen A und B der Menge ein drittes Element C zuordnet, das wieder 
der Menge angehért. C hei8t das Produkt von A und B, und man schreibt 
LB s=:(,., 

2. (Assoziatives Gesetz.) Es ist stets A(BC) = (AB)C;d.h. das Produkt 
ist stets eindeutig bestimmt, solange die Reihenfolge der Faktoren ungedndert 
bleibt. Das kommutative Gesetz gilt im allgemeinen nicht. 

3. (Einheitselement.) Es gibt ein Element £, so daB AE — BA =A 
ist fiir jedes Element A der Menge. 

4. (Inverses Element.) Zu jedem Element A der Menge gibt es ein 
Element B, so da8 AB = BA =E ist. Man schreibt BS Art. 

Ist die Verkniipfung fiir alle Elemente einer Gruppe kommutativ, so heiBt 
die Gruppe selbst kommutativ oder Abelsche Gruppe 7 

Nach der Anzahl der Elemente teilt man die Gruppen ein in endliche und 
unendliche: bei ersteren nennt man die Anzahl der Elemente Ordnung der 
Gruppe. 

Beispiele (vgl. auch Ziff. 20): Die positiven rationalen Zahlen mit der Multiplikation 
als Verknipfung; die ganzen Zahlen mit der Addition als Verkniipfung (Einheitselement 
ist die 0). Beides sind unendliche Abelsche Gruppen. 
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Bemerkt sei, da die vier Postulate, insbesondere bei endlichen Gruppen, 
voneinander nicht unabhangig sind. Bei endlichen Gruppen muB in der Folge 
A, A?, A3, ... wieder einmal das Element A vorkommen ; ist allgemein n die 
ikleinste Zahl, fiir die die Gleichung A” = E richtig ist, so heiBt n Ordnung 
des Elementes A. Gruppen, deren samtliche Elemente Potenzen eines einzigen 
sind, heiBen zyklisch und sind stets auch Abelsche Gruppen. 

Beispiele: Die n-ten Einheitswurzeln (Ziff. 42) mit der Multiplikation als Verknipfung 
bilden eine zyklische Gruppe 2-ter Ordnung; die samtlichen ganzzahligen Potenzen einer 
Zahl a eine unendliche zyklische Gruppe, z. B. (4 =.2)) se, Seo tt 234 Be ene 

17. Untergruppen. Eine Teilmenge § einer Gruppe &, die bereits fir sich 
den vier Gruppenpostulaten genigt, heiBt Untergruppe der urspriinglichen 
Gruppe. Ist § weder mit © identisch noch E ibr einziges Element, so ist eine 
echte oder eigentliche Untergruppe, sonst eine unechte oder uneigentliche. 
Das wichtigste Problem bei der Untersuchung einer vorgelegten Gruppe ist die 
Bestimmung ihrer samtlichen echten Untergruppen. 

Sei § eine Untergruppe von ©, A ein Element von © auBerhalb §. Setzt 
man fiir X der Reihe nach alle Elemente von © ein, so beschreibt XA eine Teil- 
menge von &, die Nebengruppe von § genannt und mit $A bezeichnet wird. 
Kein Element von §A kann zugleich Element von §) sein; ware namlich 
XA = X’ ein Element von §, so ware X-1'XA =A=X71X’, also A gegen 
die Annahme ein Element von §. Eine Nebengruppe ist natiirlich durchaus 
keine ,,Gruppe“ in unserem Sinn. Umfassen § und $A noch nicht alle Ele- 
mente von @, so kann man mittels eines weiteren Elementes B eine neue Neben- 
gruppe 9B bilden usf., bis alle Elemente von & erschépft sind. Die Anzahl der 
sich so ergebenden Nebengruppen heifSt Index von §. Man schreibt © = + 
+9A+6B+... Bei unendlichen Gruppen sind natiirlich auch Untergruppen 
von unendlichem Index méglich. 

Fiir endliche Gruppen folgt daraus, daB kein Element in zwei Nebengruppen 
vorkommen kann, der wichtige Satz, da die Ordnung einer Untergruppe stets 
ein Teiler der Ordnung der Gesamtgruppe sein muB; dasselbe gilt fiir die Ordnung 
eines beliebigen Elementes, das ja mit seinen Potenzen stets eine zyklische Unter- 
gruppe erzeugt. Der Index einer Untergruppe ist der Quotient der Ordnungen 
von Gesamt- und Untergruppe. 

Eine Teilmenge einer endlichen Gruppe ist bereits dann als Untergruppe 
gekennzeichnet, wenn fiir die Teilmenge das Gruppengesetz gilt. Die zwei 
Untergruppen gemeinsamen Elemente einer Gruppe bilden wieder eine Unter- 
gruppe, welche Durchschnitt der beiden ersten Untergruppen genannt wird. 

Unter erzeugenden Elementen einer endlichen Gruppe versteht man 
ein System voneinander unabhangiger Elemente, aus welchen sich alle wbrigen 
durch Verkniipfung herstellen lassen. Mittels der erzeugenden Elemente laBt 
sich die abstrakte Gruppe vollstandig beschreiben, wenn man noch geeignete 
Beziehungen, sog. definierende Relationen zwischen ihnen angibt. 

So ist A erzeugendes Element und A” = FE definierende Relation der 
zyklischen Gruppe n-ter Ordnung. Weitere Beispiele finden sich in Ziff. 24 
bis 26. 

Gilt fir zwei Elemente A und B einer beliebigen Gruppe G eine Beziehung 
von der Form B = X-1AX, wo X ebenfalls zu & gehGrt, so sagt man, B entstehe 
aus A durch Transformation mit X. Die Elemente A und B hei®en kon- 
jugiert. Besteht eine Untergruppe § von @ aus den Elementen E, A, B, ..., 
so bilden die transformierten Elemente X-1EX = E, X-1AX, X-1BX, .. 
ebenfalls eine Untergruppe, die man symbolisch mit X*§X bezeichnet. § und 
X~19X heiBen konjugierte Untergruppen. 
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Eine Untergruppe, die mit allen konjugierten identisch ist, heiBt invariante 
oder ausgezeichnete Untergruppe oder Normalteiler. Der Durchschnitt 
zweier Normalteiler ist wieder ein Normalteiler. Die beiden unechten Unter- 
gruppen einer Gruppe sind (unechte) Normalteiler. Eine Gruppe, die auBer 
ihren beiden unechten keinen Normalteiler besitzt, heiBt einfach. 

Fin Normalteiler §{ einer Gruppe © und seine Nebengruppen bilden zu- 
sammen die Elemente einer neuen Gruppe, die Faktorgruppe von @ heiBt 
und mit @/Jt bezeichnet wird. 

18. Isomorphismus. LaBt sich jedem Element einer Gruppe & ein und nur 
ein Element einer anderen Gruppe @’ und jedem Element von @’ mindestens ein 
Element von & zuordnen, und zwar so, daB dem Produkt zweier Elemente von @ 
das Produkt der zugeordneten Elemente von @&’ entspricht, so heiBt G isomorph 
mit ©. Ist die Beziehung zwischen den Elementen von & und ©’ ein-eindeutig, 
so heiBen die beiden Gruppen einstufig isomorph oder homomorph, andern- 
falls mehrstufig isomorph. Mehrstufiger Isomorphismus besteht z. B. 
zwischen der Faktorgruppe @/% (Ziff. 17) einer nicht einfachen Gruppe © und © 
selbst; das Einheitselement von @/% ist ja offenbar der Normalteiler % von ©. 

Ein Isomorphismus einer Gruppe & mit sich selbst heiBt Automorphismus. 
Ist S irgendein Element von @, so erhalt man durch Transformation aller Elemente 
von @ mit S einen Automorphismus (sog. innerer Automorphismus). Ist naémlich 
AB =C, so ist S-1AS-S-1BS = S~-1CS. Neben den inneren Automorphismen 
gibt es in vielen Fallen noch andere, sog. 4uBere Automorphismen. Die samt- 
lichen Automorphismen von @ bilden wieder eine Gruppe 2[; die inneren Auto- 
morphismen bilden einen Normalteiler von 2. 

19. Permutationsgruppen. Ihre groSe Bedeutung beruht auf dem Satz 
von CAYLEY: Jede endliche Gruppe ist homomorph mit einer Permutationsgruppe, 
ja laBt sich geradezu als Permutationsgruppe ihrer Elemente darstellen. Sind 


namlich FE, A, B, C, .... die Elemente von @, so stellt lees oe pe raft me ‘ d 


wo X ein beliebiges Element von © ist, eine Permutation der Elemente von © 
dar, die wir dem Element X zuordnen. Man itberzeugt sich leicht, daB die vier 
Gruppenpostulate sowie die Bedingungen fiir den Homomorphismus erfillt sind. 

Uber Permutationen selbst ist in Ziff. 1 alles Nétige gesagt. Hinsichtlich 
der Verkniipfung von Permutationen, die durch Zyklen dargestellt sind, ist zu 
bemerken, daB das Produkt erst dann in richtiger Form vorliegt, wenn alle vor- 
kommenden Zyklen elementfremd sind. So ist z. B. (1324) + (415) = (132) (45); 
sowohl links wie rechts steht ein Produkt, aber nur rechts sind die Zyklen element- 
fremd. 

Eine Gruppe, deren Elemente Permutationen von m Elementen sind, heiBt 
Permutationsgruppe v-ten Grades. 

Die simtlichen Permutationen von ” Dingen bilden eine Gruppe von der 
Ordnung !, die sog. symmetrische Gruppe m-ten Grades. 

Die simtlichen geraden Permutationen von m Dingen bilden ebenfalls eine 
Gruppe, die sog: alternierendeGruppew-ten Grades. Sie hat die Ordnung ” NDA: 
ist eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe vom Index 2 und einfach, wenn 

ist. 

aa 50: Transformationsgruppen. Es sei ein endliches oder unendliches System 
yon Punkttransformationen vorgelegt, welches den vier Postulaten von Ziff. 16 
geniigt, wenn man als Verkniipfung AB die Ausfiihrung der Transformationen B 
nnd A nacheinander, und zwar in dieser Reihenfolge, nimmt. Dabei versteht 
man unter einer Punkttransformation im R, ein System von Gleichungen 
%:= 9 (¥), 12 =1,2,.-.), in denen die x; und y, aber im Gegensatz zu der 


VD Kap. 2. A. DuscHEK: Algebra. Vili PAV 


Koordinatentransformation (Kap.1, Ziff. 26) nicht als Koordinaten 
eines Punktes in zwei verschiedenen Bezugssystemen gedeutet werden, 
sondern als Koordinaten zweier, im allgemeinen verschiedener Punkte, be- 
zogen auf ein und dasselbe Koordinatensystem (vgl. die Beispiele am SchluB 
der Ziffer). Zwei nacheinander ausgefiihrte Transformationen ergeben zusammen- 
gesetzt offenbar immer wieder eine Transformation. Die Festsetzung uber die 
Reihenfolge ist darin begriindet, daB man fiir ein Gebilde (a’), welches aus einem 
anderen (a) durch die Transformation B hervorgegangen ist, (a’) = B(a) zu 
schreiben pflegt; ist dann (a’’) = A(a’), so kommt man ganz zwanglaufig zur 
Schreibweise (a’’) = AB(a), wenn man (a’) durch seinen Ausdruck B (a) ersetzt. 

Zwei Gebilde, die auseinander durch Transformationen der Gruppe hervor- 
gehen, heiBen Aquivalent. Wir betrachten nun die Menge )¢ der zu einem 
beliebigen Punkt p Aquivalenten Punkte. Ist )t (Kap. 1, Ziff. 2) perfekt, 
so heiBt die Gruppe kontinuierlich, sonst diskontinuierlich oder diskret, 
und zwar eigentlich oder uneigentlich diskontinuierlich, je nachdem Qi 
isoliert ist oder nicht. Kontinuierliche Transformationsgruppen sind immer 
unendliche Gruppen im Sinn von Ziff. 16, doch werden die Bezeichnungen ,,end- 
lich“ und ,,unendlich“ hier in der Regel in einer anderen Bedeutung gebraucht; 
man spricht dann von endlichen Transformationsgruppen, wenn eine Trans- 
formation der Gruppe durch Angabe einer endlichen Anzahl von Bestimmungs- 
stiicken (Parametern) festgelegt wird, und nur sonst von einer unendlichen 
Gruppe. Hangt eine endliche Transformationsgruppe insbesondere von 7 Para- 
metern ab, so spricht man von einer 7-gliedrigen Gruppe?). 

Beispiele: Die Gruppe der Translationen (Parallelverschiebungen) des Raumes 
4; = %,+ a, (i =1, 2, 3) bilden eine dreigliedrige Abelsche Gruppe; sie ist ein Normal- 
teiler der sechsgliedrigen Gruppe samtlicher Bewegungen des Raumes (vgl. Kap. 3, wo sich 
auch andere geometrische Beispiele finden). 

Eine unendliche kontinuierliche Gruppe wird von der Gesamtheit aller stetigen Trans- 
formationen des Raumes mit nicht verschwindender Funktionaldeterminante gebildet. 

Diskontinuierlich ist die durch eine Drehung des Raumes um eine feste Gerade erzeugte 
zyklische Gruppe; sie ist eigentlich oder uneigentlich diskontinuierlich, je nachdem der 
Winkel der erzeugenden Drehung zum vollen Winkel in einem rationalen Verhaltnis steht 
oder nicht. Die Gruppe ist im ersten Fall endlich, im zweiten unendlich im Sinn von Ziff. 16. 
Weitere Beispiele endlicher eigentlich diskontinuierlicher Gruppen finden sich in Ziff. 21 
bis 26; eine unendliche derartige Gruppe wird z. B. durch die Translationen = %,+ ha; 


(= 4, 2, 3) des Raumes gebildet, wenn die a; fest und die k; beliebige ganze Zahlen 
sind; die zu einem Punkt aquivalenten Punkte bilden dabei ein raumliches Gitter. 


21. Die Gruppen der regularen Kérper. Wir suchen nun alle endlichen 
Gruppen & von Drehungen der Einheitskugel aufzustellen. Zu diesem Zweck 
lassen wir den Mittelpunkt der Kugel mit dem Punkt z — 0 der Ebene a der 
komplexen Zahlen z zusammenfallen. Sind N und S die Endpunkte des zu a 
senkrechten Kugeldurchmessers, so daB N oberhalb und S unterhalb von za 
liegt, so ergibt sich durch Projektion aus N eine ein-eindeutige Zuordnung 
zwischen den Punkten der Kugel und den Punkten von a, wobei N dem Punkt 
z= oo und S dem Punkt z= 0 entspricht (stereographische Projektion). Es 
1aBt sich dann leicht zeigen, daB sich jede Drehung der Kugel durch eine linear 


1) Naheres hierzu findet sich in Kap. 10, VIII. Ausfihrliche Darstellungen sind Liz- 
ENGEL, Theorie der Transformationsgruppen, 3 Bde., Leipzig 1888— 1893; Lrz- 
ENGEL, Vorlesungen uber kontinuierliche Gruppen, Leipzig 1893; und BIANCHI 
Lezioni sulla teoria dei gruppi continui, Milano1918. Mehr referierend aber glanzend 
geschrieben ist die auch diskontinuierliche Gruppen umfassende Darstellung im zweiten Band 
von Kreins Vorlesungen tiber héhere Geometrie, 2. Aufl., Leipzig 1907 (autographiert) 
Den besten Zugang zur Theorie bilden wohl Lres eigene Arbeiten, insbesondere im 5. Bd. 
der von ENGEL herausgegebenen und (was stellenweise sehr notig ist) kommentierten Ge 
sammelten Abhandlungen (Christiania und Leipzig 1924) 
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gebrochene Transformation 2’ = set) der Ebene a darstellen 14Bt. Sind 


—, », € die Richtungskosinus der Drehachse, » der Drehwinkel und setzt man 


a = cos—, p= —Csin>, y=nsin—, d6=ésin—, 
so erhalt man fiir die Koeffizienten der Transformation (:2 = —1 
a=a+Pi, b=y+6i, c=—b=—y+6i, d=a=a— pi: 


ihre Determinante wird 
ad—be=o8+ +724 2=1. 

Jede von der Identitét (a = d =1, b =c = 0) verschiedene derartige Trans- 
formation hat zwei Fixpunkte oder Pole, die sich aus der Gleichung 2’ = z, 
d. h. aus cz* + (d — a) z — b = 0 ergeben, wobei, wenn c = 0 ist, die Wurzel 
= co mitzuzahlen ist. Fallen die Pole zusammen, so spricht man von para- 
bolischen Transformationen. Jede linear gebrochene Transformation ist 
winkeltreu oder konform (vgl. Kap. 6, Ziff. 22) und kreistreu, d. h. sie 
fiihrt Kreise wieder in Kreise tiber, wobei aber Gerade als Grenzfalle von Kreisen 
mit unendlich groBem Radius anzusehen sind. 

Die Gruppe & ist somit horhomorph mit einer Gruppe @’ linear gebrochener 
Transformationen der komplexen Ebene. In ©’ kénnen offenbar keine para- 
_bolischen Transformationen vorkommen; eine solche ist ja, wenn man die Pole in 
z= oo zusammenfallen laBt, stets eine Parallelverschiebung der Ebene und kann 
somit nur einer unendlichen Gruppe angehoren. Die ausdriickliche Unterscheidung 
zwischen & und @’ ist unn6tig; wir bezeichnen im folgenden beide Gruppen mit &. 

Sei nun # ein Pol einer Transformation S von @&. Alle Transformationen 
von @, die # fest lassen, bilden eine zyklische Untergruppe © von © und lassen 
auBerdem noch einen zweiten Pol fest; diese beiden Pole sind nichts anderes als 
die Projektionen der Schnittpunkte der Drehachse mit der Kugel auf z. Hat & 
die Ordnung n, © die Ordnung k (der Pol # heiBt dann -zahlig) und den Index 7 
(kj = n), so ist (Ziff. 17)G@ =€+T7,€ +7,;€ +--- 7,€. Der Polf und die aus 
ihm durch die Transformationen T,, 73;,..., 7; hervorgehenden Pole 7,(A), 
T;(p), ..., T;() bilden ein sog. System konjugierter Pole. Es ist zunachst 
zu zeigen, daB T;(p) in der Tat ein Poleiner Transformation von & ist. Ist naémlich 
S' irgendeine Transformation mit dem Pol T;(f), so ist p Pol von T;S’ T;*, also 
T,S' Tz! = S* und S‘=T;'S?T; eine Transformation von &. Alle Pole des 
Systems sind somit k-zahlig. Sind A und B zwei Transformationen von ©, so 
daB_A(p) = B(p) ist, so muB AB~1(p) = p, also AB-1 = S/ oder A'= S'B sein. 
Waren nicht alle Pole unseres Systems verschieden, etwa T,(p) = T;(), so ware 
also T, = T, Sf und T,€ = T;, SC = T,€ in Widerspruch dazu, daB die Neben- 
gruppen voneinander verschieden sind. Ist schlieBlich U ein beliebiges Element 
von &, so ist U(p), T, U(p), T,U(f), ..., T;U(p) dasselbe System konjugierter 
Pole wie oben, héchstensin anderer Reihenfolge. Denn da T; U in einer der Neben- 
gruppen enthalten sein muB, ist T;U = 7,S% oder T;U(p) = Tz S*(b) = Ti (0); 
ware andrerseits T; U(p) = T, U(p), so ware wegen T;U = T;,S9U auch T; = T; SI, 
was denselben Widerspruch wie oben ergeben wiirde. Das System konjugierter 
Pole enthalt daher alle Pole, die aus einem von ihnen durch Ausfihrung aller 
Transformationen der Gruppe hervorgehen. 

Zahlt man jeden Pol so oft, als er bei Transformationen der Gruppe (mit Aus- 
nahme der Identitat) vorkommt, so erhalt man 2” — 2 Pole. Andrerseits kann 
man die Pole in Systeme konjugierter Pole ordnen. Es moge sich dabei ein System 
von j, k,-zahligen, eines von 7, ko-zahligen Polen usw., schlieBlich ein System von 
j, k,-zahligen Polen ergeben. Dabei ist 1mmer hy}; =. Da ein k,-zahliger Pol 
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bei k; —1 von der Identitat verschiedenen Transformationen vorkommt, muB 
(Rg Aten Ute etl) ty cleo + (Rp —1) 9, = mr — (fa + Jo + +++ + Jp) = 2 — 2 


oder, nach Division durch ” 








1 1 Aas. 1 ahs 2 
Ry f Ry ig Rs I + k, Se n is 
sein!); wegen 2< hk; =< 0 (6 =, 2c. arpa esolet daraus r= 4 — as und somit 


kann 7 nur eine der Zahlen 2 oder 3 sein. Es ergeben sich schlieBlich, wie man 
leicht iiberlegt, folgende mégliche Falle: 

1. y= 2; es muB ki =k, = 1 und 7, = jg =1 sein. ©& ist zyklisch. 

2. y = 3; eine der drei Zahlen k;, etwa k,, muS = 2 sein. 

AD hy = hy 2, hg > =k (n also gerade). Diedergruppe. 
6n 72 
B. ky = 2, hy = 3, bg =F 5 = 9 errr ee 
a) ky = 2, ky = kg = 3; 2 = 12. Tetraedergruppe. 
b) ky = 2, ky =3, kg = 4; 0 = 24. Oktaedergruppe. 
c) ky =2, kg =3, kg =5; m= 60. Ikosaedergruppe. 

Die Bezeichnungen der drei letzten Gruppen kommen daher, dab sie mit 
den Drehungsgruppen des Raumes iibereinstimmen, die diese regularen Korper in 
sich iiberfiihren. Ahnliches gilt von der Diedergruppe, wenn man sich unter einem 
Dieder ein in ein regulares n-Eck ausgeartetes Polyeder vom Volumen 0 vorstellt 
und Ober- und Unterseite dieses n-Ecks als die beiden Flachen des Polyeders 
ansieht. Die Ordnungen der unter 2. aufgezdhlten Gruppen stimmen jeweils 
mit den verdoppelten Kantenzahlen der betreffenden Polyeder tberein. 

Neben den in 2B. genannten Kérpern fithren die betreffenden Gruppen 
auch die sog. Polarkérper in sich tiber. Dabei kommt man von einem Polyeder 
zum polaren, indem man die Mittelpunkte seiner Begrenzungsflachen aus dem 
Mittelpunkt der umschriebenen Kugel auf dieselbe projiziert; die sich so er- 
gebenden Punkte sind die Ecken des Polarkérpers. So sind die Polarkérper der 
obigen der Reihe nach das (um NS durch 2/2 verdrehte, Abb. 3) Gegentetraeder, 
der Wirfel und das Pentagondodekaeder. 

Erwahnt sei noch der zur Veranschaulichung eigentlich diskontinuierlicher 
Gruppen der Ebene (oder Kugel) wichtige Begriff des Fundamental- oder 
Diskontinuitatsbereiches. Man versteht darunter ein Gebiet der Ebene, 
in welchem zwar keine zwei aquivalenten Punkte liegen, jedoch jeder Punkt 
der Ebene einen Aquivalenten hat. Wendet man auf einen Diskontinuitats- 
bereich samtliche Transformationen der Gruppe an, so erhalt man Aquivalente 
Bereiche, die die Ebene einfach und liickenlos tberdecken. Der Begriff des 
Diskontinuitatsbereiches lat sich mittels der stereographischen Projektion ohne 
weiteres auf die Kugel tibertragen. Die Begrenzung der Diskontinuitatsbereiche 
ist im wesentlichen willkirlich wahlbar; im folgenden ist bei der Festlegung der- 
selben die durch Projektion der Kanten des betreffenden regularen Kérpers 
sich ergebende Einteilung der Kugelflache zugrunde gelegt bzw. bei den zyklischen 
Gruppen die Einteilung durch Meridiankreise. AuSerdem sind die Symmetrien 
der sich so ergebenden Diskontinuitatsbereiche dadurch kenntlich gemacht, 
da8 jeder solche Bereich in je ein weiBes und ein schraffiertes Zwei- oder Dreieck 
zerlegt ist, die zueinander spiegelbildlich sind. Die Diskontinuitatsbereiche der 


erweiterten Gruppen (Ziff. 26) sind dann unmittelbar durch diese Zwei- oder 
Dreiecke gegeben. 





1) Uber eine andere Herleitung dieser Formel vel. Kap. 3, Ziff. 40. 


Ziff.22, 23. Zyklische und Diedergruppen. VAS 

22. Zyklische und Diedergruppen. Die ersteren werden durch die Drehung 
um NS durch den Winkel 22/n erzeugt. Definierende Relation der abstrakten 
Gruppe ist S*—£E, Die Diskontinuitatsbereiche sind in Abb. 1 dargestellt. 
Alle Untergruppen sind wieder zyklisch, ihre Ord- 
nungen Teiler von n. Ist m eine Primzahl, so exi- 
stieren keine Untergruppen. Die Gruppe ist homo- 
morph mit der zyklischen Permutationsgruppe von 
n Dingen. 

Als erzeugende Elemente der Diedergruppe 
von der Ordnung »=2k kann man die Um- 
klappung U um die reelle Achse (das Dieder hegt 
dabei so in der Ebene, daf eine Ecke in den Punkt 
z= 1 fallt und der umschriebene Kreis der Ein- 
heitskreis ist) und die Drehung D um NS durch : 
den Winkel 27/k nehmen. Definierende Relationen paticrr sg» 
der abstrakten Gruppe sind D®é=E, U2=E Oiler caeen i cat : 
und DU = UD~}. Auf den Nachweis der Voll- 
standigkeit kann nicht eingegangen werden. Fiir k = 2 ergibt sich eine Abel- 
sche Gruppe, die sog. Vierergruppe. Das Dieder artet in diesem Fall in eine 
doppelt zahlende 
Gerade aus. Nicht 
zyklische —_ Unter- 


4 
gruppen sind nur Gy; 
vorhanden, wenn & Y 
keine Primzahl ist; YH 
sie sind dann wieder ZA H Yy 


vom  Diedertypus 
und ihre Ordnungen 
immer das Doppelte 
eines Teilers von 2. 
Die =zweizahligen 
Achsen liegen alle in 
der Ebene des Die- Abb, 2. Diskontinuitatsbereiche der Diedergruppen von den Ordnungen 6 und 8. 
ders und verbinden 
bei geradem & entweder zwei Ecken oder zwei 
Seitenmitten miteinander, bei ungeradem k 
eine. Ecke mit der gegeniiberliegenden Seiten- 
mitte ; sie sind immer Symmetralen des Dieders. 
Die Diedergruppe ist mit der durch 


(Sa ed 








u 


=F: 


NY 





und ae 
U=(1,k-1)2,k—2)...(5, 4) 
bei geradem, bzw. 
k—-14 k+ 3) 
DSU aio on eee ee 
bei ungeradem gegebenen Permutations- Abb. 3... Tetraeder: 


i h. 
ca Die’ Re ereaane Uber die gebrauchliche Aufstellung des Tetraeders 


gibt Abb. 3 Aufschluf8. Das Gegentetraeder ergibt sich durch Drehung um NS 
durch 7/2. 
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Als erzeugende Elemente kann man die Umklappung U um NS und die 
Drehung D durch 22/3 um eine der dreizahligen Achsen wahlen, welche eine Ecke 
mit der Mitte der gegeniiberliegenden Seite verbinden. Definierende Relationen 
sind D? = U2 = (DU)? = (UD-1UD}?? = E. 

Projiziert man das Tetraeder aus dem Mittelpunkt auf die Einheitskugel, 
so wird diese in vier spharische Dreiecke geteilt; je zwei Sechstel eines solchen 
bilden einen Diskontinuitatsbereich; in Abb. 4 besteht ein solcher also immer 
aus je einem leeren und schraffier- 
ten Dreieck. Durch die Drehungen 
der Gruppe werden nur gleich- 
artige Dreiecke ineinander iiber- 
gefiihrt. 

Da die Ordnung einer Unter- 
gruppe ein Teiler von 12 sein muB, 


\ 


is 
x 


\ 






AZ 


\ 


( 









ZZ 





Abb. 4. Diskontinuitatsbereiche der Tetraedergruppe. Abb. 5. Oktaeder. 


kommen hierfiir nur die Zahlen 2, 3, 4 und 6 in Betracht. Die beiden ersten 
entsprechen den durch die zwei- und dreizdhligen Achsen gegebenen zyklischen 
Untergruppen, die dritte der aus E und den drei Umklappungen bestehenden 
Vierergruppe, die zugleich Normalteiler ist; eine Untergruppe sechster Ordnung 
existiert nicht. 

Die Gruppe ist homomorph mit der alternierenden Permutationsgruppe 
von 4 Dingen; es ist dabei D = (234), U = (12) (34). 

24. Die Oktaedergruppe. Wegen der Aufstellung vgl. Abb. 5. 

Erzeugende Elemente: Die Drehung D,um NS durch 2/2 und die Drehung D, 
durch 22/3 um die Verbindungsgerade der Mitten zweier gegentiberliegender Seiten. 
Die Umklappung U um die Verbindungsgerade der Mitten zweier gegeniiber- 
liegender Kanten ist durch diese bereits gegeben; es ist namlich U = D,D,. 
Definierende: Relationen\ sind: D3 =D, ="(D, D,)2== & (Abb: 6). 

An Untergruppen sind auBer den zyklischen drei Gruppen achter Ord- 
nung vom Diedertypus vorhanden, ferner vier Vierergruppen (von welchen die 
durch die drei Hauptachsen des Oktaeders gegebene Normalteiler ist) und 
eine mit der Tetraedergruppe homomorphe Untergruppe (ebenfalls Normal- 
teiler). Die Existenz dieser Untergruppen ist an der Figur des Oktaeders leicht 
nachzuweisen. 

Die Gruppe ist homomorph mit der symmetrischen Permutations- 
gruppe von vier Elementen; man setzt D, = (1234), D3; = (324), dann wird 
U = D,D,= (14). Wegen der Reihenfolge der Faktoren vgl. Ziff. 20. 


Ziff. 25, 26. Die Ikosaedergruppe. Kristallsysteme und Kristallklassen. Wg 


25. Die Ikosaedergruppe (Abb. 7). Erzeugende Elemente sind: Die Drehung 
D;, durch 22/5 um eine Achse durch zwei gegentiberliegende Ecken, z.B. NS und 


die Umklappung U um eine zwei gegeniiberliegende Kant itt , 
Achse. Die Drehung D, S&S | § enmitten verbindende 


um eine zwei gegeniiber- 
liegende Flachenmitten 
verbindende Achse_ ist 
aus diesen in der Form 
D; = UD; zusammen- 
gesetzt. | Definierende 
Relationen sind: 


D3 =U? = (UD,3 =E. 


Die Ikosaedergrup- 
pe besitzt im ganzen 
57 Untergruppen,  je- 
doch keinen Normal- 
teiler!). Sie ist homo- 
morph mit der alter- 
nierenden Permutations- 
gruppe von 5 Elementen; 
man setzt D; = (12345) 
und U=(23) (45), dann 
wird 22 OF), == (135): 

26. Kristallsysteme 
und = Krristallklassen. 
Unter diesen Gruppen Abb. 6. Diskontinuitatsbereiche der Oktaedergruppe. 
miissen sich offenbar 
auch alle méglichen Gruppen von Drehungen um den Ursprung O befinden, die 
ein Raumgitter (Ziff. 20, letztes Beispiel), in sich ttberfithren. Zunachst stellen 
wir fest, daB jede Ebene ¢, die einen 


Gitterpunkt enthalt und zur Drehachse yy 
senkrecht ist, eine Gitterebene sein (d. h. Wt; 

ein ebenesGitter enthalten) muB, da durch _D, Vy | 

die Drehung mindestens ein weiterer WU) Uf ; 
Gitterpunkt in ¢ entsteht. Soll nun eine I Zi QU 
Drehung um O zu& gehoren, so muB sie } | 7), 
jedes zur Drehachse senkrechte ebene !) LMA Lp 


Gitter in sich iiberfiihren. Jedes ebene / % [P, 


/ 
Gitter gestattet aber Drehungen durch z, VP 


so daB zunachst nur gerade Ordnungen 
in Betracht kommen. Weiter sind aber 
Drehungen durch weniger als 2/6 unmég- 
lich. Angenommen, es gabe eine Drehung 
achter Ordnung; ist dann P, der O zu- § 
ndchst gelegene Punkt, so entstehen aus 
P, durch die Drehungen sieben weitere 
Pankie P,, .P;, ..-,; P,.Setzt man dann 
den Vektor P,P, an O oder, falls dieser 
kein Gitterpunkt ist, an P, an, so kommt 
man zu einem Gitterpunkt, der gegen Vor- 

1) Vgl. Krein, Vorlesungen iiber das Isokaeder, Leipzig 1884. 
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Abb. 7. Ikosaeder. 
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aussetzung naher bei O liegt als P,. Bei den kristallographischen Gruppen 
kénnen also 2-, 4- oder 6-zahlige Achsen vorkommen; auBerdem sind noch 
3-zahlige Achsen méglich (Untergruppe ©, der zu einer 6-zdhligen Achse ge- 
hérigen €,). Die Ikosaedergruppe ist daher auszuschlieBen; ihr Auftreten wiirde 
iibrigens auch einen Widerspruch mit dem ,,Gesetz der rationalen Indizes” be- 
deuten. 
Neben dieser Einschrankung ergibt sich aber auch eine Erweiterung aus der 
Bemerkung, daB ein Raumgitter im allgemeinen symmetrisch zum Ursprung O 
ist, also durch eine Inversion (Spiegelung an O) in sich tbergefiihrt wird. Bei 
der Darstellung durch Gruppen linear gebrochener Transformationen lauft das 
auf eine Erweiterung mittels der sog. Transformationen zweiter Art hinaus, 
die sich jedoch samtlich aus den bisher betrachteten und der Transformation 
z’ = Z zusammensetzen lassen, wobei z die zu z konjugiert komplexe Zahl bedeutet. 
Bemerkt sei, daB die Begrenzungen der Diskontinuitatsbereiche eindeutig bestimmt 
sind, wenn die betreffende Gruppe Transformationen zweiter Art enthalt. 
Wollen wir also alle méglichen Symmetrien von Raumgittern und damit 
alle méglichen Typen von solchen aufstellen, so haben wir die noch in Betracht 
kommenden Gruppen durch Transformationen zweiter Art, die O fest lassen, zu 
erweitern ; es sind das (auf der Kugel) die Inversion J, die Symmetrie S an einer 


Ebene und die Drehspiegelung D, worunter die aus einer Drehung und darauf- 
folgender Spiegelung an einer zur Drehachse senkrechten Ebene zusammengesetzte 


Operation zu verstehen ist; die Ordnung von D muB immer gerade sein. Wir 


bezeichnen mit ©, die zyklische Gruppe u-ter Ordnung, mit ©; die allein von 
einer Drehspiegelung erzeugte zyklische Gruppe von der Ordnung 2k, mit D, 
die Diedergruppe von der Ordnung 2 und mit T und © Tetraeder- und Ok- 
taedergruppe. 

Es ergeben sich folgende 32 Gruppen: 

a) aus der Identitat: 1) E allein, 2) E und J, 3) E und S; 

b) aus den zyklischen Gruppen (es bedeutet # die Spiegelung an der horizon- 
talen, v die an einer vertikalen Ebene): 4) ©, 5) 3, 6) ©, 7) Gs, 8) Gs, 9) CG, 
10) G3, 11) ©g, 12) Cy, 13) Ch, 14) Cy, 15) ©, 16) Ch, 17) Ce; - 

c) aus den Diedergruppen: 18) Dy, 19) D3, 20) D3, 21) Dz, 22) DE, 23) Dz, 
24) Dy, 25) Di, 26) De, 27) Da; 

d) aus der Tetraedergruppe: 28) %, 29) 3*, 30) 3; 

e) aus der Oktaedergruppe: 31) ©, 32) O#. 

In der Kristallographie erfolgt die Einteilung nach anderen Gesichtspunkten. 
Es werden zunachst folgende Systeme aufgestellt: 

I. Gitter ohne besondere Symmetrien: triklin; 

II. Gitter mit einer zweizahligen Achse (Digyre): monoklin; 

III. Gitter mit einer dreizahligen Achse (Trigyre): rhomboedrisch (wird 
manchmal zum System V. gezahlt) ; 
IV. Gitter mit einer vierzaihligen Achse (Tetragyre): tetragonal; 
V. Gitter mit einer sechszahligen Achse (Hexagyre): hexagonal; 
VI. Gitter mit drei aufeinander senkrechten Digyren: rhombisch; 
VII. Gitter mit drei aufeinander senkrechten Tetragyren: kubisch, regular 
oder tesseral. 

Die volle Gruppe jedes Systems entsteht aus der Erweiterung der zugehérigen 
Drehungsgruppe mit einer Transformation zweiter Art und heiBt Holoedrie; 
die oben angegebenen Achsen miissen nur bei den Holoedrien vorhanden sein. 
nicht aber bei den Untergruppen. Untergruppen vom Index 2 hei®en im all- 
gemeinen Hemiedrien, solche vom Index 4 Tetartoedrien. 


i 
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__ Jeder der 32 obigen Gruppen entspricht eine Kristallklasse: diese verteilen 
sich folgendermaBen auf die 7 Systeme: 
I. Triklines System: 
1. Holoedrie E + I, (2), 
2. Hemiedrie EF allein, (4) 
II. Monoklines System: 
1. Holoedrie ©}, (5), 
2. Hemiedrie E + S, (3) 
3. Hemimorphie ©, (4); 
III. Rhomboedrisches System: 
1. Holoedrie D3, (23), 
2. Pyramidale Hemiedrie oder Paramorphie 65, (14), 
3. Hemimorphie ©}, (10), 
4. Enantiomorphie oder trapezoedrische Hemiedrie Day (21); 
5. Tetartoedrie €3, (8); 
IV. Tetragonales System: 


, 


1. Holoedrie Dj, (25), 

2. Pyramidale Hemiedrie oder Paramorphie 6°, (13), 

3. Hemimorphie ©}, (14), 

4. Trapezoedrische Hemiedrie oder Enantiomorphie D,, (24), 

5. Hemiedrie zweiter Art oder sphenoidische Hemiedrie D2, (20), 

6. Tetartoedrie €,, (12), ve 

7. Tetartoedrie zweiter Art oder sphenoidische Tetartoedrie €,, (7); 
V. Hexagonales System: 


. Holoedrie §, (27), 
. Pyramidale Hemiedrie oder Paramorphie ©, (16), 
. Hemimorphie €3, (17), 
- Trapezoedrische Hemimorphie oder Enantiomorphie D,, (26), 
- Hemiedrie zweiter Art oder trigonale Holoedrie 9, (22), 
. Tetartoedrie ©,, (45), 
. Tetartoedrie zweiter Art oder trigonale Paramorphie ©}, (9); 
VI. Rhombisches System: 
1. Holoedrie Df, (19), 
2. Hemiedrie D,, (18), 
3. Hemimorphie 3, (6); 
VII. Kubisches System: 
‘ 1. Holoedrie 9", (32), 
2. Pentagonale Hemiedrie X*, (29), 
3. Tetraedrische Hemiedrie &’, (30), 
4. Plagiedrische Hemiedrie 9, (31), 
5. Tetartoedrie &, (28). 

Bemerkt sei, daB V,5 und 7 mitunter zu III gezahlt werden, doch waren 
diese Gruppen dann dort die einzigen mit horizontalen Symmetrieebenen. 

27. Die Raumgruppen. Es sind damit alle eigentlich diskontinuierlichen 
Gruppen des Raumes aufgestellt, die einen Punkt fest lassen. Man kann nun 
noch einen Schritt weiter gehen und die letzte Einschrankung fallen lassen, 
d. h. sich die Frage nach allen eigentlich diskontinuierlichen Transformations- 
gruppen tiberhaupt, den sog. Raumgruppen, stellen. Wir miissen uns hier 
mit der Bemerkung begniigen, daB jede solche Gruppe die Abelsche Gruppe 
aller Translationen des betreffenden Gitters als Untergruppe enthalten muB. 
Die Aufgabe, alle diese Gruppen aufzustellen, wurde von FEDOROW und un- 


NNAYRS DO = 
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abhangig von diesem von SCHONFLIES!) gelést. Es gibt im ganzen 230 Raum- 
gruppen, wovon 65 von erster und 165 von zweiter Art sind; sie umfassen die 
simtlichen méglichen Strukturformen der Materie, doch sei bemerkt, daB — 
wenigstens derzeit — durchaus nicht jede der 230 Typen auch in der Natur 
realisiert vorgefunden wurde. 


V. Lineare Transformationen, Invarianten und 
quadratische Formen. 


28. Der allgemeine Invariantenbegriff. Ist @ irgendeine beliebige Trans- 
formationsgruppe, so heiBt jede GréBe J eine Invariante von ®& oder genauer 
eine Invariante gegeniiber den Transformationen von ©, wenn fiir die sich durch 
Ausfiihrung einer beliebigen Transformation T von © sich ergebende GrdBe I’ 
eine Beziehung von der Form J' = ®- I gilt, wo ® ausschlieBlich von den die 
Transformation T bestimmenden GréBen abhangt. Insbesondere spricht man 
in dem wichtigen Fall ® =1 von einer absoluten, sonst von einer relativen 
Invariante. So ist z. B. der Grad einer Form (Kap. 1, Ziff. 7) eine In- 
variante gegeniiber der Gruppe aller linearen homogenen Transformationen der 
Veranderlichen; man spricht hier von einer arithmetischen Invariante. 
Dasselbe gilt vom Geschlecht einer Riemannschen Flache, welches eine arith- 
metische Invariante aller stetigen Transformationen des Raumes mit nicht 
verschwindender Funktionaldeterminante ist. Der Wert einer beliebigen Funk- 
tion f ist eine Invariante gegeniiber allen Transformationen der Veradnderlichen, 
der Abstand zweier Punkte eine Invariante gegeniiber allen Transformationen, 
die Bewegungen des Raumes darstellen usw. Um auch noch ein Beispiel einer 
relativen Invariante zu geben, sei die Diskriminante D = aj, — a4, 49 der binaren 
quadratischen Form a4, %} + 2.449% %_ + dg.x%3 erwahnt; durch die Transformation 
Xe = Cy, X] + Cox (1 = 1,2) erhdlt man eine neue quadratische Form, deren 
Diskriminante D’ = A?D ist, wo A die Determinante |c;,| bedeutet. 

29. Lineare Transformationen. Im Vordergrund vieler Teile der Algebra 
und Geometrie stehen die Invarianten der Gruppe der homogenen linearen 
Transformationen 


n 
Vi = 2 tin he (== "oe Bee (1) 
mit der Matrix %& = (a;,) und der Determinante A = {a;;,|. Man schreibt fiir (1) 


abgekiirzt auch y = %x. Ist dann x = Bw eine zweite homogene lineare Trans- 
formation, so gibt die Zusammensetzung y = €w, wo © = AB das Produkt 
der Matrizen {{ und % in dieser Reihenfolge ist (vgl. Ziff. 12). Hat % den Rang 2, 
ist also A #0, so lassen sich die Gleichungen (1) nach den x auflésen; man erhalt 
x =%U-ty, wo %-1 die zu Wf inverse Matrix ist. Transformationen mit A #0 
heiBen nichtsingular, solche mit A = 0 singular. 

Die Gleichungen (1) lassen sich in zweierlei Arten geometrisch deuten. 
Zunachst kann man die x und y als homogene Koordinaten in zwei R,_, auf- 
fassen; (1) ist dann eine projektive Transformation oder Kollineation der beiden 
R,-,, die wieder singular heiBt oder nicht, je nachdem A—O oder A + 0 ist. 
Sind die x und y Koordinaten im selben R,_,, so spricht man von einer Kolli- 
neation des R,_, in sich. Die Gruppe der Transformationen (1) wird demgemaB 
bei homogenen Veranderlichen als projektive Gruppe des R,_, bezeichnet. 


') Kristallsysteme und Kristallstruktur, Leipzig 1891. Eine besonders griindliche, bis 


ins kleinste Detail gehende Untersuchung gab Nicc1i, Geometrische Kristallographie des 
Diskontinuums, Leipzig 1919. 


eek 
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Sind die x und y jedoch inhomogene Koordinaten zweier R,,, so ist (1) eine 
spezielle affine Transformation, die den Ursprung des einen R, auf den Ursprung 
im anderen abbildet oder, wenn x und y Koordinaten im selben R,, sind, eine 
affine Transformation, die den Ursprung fest 1aBt. Die allgemeine affine Trans- 
formation ergibt sich aus der ersten Interpretation, wenn man zunichst zu in- 
homogenen Koordinaten a a, a = Y; ((=1,2,...,%—1) tibergeht, wo- 
durch (1) die Gestalt : fie 
ees yy Xy + Aig Xe + +++ + Gin-1Xn-1 + Gin 


v 





Ani Xy = Ang X alesse “+ Qn win 1 + Gnn (2 sat; 2, oo a=: 4) 


Smneumen .und) dann den Sonderiall 4,5: a4, = © ° = ay ,-1 = 0; Gan 3 0 
herausgreift. Man erkennt, da dadurch der R,_, (Hyperebene des Ry_,) 
X», = 0 ausgezeichnet wird (unendlich ferne Hyperebene des R,_,) und bei allen 
affinen Transformationen fest (invariant) bleibt. Die affinen Transformationen 
bilden somit eine Untergruppe der projektiven Gruppe, die affine Gruppe des 
R,-,. Die Beschrankung auf homogene lineare Transformationen ist offenbar 
keine Einschrankung der Allgemeinheit. Uber die Deutung von (1) als Koordi- 
natentransformation (bei A + 0) vgl. die Bemerkung in Kap. 1, Ziff. 26. 

Fa8t man die inhomogenen Veranderlichen x, %2, ..., %, als Komponenten 
eines Vektors x auf, so kann man den sich aus (1) ergebenden Vektor y mit den 
Komponenten 4, Vo,.-.-., ¥, als das Produkt y= %-x der Matrix (Tensor 
oder Affinor) {{ mit dem Vektor x ansehen. Diese Deutung ist selbstverstandlich 
nur innerhalb der affinen Gruppe méglich. 

Zwei Reihen von Veranderlichen x; und y; heiBen kogredient, wenn bei 
Ausfiithrung einer Transformation einer Reihe dieselbe Transformation auch 
auf die andere Reihe auszuiiben ist; die x; und y; sind dann Punktkoordinaten 
im'selben R,_,. oe 

Die Transformation y; = >'a,;%, mit der Matrix ’ = (a;) hei®t zu (1) 

k=1 








transponiert oder konjugiert. 

Zwei Reihen von Veranderlichen x; und uw, heiBen kontragredient, wenn bei 
Ausfiihrung der Transformation x; = x’ die u; der kontragredienten Trans- 
formation u = (’)~1w’, also der transponierten reziproken Transformation 
unterliegen und umgekehrt. Deutet man etwa die x; als Punktkoordinaten in 
einem R,,_,, so sind die w Hyperebenenkoordinaten im selben R,_,. Sind x = Ax’ 

r n n 
und «= %u' kontragrediente Transformationen, so ist >’; «; =>) wi x; eine 
{1 i=l 
absolute Invariante (Zwischenform, Ziff. 31) und umgekehrt. 

30. Orthogonale Transformationen. Die Transformation (1) von Ziff. 29 

heiBt orthogonal, wenn die 4” (m +1) Relationen 


ike » 
> ai; sy = Oix italy 2p, 11) (A) 
j=1 


bestehen, wo 6;, = 0 oder =1 ist, je nachdem 1#k oder 1 =k ist. Die Re- 
: n 

lationen (A) sind gleichwertig mit > aaj, = Oi,, aber auch mit den sym- 
eo 


= 
bolischen Gleichungen 2’ = © oder Y’A = €. Die Determinante einer ortho- 
gonalen Transformation hat entweder den Wert + 1 (eigentlich orthogonale 
Transformation oder den Wert —1 (uneigentlich orthogonale Trans- 
formation). Die orthogonalen Transformationen bilden. eine Untergruppe der 
affinen Gruppe des R, mit festem Anfangspunkt, die eigentlich orthogonalen 
Transformationen (nicht aber die uneigentlichen!) wieder eine Untergruppe 
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dieser. Deutet man die Veranderlichen als rechtwinklige Koordinaten, so 
stellen die eigentlich orthogonalen Transformationen Drehungen um den Ur- 
sprung dar, wahrend sich die uneigentlichen aus einer solchen Drehung und 
aus einer Spiegelung an einer Ebene durch den Ursprung zusammensetzen lassen 
(Transformationen zweiter Art, vgl. Ziff. 26). 

Aus %' % = & folgt, daB jede orthogonale Transformation die quadratische 


n n 
Form > x} oder allgemeiner den Ausdruck 2," — x2, also das Quadrat 
i=1 


Ae = 
des Abstandes der Punkte x und x®) ungedndert JaBt. 

31. Projektive Invarianten. Sei x = ©’ eine beliebige homogene lineare 
Transformation, deren Matrix © = (c;,) den Rang m hat, und F'(x,, %2, ...,%p, 
@,, Ay, .++, Gp) = F(x, a) eine Form in den Veranderlichen x mit den Koetfi- 
zienten a. Eine ganze rationale Funktion J(a) dieser Koeffizienten ist dann eine 
Invariante von F’, wenn der aus den Koeffizienten der transformierten Form 
F'(x', a') gebildete Ausdruck /(a’) der Beziehung J(a’) = C’J(a) geniigt, wo 
C = |c,,| die Transformationsdeterminante ist. Es 1aBt sich unschwer zeigen, 
daB der in Ziff. 28 mit ® bezeichnete Faktor rechts hier immer eine Potenz 
von C ist. Der stets positive Exponent g heiBt Gewicht der Invariante. Jede 
Invariante ist homogen, also eine Form in den a. Hangt J von den Koeffizienten 


mehrerer Formen F(x, a), G(x, 6),...ab, so spricht man von einer simultanen 

Invariante der Formen F, G, ... So ist z. B, die Determinante |a,,| eine 
n 

simultane Invariante vom Gewicht 4 der 7 Linearformen >’ aj, %,; (i= 1,2,...,”)3 
k=1 


sie wird auch als Resultante dieser Formen bezeichnet: Das Verschwinden 
einer Invariante hat immer eine geometrische Bedeutung, wenn man die x etwa 
als homogene Koordinaten in einem R,_, deutet; man nennt J = 0 eine in- 
variante Gleichung. So bedeutet das Verschwinden der obigen Resultante, daB 


n 
die » Hyperebenen 4k % =O, (= 1, 2,...,m) durch einen Punkt gehen. 
f=1 : 


Eine ganze rationale Funktion K(a,b,..., y,z,...), fiir die wieder 
K(a', 0',...,9',2',...) = CK (a, b,..., y, z,...) ist, heiBt (relative) Kovari- 
ante, wenn alle Variablenreihen y, z, ... sich kogredient mit den x transfor- 
mieren, hingegen Kontravariante, wenn die y, z, ... sich kontragredient zu 
den « transformieren, oder aber Zwischenform, wenn unter den 4),25 2. aberde 
Arten von Variablen vorkommen. g wird auch hier als Gewicht bezeichnet, 
muB aber nicht positiv (wohl aber ganz) sein. Invarianten, Kovarianten, Kontra- 
varianten und Zwischenformen werden mitunter gemeinsam alsK onkomitanten 
haufig auch als Invarianten schlechthin bezeichnet (vgl: Ziff. 28). Sie sind immer 
homogen in jeder Reihe von Koeffizienten a, b, ... und Veranderlichen Nara 
Die einfachste (absolute) Kovariante einer Form F(x, a) ist F selbst. Sind 
xf (k = 4, 2,..., ”) kogrediente Veranderliche, so ist die Determinante | + 
eine Kovariante vom Gewicht —1. hh. 

Aus zwei ganzen rationalen Invarianten J, und J, mit den Gewichten g, und gy 
laBt sich immer eine absolute herleiten, namlich IH: TY. 

82. Bilineare und quadratische Formen. Unter einer Bilinearform versteht 


: n 
man einen Ausdruck von der Gestalt /(x, y) = > %%%; 4, der also in jeder der 
i, b= 


beiden Variablenreihen x und y homogen und linear ist. Die Matrix 9{ = (4x) 
heiBt Matrix von /(x,y). Die Begriffe symmetrisch, schief, Rang ‘singular 
transponiert, invers, adjungiert, Summe und Produkt ubertragen sich von den 
Matrizen her unmittelbar auf Bilinearformen. Das Produkt zweier Bilinear- 
formen erhalt man also nicht durch Ausmultiplizieren, sondern es ist wieder 
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eine Bilinearform, deren Matrix das Produkt der Matrizen der urspriinglichen 
Bilinearformen ist. Unterwirft man die Veranderlichen den Transformationen 
x = Bx’, y= Cy’, so ergibt sich aus f(x, y) eine Bilinearform mit der Matrix 
%' AC. Eine symmetrische Bilinearform bleibt symmetrisch, wenn x und y 
kogredient transformiert werden. 


Von der symmetrischen Bilinearform /(x,y) kommt man unmittelbar 


n 
=} 


za der quadratischen Form f(x, x) = > aj, %;%% (diz = ay), Wenn man die 


i, k= 
beiden Variablenreihen einander gleichsetzt. Die Bilinearform /(x,) heiBt 
A Rn 
‘ . cae bh Of (%, *) 
Polarform von /(x, x); es ist f(x,y) = Dekeee Vis 
= 

Die symmetrische Determinante A = |a,,| hei8t Diskriminante der 
quadratischen Form f(x,x); sie ist eine relative Invariante vom Gewicht 2 
und stimmt bis auf den Faktor } mit der Hesseschen Determinante von /(x, x) 
uberein. 

Fundamental fiir die Theorie der quadratischen Formen ist das Problem 
der Transformation auf eine Summe von Quadraten. Es gilt der Satz: Jede qua- 
dratische Form vom Rang  1a8t sich mit Hilfe einer nichtsingularen projektiven 
Transformation in die kanonische Form x7-+ x3-++ --- +x? tiberfiihren. Ausdriick- 
lich bemerkt sei, daB die Transformation nicht reell sein mu8, auch wenn /(%, x) 
reell ist. Sei a;; ein von Null verschiedener Koeffizient der Hawptdiagonale von 

n 


AC Se See ee Pn > Aye Xi XE - 








i k=1 
Wir setzen & , 
1 
f= > Min %%) + hr, 
a5 
k=1 
wo /, von x; unabhiangig ist. Die Transformation 
n 
é f 5 ; 
= > Gee, GH He... Ot 1...) am 
k=1 


(letzteres fallt bei i = 1 fort) fiihrt dann f tiber in 


1 z 
eH fp a Nay hiv Un) 
Qii 


Wiederholt man das Verfahren an /, usw., so gelangt man nach  Schritten 
za einem Ausdruck von der Form 


g a 2 P 
Cy Hy =f Co X5 “fe eels a Cy X =ys 


die quadratische Form /, mu8 aber verschwinden, da / voraussetzungsgemab 
den Rang 7 hat. Das Verfahren versagt nur, wenn in / oder in einer der 
folgenden Formen /,,... alle Glieder der Hauptdiagonale verschwinden. Ist das 
etwa bei / der Fall, jedoch a,, #0, so setzt man 


= > (dia %2 + 3% + s+ ft dyn Hn) (ay %y + Gog %y t+ +++ + dann) +h, 


12 


wo f, von x, und %, nicht mehr abhangt. Die Transformation 
= Aya Xo + Ayg%3 +++ + AinXns X= 421% + 403 %s + +++ +r dan Xn, 


4p = Hy Ga, 4. xe, 1) 
6* 
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fiihrt dann / iber in 228 ee ee 

12 


woraus durch die zweite Transformation 





sf = ah + 1, = — oh, Ka G=3, 0) 
schlieBlich ‘J , 
re x? S Bea Net Ko oe Mp) 
folgt. Zum Schlu8 ist noch die Transformation 
= You (i=1,....7) h=m R=rt1,..-.”) 
auszufihren. 


Ist / reell, so sind alle obigen Transformationen bis auf die eae ebenfalls 
reell. Will man also nur reelle Transformationen zulassen und ist die Numerierung 
so gewahlt, daB c,, Co, - +5 Cy POSitiv, Cyya, Ceeg, - <-> Ce negativ stad sso 1st 
die letzte Transformation zu ersetzen durch 


Vega, (0 = 12, SS), ye ee eS Se 
Man erhalt die Normalform 

2 2 2 2 2 2 

ate Wg eee ge i att ie ge ee a 





Die Differenz der Anzahlen der positiven und negativen Quadrate 2s — 7 pflegt 
man Signatur der quadratischen Form zu nennen. Sie ist neben dem Rang 7 
eine arithmetische Invariante reeller quadratischer Formen gegeniber reellen 
linearen Transformationen. Diese Tatsache findet ihren Ausdruck in dem sog. 
Tragheitsgesetz der quadratischen Formen: Wie immer man auch eine 
reelle quadratische Form durch eine reelle Transformation auf die Normalform 


y Paes bringt, die Anzahl der positiven und negativen Koeffizienten c; ist stets 


diestibe! 

Uber die aus diesem Satz sich ergebende Klassifikation der reellen Kurven 
und Flachen zweiten Grades vgl. Kap. 3, IV. 

Uber die Invarianten einer quadratischen Form gilt der Satz: Jede ganze 
rationale Invariante unterscheidet sich héchstens durch einen konstanten Faktor 
von einer Potenz der Diskriminante. 

Eine quadratische Form hei&t reduzibel, wenn sie in ein Produkt zweier 
Linearformen zerfallt; sie hat dann den Rang O, 1 oder 2, und umgekehrt ist 
eine quadratische Form vom Rang 0, 1 oder 2 stets reduzibel. 


Die Form 
Wie Yap Ain Uy 
Ao Ao S Aon Us z 
pu, u) Eek Sour oat eictyet eas asic ded oete = =>. Aj, U; Uz 
Ani Ang Ann Un ie 
i dg Un O 





(Ziff. 7) heiBt adjungierte Form von / (x, x) => a E%4%X,. Sie ist eine simultane 


Tavapant vom Gewicht 2 der quadtatischen Nien /(x, x) und der Linearform 


S win Sind. die ~ kontragrediente Veranderliche, so ist p(w, uw) eine Kontra- 
Vv 


variante von / (x, x). 
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33. Hauptachsentransformation reeller quadratischer Formen. In Ziff. 32 
wurde gezeigt, daB8 zwei quadratische Formen dann und nur dann aquivalent 
sind, d. h. durch eine nicht singulare Transformation ineinander tibergefiihrt 
werden kénnen, wenn sie denselben Rang haben. Wir stellen nun die Frage, 


. aa a . . : . 
ob es méglich ist; eine reelle quadratische Form /(x, x) = » AX; x, durch eine 
i, k=1 


Pestle. : ue 
orthogonale Transformation in die kanonische Gestalt >'A,x? zu bringen. Man 


erkennt leicht, daB es sich hier um einen Spriderfall ne Aquivalenzproblems 
zweier Paare quadratischer Formen handelt: wann lassen sich die zwei Formen 
fi (*, x) und g,(x, x) durch eine lineare Transformation in zwei andere Formen 
fo(x, x) und g.(x, x) iiberfiihren!)? (vgl. auch Ziff. 34). In unserem Fall ist 


nr n 
A, x) = £(%, x), fo(% x) = 2 A;x; und g(x, x) = g(x, x) = >’ x} (Bedingung 
= ile 2 


t= 
fiir die Orthogonalitét der Transformation). 
Wir betrachten die charakteristische oder Sakulargleichung 


S(A) =|aj, — 16;,| =0, 


die, wie bereits erwahnt (Ziff. 9, C), lauter reelle Wurzeln hat. Die GrdBen 6,, 
sind wieder =1 oder = 0, je nachdem i = k oder i #k ist. Ist A’ eine p-fache 
Wurzel von S(4) = 0, so hat die Matrix 6 (4’) = (a, — 4'6;,) den Rang n — p 
und die Gleichungen 


Dian — 702) = 0 (§=1,2,...,n) (1) 
=i 


genau # linear unabhangige Lésungen (Ziff. 14). Jede Lésung 2’ von S(A) = 0 
heiBt charakteristische Zahl, der reziproke Wert x’ = + Eigenwert 


(manchmal werden auch die 4’ so bezeichnet), und die sich aus (1) fiir diesen Wert 
von Aergebenden Lésungen nennt man(zum Eigenwert x’ gehérige) Eigensysteme 
von /(x, x). Im ganzen erhalt man m Eigensysteme, die aber als Lésungen homo- 
gener Gleichungen nur bis auf irgendwelche Proportionalitaétsfaktoren bestimmt 
sind und die also noch gewissen Bedingungen unterworfen oder, wie man zu sagen 
pflegt, in geeigneter Weise normiert werden kénnen. Wir bezeichnen ein Eigen- 


n 
system %4, x3, ..., x, Zum Abkiirzung mit x’ und setzen STA = (x' «’’) (inneres 
i=l 
Produkt der Vektoren x’ und x’’). Man zeigt leicht, daB zwei Eigensysteme x’ 
und x’’, die zu verschiedenen Eigenwerten gehéren, orthogonal sind, d. h. 
daB (x’x’’)=0 ist. Gehédren x’ und x” zum selben Eigenwert und ist 
(x’x'") — 0, so kénnen wir eine Zahl @ angeben, daB (x’, x" + 9x’) =0 ist. Es 
n° Syl 
folgt ja (x’x’’) 9 Oley) ==, also) da (xox) = 4% pa > 0 ist, 9 =— ee ; 
Wir setzen x’ + 0x'=y’. Ist x’” ein drittes, zum selben Eigenwert gehériges 
Eigensystem, so lassen sich o und 1 so angeben, daB sowohl (x’, x” + ox/+ ty’) = 
= 0 als auch (y’,x/" + o0x' + ty’) =0 wird. Es folgt (x’x’"’) +ox2=0, 
(yx) + ry'2=0. Wir setzen x’” 4+ ox’ + ty’ = 2’. Setzt man das Verfahren fort, 
so kann man erreichen, daB alle m Eigensysteme x’, y’, 2’, . . . orthogonal werden. 


1)’Die Erledigung dieses Problems geschieht mittels der im wesentlichen von 
Weierstrass herriihrenden Theorie der Elementarteiler; vgl. die ausgezeichnete Dar- 
stellung in BécueR, Einfihrung in die héhere Algebra. Leipzig 1910. 
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Ist w’ ein beliebiges von ihnen, so kann man schlieBlich noch eine Zahl yso be= 


stimmen, daB (yw’)? = 1 wird, indem man 7 = + setzt. yw’ nimmt man dann 
Ww 
als neues Eigensystem an Stelle von w’. Auf diese Weise erhalt man also m Eigen- 
n 
systeme p; = (fii, pia, - - +» Pin), die den Orthogonalitatsrelationen >’ pi; Pej = Six 
j=1 


j= 
(Ziff. 30) geniigen. Die zugehdrigen charakteristischen Zahlen seien Aj, 49, +++, An; 
von ihnen kénnen natiirlich auch einige einander gleich sein oder auch verschwin- 
den. Ferner sei die Determinante |p;,| = 1, was man durch passende Nor- 
mierung ebenfalls leicht erreichen kann. Die Transformation «= Sy, wo 38 die 
Matrix (f;,) bedeutet, ist dann eine eigentlich orthogonale. Fiihrt man diese 


n 
Transformation aus, so ergibt sich aus der quadratischen Form / (x, %) = Gin Mi Xn 
n i, #=1 
eine neue g(y, y) = > bizyiye, deren Matrix 8 = (b;,) nach Ziff. 32 gleich YAP 
i, #=1 n 
wird. Rechnet man das aus, so folgt bj, = d;,4;, d. h. es ist g(y, y) = > AM 
i=l 


Damit ist nicht nur die Existenz einer orthogonalen Transformation der ver- 
langten Art nachgewiesen, sondern auch ein Verfahren zu ihrer Bestimmung 
angegeben). Hat die Matrix 2 den Rang 7, so mu8 die Aquivalente Matrix 
(6;,4;) denselben Rang haben, d. h. aber, daB m — ry von den 4 gleich Null sein 


vi 
miussen. Sind das etwa.4piq, dae, «-+54n, 50 hat gly, y) die Gestalt > 1,477 
Fi 


Die Eigenwerte x; bedeuten im Fall » =r = 3 die Quadrate der Langen der 
‘Hauptachsen der Mittelpunktsflache zweiten Grades f(x, x) = 1. i 
Ein wichtiges Ergebnis ist noch: Zwei reelle quadratische Formen >’ aj; %; %, 
n CAG esl 
und >"), %, lassen sich dann und nur dann mittels einer orthogonalen Trans- 
i,k=1 
formation ineinander tiberfiihren, wenn ste dieselben Eigenwerte haben. 

34. Paare quadratischer Formen. Das zu Beginn von Ziff. 33 erwahnte 
allgemeine Problem der simultanen Transformation zweier quadratischer Formen 
f(x, %) = ayy, XX, und g(x, x) => b;,%;%, auf die Normalform 14Bt sich in dem 
Fall, wo beide Formen reell und eine, etwa g, positiv definit und somit auch nicht 
singular ist, leicht erledigen. Ist 4, eine Wurzel der Gleichung |a;, — 4);,| = 0, 
die unter den angegebenen Voraussetzungen ebenfalls nur reelle Wurzeln hat, 
so ist f — A,g singular und kann daher durch eine reelle lineare Transformation 
auf eine Form in héchstens » — 1 Verdnderlichen gebracht werden. Setzt man 
demgemaB 


poag sit mech iy Sd) oat Wa) erie) i Ae ee aE 
so ist g’ ebenfalls positiv definit und somit der Koeffizient von y? von 
Null verschieden, da sonst g’ fir y,=1, yp =--- = y, =O verschwande, 
also nicht definit ware. Durch Anwendung des in Ziff. 32 geschilderten Verfahrens 
kann man demnach / in die Gestalt A, cz} + f,(é,..., 2%) und g in die Gestalt 
C121 + £1 (%2,.--, 2n) tiberfithren, wo g, eine positiv definite Form in 25,..., n 


und °c, > 04st. Durch wiederholte Anwendung des Verfahrens, zundchst auf /, 
und g,, erhalt man schlieBlich f = >"A,c;z{ und g = >e,z? und daraus durch die 
(reelle) Transformation x; = Je;z; (4 =1,2,...n) 


: f= Aad +d, ee oe A und 2 Se ae ah ee 








) Ein anderes V erfahren Zur Bes ti mm ung vO 8 auf Gr n¢ el e i I ). i i p 
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Ziff. 35, 36. Paare quadratischer Formen. Hermitesche Formen. Polynome. 87 


35. Hermitesche Formen. Unter einer Hermiteschen Form versteht man 
eine Bilinearform > 454%; % (4) 
v v 


mit aj, = 4%, WO a und 4a, x und % konjugiert komplex sind. Fiir reelle Koeffi- 
zienten und Verdnderliche erhalt man als Sonderfall die reellen quadratischen 
Formen (vgl. Ziff. 9, C). Eine Reihe von Eigenschaften der letzteren besitzen 
auch die allgemeinen Hermiteschen Formen, insbesondere 1aBt sich auch das in 
Ziff. 33 gegebene Verfahren der Hauptachsentransformation iibertragen. Die 
Satze iiber die charakteristische Gleichung und iiber die Eigensysteme gelten 
unverdndert weiter. Die Eigensysteme lassen sich so normieren, daB jedes Eigen- 
system % = (%,, %),..., %») der Relation (vx) = 1 und je zwei Eigensysteme x 
und y der Relation (« y) = 0 geniigen. Diese Normierung 1aBt sich nach dem 
a. a. O. angegebenen Verfahren durchfiihren. Die mit den sich so ergebenden 
linear unabhangigen und in der obigen Weise normierten Eigensystemen als 
Koeffizienten gebildete lineare Transformation, die wegen der obigen Relationen 
auch hier als orthogonal bezeichnet wird, fiihrt die Form (1) ittber in Ai Hi He, 
wo die A; die stets reellen Eigenwerte von (1) sind (Hauptachsentransfor- 
mation Hermitescher Formen). Aus diesem Grund kann man auch von einer 
Signatur und von einem Tragheitsgesetz Hermitescher Formen sprechen, 
in durchaus analoger Bedeutung wie in Ziff. 32. 

Eine Hermitesche Form nimmt, wie leicht einzusehen ist, nur reelle Werte 
an. Man kann also auch hier positiv oder negativ definite, semidefinite und 
indefinite Formen_unterscheiden. 


VI. Polynome (ganze rationale Funktionen). 


36. Allgemeine Satze iiber Polynome in mehreren Verdnderlichen. Uber 
den Begriff des Polynoms oder der ganzen rationalen Funktion vgl. Kap. 14, 
Ziff. 7. 

Ein Polynom /, heiBt Teiler oder Faktor eines Polynoms / in beliebig 
vielen Verdnderlichen, wenn eine Identitat {= /,-/, besteht, wo /, ebenfalls 
ein Polynom ist. Eine Konstante (Polynom vom Grad 0) ist Teiler jedes Polynoms. 

Ein Polynom hei®t reduzibel, wenn es dem Produkt zweier Polynome, 
von héherem als nulltem Grad identisch gleich ist. Es ist manchmal zweckmabig, 
den Begriff der Reduzibilitat einzuschranken, indem man von den Koeffizienten 
der beiden Faktoren verlangt, daB sie einer gewissen Teilmenge der Menge der 
gemeinen komplexen Zahlen, um die es sich zunachst handelt, angehéren: z. B. 
der -Menge der reellen Zahlen. Unter einem Rationalitatsbereich oder 
K6rper versteht man eine Zahlenmenge mit der Eigenschaft, daB zugleich mit 
zwei Zahlen a und } immer auch die Zahlen a + b, a — b, a- b und, wenn b#0 
ist, auch a/b der Menge angehéren. Der einfachste (natiirliche) Rationalitatsbereich 
besteht aus der Menge der rationalen Zahlen. Gehéren die Koeffizienten eines 
Polynoms / alle einem Rationalitatsbereich ®t an, so heiBt / reduzibel in %, wenn 
es dem Produkt zweier Polynome identisch gleich ist, deren Koeffizienten eben- 
falls dem Bereich 3t angehéren und von denen sich keines auf eine Konstante 


reduziert. Bezeichnet man mit R(a,, a),-.-.-,4@,) den Rationalitatsbereich, der 
durch rationale Operationen aus den Zahlen a1, a, .--) 4 hervorgeht, so ist 
der natiirliche Rationalitatsbereich etwa durch (1) gekennzeichnet. Das 
Polynom x? + 1 ist reduzibel in # (7), (0? = —41), aber irreduzibel im reellen Be- 


reich; «2 —1 reduzibel in #(1). Die Determinante |a;,| ist im allgemeinen ein 
irreduzibles Polynom in den 7? Veradnderlichen 4j,. 

Zwei Polynome heifSen teilerfremd oder relativ prim, wenn sie, von 
Konstanten abgesehen, keinen gemeinsamen Teiler besitzen. 
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37. Der Fundamentalsatz der Algebra. Der Satz lautet: Jedes Polynom 
/(x) in einer Verdnderlichen x, das keine Konstante ist, besitzt mindestens 
eine (reelle oder imaginare) Nullstelle. Ist diese x, also /(x;) = 0, so ist f(x) 
teilbar durch den Wurzelfaktor ~ —x,, d.h. f(x) =(% — x,)g(x), wo der 
Grad von g(x) um 1 kleiner ist als der Grad von /(x). Hat /(x) den Grad n, 
so folgt, daB f(x)=ayx" + a,x"-1+ --- + ay_1% + @ (4 #0) in der Form 


f(x) = ay (% — %4) (% — HQ)... (% — Xn) 


dargestellt werden kann, wobei die Nullstellen x; nicht notwendig alle voneinander 
verschieden sind. Sind k Nullstellen einander gleich, etwa gleich x,, so heiBt x, 
eine k-fache Nullstelle; f(x) ist dann durch (x — x,)* teilbar. Den Fundamental- 
satz kann man demgemaB auch so formulieren: Jedes Polynom in einer Verander- 
lichen, das weder eine Konstante noch linear ist, ist reduzibel im Bereich der 
gemeinen komplexen Zahlen. 

Ist f(x) reell, d.h. sind alle Koeffizienten a), a,,..., a, reelle Zahlen, und ist 
a + bi eine k-fache Nullstelle, so ist die konjugiert komplexe Zahl a — bi eben- 
falls eine k-fache Nullstelle von /(x). Da das Produkt der zugehérigen Wurzel- 
faktoren ein reelles quadratisches Polynom ist, folgt, daB jedes reelle Polynom 
sich als Produkt reeller linearer und quadratischer Faktoren darstellen 1aBt. 
Daraus folgt auch, da jedes reelle Polynom ungeraden Grades mindestens eine 
reelle Nullstelle besitzt. 

38. GréBter gemeinsamer Teiler. Der gréBte gemeinsame Teiler zweier 
Polynome /(%) = a) x" + a, x"-1+ ..- + a, und g(x) = dox™ + d,x™-14.--4 Dy 
(a9 #0, bb #0, n> m), d.h. das Polynom héchsten Grades, welches sowohl 
Teiler von f(x) als auch von g(x) ist, wird am einfachsten nach dem euklidi- 
schen Algorithmus bestimmt. Bei der Division von /(x) durch g(x) erhalte 
man den Quotienten gy (x) und den Rest 7,(%). Dann ist f(x) = q9(x) - g(x) + (x) 
und der Grad von 7,(*) kleiner als der Grad von g(x). Dividiert man dann g(x) 
durch 7,(%) usw., so erhalt man schlieBlich ein System von Identitadten 


f(x) = qo(*)- g(x) + (x), 
8 (X) = 4 (%) + 1% (%) + 72 (4), 
11 (%) = 9p (%) + 75 (%) + 75 (x), 


rt = qu(2) oro) ar 


Da der Grad der Polynome 7, (x), 75(x),..., %44(%) bestandig abnimmt, mu8 
schlieBlich eines eine Konstante sein; es sei das %,,. Man tiberlegt leicht, daB 
ein gemeinsamer Teiler von f und g auch Teiler aller 7 ist und daB umgekehrt 
jeder Teiler zweier aufeinanderfolgender y auch gemeinsamer Teiler von jf und g 
sein mu8. Haben daher / und g einen gemeinsamen Teiler, so ist dieser auch 
Teiler von 7,1, d. h. es mu8 %, = 0 sein. Umgekehrt folgt aber aus 7,4, = 0, 
dafi 7, gemeinsamer Teiler von / und g sein muB. 

Ist also im euklidischen Algorithmus 7%, = 0, so ist 7, der gréBte gemein- 
same Teiler von f und g; ist dagegen ’~41% 0, so sind f und g teilerfremd 
(Ziff. 36). 

39. Symmetrische Polynome. Ein Polynom F (41 Hain 4 %) > aa Vers 
anderlichen heiBt symmetrisch, wenn es bei allen moglichen Vertauschungen 
der Verdnderlichen ungedndert bleibt. Man uberlegt leicht, daB die Koeffizienten 
%, 44, Gg, -.-, dy eines Polynoms f(x) = ax" + a,x"-1 + ... + a,, von einem 
gemeinsamen Faktor abgesehen, symmetrische Polynome in den Nullstellen 
%, %g, -.., %_, sind. Man erhalt 


“a 


Ziff. 40. Symmetrische Polynome. Resultante und Diskriminante, 89 





p 2 Ay) cee ' ay 
ae My = Hy +X ++: +X, = ——, 
> a. 
ps = Ny % = +, 
XN 
p= een eee. 
1%2%3 Gy’ 


aay 
Pr = XyXq . 2. Xy = eed 8 wees > 
; WN 
wo in #; die Summe iiber alle ( ; Kombinationen von 1, 2,..., # zur i-ten Klasse 


ohne Wiederholung zu erstrecken ist. Die Polynome # werden als symmetrische 
Grundfunktionen oder als elementare symmetrische Funktionen be- 
zeichnet. Jedes symmetrische Polynom F(x, %9,..., %») laBt sich als Polynom 
in den p bzw. in den Koeffizienten a darstellen. 


Ein weiterer wichtiger Sonderfall symmetrischer Funktionen sind die 
Potenzsummen s = (k = 0,1,2,...); sie lassen sich aus den Koeffi- 
zienten a P etiatenl. bekaluch mittels der Newtonschen Formeln 

QS, + 4 =0, 
UM Sy + MS, + 24,=0, 
Gy Sa miei Sol ito Sy oi Ol, 


A Sn-1 oe Ay Sn—2 7 az Sn—-3 “fe sie a (1 a 0 me _ 0, 
Dy Ser et Opn a4 Sesnek—3 1 nS, 6 = 0 Nese TOR eps eas 


40. Resultante und Diskriminante. Die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafir, da zwei Polynome /(x) = ajx" + a,x"-1+.---+4a4,, 
g(x) = box” + b,x"-1+ --- + by eine gemeinsame Nullstelle haben oder, was. 
auf dasselbe herauskommt, nicht teilerfremd sind, 1aBt sich durch das Ver- 
schwinden einer relativen Simultaninvariante vom Gewicht mn, der sog. 
Resultante R,,, ausdriicken. Man erhalt Ry, am einfachsten nach der von 
SYLVESTER herriihrenden dialytischen Methode, die aus der Elimination von 


4&4 22, M™*E-* aus den Gleichungen ; 
f(x) =0, x f(x) =0, x?f(x) =O, ..., x1 f(x) =0, g(x) =0, xg (%) =0,..., x" 1e(x) =0 


besteht; es ergibt sich 





Aim ei otars Oy, O OF er 
0 A A G&-1 0 0 
Ce Ome ere ae, de gd, .. + O° Leven 
Rg =| 0 Ay Dire ot gre Qn 
Dg ily on Ox eis 0 0 0 
Dal 0a Brae te Ug ek 0 Pay pn 
O20 20 705 Dy eae Oiss 
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Eine andere Darstellung der Resultante mittels der Nullstellen *,, %2, .--» %n 
von f(%) bzw. %{, %, ..+, %m von g(x) ist 
Rpg = a0 9 / [ (% — %) = 


= ay bp (%, — *4) CF Hy)... (% — %m) 


poe. 6 ore e.gi eo) eyhts ale okpl els) Sim Sane kece (@LsiLe) wis.seue) 


Daraus lit sich unmittelbar eine notwendige und hinreichende Bedingung 
dafiir ableiten, daB das Polynom /(x) eine (mindestens) zweifache Nullstelle hat, 
wenn man bedenkt, daB jede solche Nullstelle auch eine (mindestens einfache) 
Nullstelle der ersten Ableitung /’(x) ist. Die gesuchte Bedingung besteht somit 
im Verschwinden der Resultante Ry von f(%) und /’(x). Der Ausdruck 


D=— (—1)2"-D Ry heiBt Diskriminante von /(%) und ist eine relative 
0 


Invariante vom Gewicht (mn — 1) und vom Grad 2 m — 2 in den Koeffizienten a. 
Andere Darstellungen fiir D sind 


D = (—1)2"@-D apr? f (oe) f (He) - -- Fn) = 








4 sl 3p, al : 
ie os Xn, 
fia ap eae NN ate ae Ne 
Eig ta eee Ws Be 
d.h. D stimmt bis auf den Faktor aj”~? mit dem Quadrat der Vandermonde- 
schen Determinante der Nullstellen x,, %:, ..-, %, (Ziff.9) wberein. Daraus 
n 


folgt dann unmittelbar noch D = aj”~? | | (%; — x,)*, (¢>> Rk) sowie die Dar- 
4,b=1 

stellung von D durch eine rekurrierende Determinante, deren Elemente die 

Potenzsummen s;, sind. 


VII. Algebraische Gleichungen. 


41. Allgemeines. Unter einer algebraischen Gleichung mit der Unbekannten 
x versteht man eine Gleichung von der Form /(*) = 0, wo f(*) =a x" + a,x""-1 + 
+... +a, ein Polynom in x ist. Ist, was immer angenommen sein soll, aj #0, 
so kann durch a, dividiert werden und man kann ohne Einschrankung der 
Allgemeinheit sich auf die Untersuchung von Gleichungen von der Gestalt — 


x + Bye 2 +... +b, =0 
beschranken. Durch die Transformation ~ = z — oi kann man noch erreichen 
n 3 


da8 in der neuen Gleichung fir z die zweithéchste Potenz fehlt. 

Die eben erwahnte Transformation ist ein Spezialfall der sog. Tschirn- 
hausenschen Transformation, die in ihrer allgemeinen Form auch noch 
die Wegschaffung einer weiteren Potenz von z gestattet. Die sich so ergebende 
vereinfachte Gleichung wird als Tschirnhausensche Resolvente be- 
zeichnet. Man erkennt leicht, da8 man dadurch bei Gleichungen dritten und 


Ziff. 42, 43. Reine Gleichungen. Kreisteilung. Die kubische Gleichung, 1 


vierten Grades zu einer Lésung kommen kann, da die Tschirnhausenschen Resol- 
venten sich hier in die Form 2% + 6, =0 (reine Gleichung, Ziff. 42) bzw. 
z+ bez? + b, = 0 (durch Quadratwurzeln lésbar) bringen lassen. Die rech- 
nerische Durchfiihrung der Transformation ist umstindlicher als die unten ge- 
gebenen Verfahren und soll daher iibergangen werden. 

Bei Gleichungen hdheren als vierten Grades kann die Tschirnhausensche 
Transformation im allgemeinen keine Methode zur Auflésung mehr liefern. Es 
gilt hier der fundamentale, von ABEL zuerst bewiesene Satz, daB solche Glei- 
chungen im allgemeinen, d. h. von gewissen Sonderfallen abgesehen (vel. 
Ziff. 42 u. 45), nicht mit Hilfe von Wurzelzeichen lésbar sind, 


42. Reine Gleichungen. Kreisteilung. Gleichungen von der Form 
3 (1) 
heiBen reine Gleichungen. Wir setzen 
a =|al|[cos(x + 2km) + isin(a + 2ka)] (k ganz), 
x = |x|(cosm + ising). 


Dann ist nach der Formel von Motvre (vgl. Kap. 6, Ziff. 16) 


ae err bp a+ 2kn Ad ie: 3 

xe -vlal., SSS (k=0, 14,..., 2 —4); 
es ergeben sich somit genau m Wurzeln %,, %9, ..., %,, die den Werten k = 0, 
1,...,” — 1 entsprechen (fiir k =  erhalt man wieder x, usw.). Ist a = lal =; 
so ist « = 0 und die Wurzeln der Gleichung (Kreisteilungsgleichung) 
Dog a (2) 

namlich 
J Re ey: - 
S41 = cos =" + isin 2** (m= 0, 41,....,%— 1), 


werden als m-te Einheitswurzeln bezeichnet. In der GauBschen Zahlenebene 
hegen die ¢ auf einem Kreis vom Radius 1 und bilden die Ecken eines diesem 
Kreis eingeschriebenen regularen n-Ecks, das eine Ecke im Punkt 14 hat. Die 
Wurzeln von (1) sind ebenfalls die Ecken eines regularen -Ecks, das sich aus 


dem letztgenannten durch die Transformation x’ = |a| en. Ni, GAY, durch eine 
Drehung durch den Winkel o/n bei gleichzeitiger Streckung um |a| ergibt. 
Eine n-te Einheitswurzel € heiBt primitiv, wenn sie keiner Gleichung 
x” =1, wo m <n ist, geniigt. ee ? 
Ist € irgendeine primitive n-te Einheitswurzel, so sind ihre Potenzen é » €3, 
ee we = es 1 “alle verschieden. und, ergeben sdmtliche n-te Einheits- 
wurzeln. Durch Potenzieren einer nichtprimitiven m-ten Einheitswurzel erhalt 
man niemals samtliche v-te Einheitswurzeln. Ist ~ eine Primzahl, so ist jede 
n-te Einheitswurzel, von 1 abgesehen, primitiv. 
43. Die kubische Gleichung. Die Gleichung x? + b,x? -+ b,.% + b; =0 sei 


b ; F 
durch die Transformation * = z =. (Ziff. 41) auf die Form 


B+ p2+9q=0 it) 


a ibt sich 
ebracht. Setzt man (Verfahren von HUuDDE) z=u+u, SO ergi 
pe 5 wenn uw und v so bestimmt sind, daB 3uv+=0, d. h. 

3 


ue = — ist. Somit sind w und v? die Wurzeln einer quadratischen 
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a 


Gleichung, der sog. quadratischen Resolvente, namlich 


ih) ol 
POS Gla cap Pls 








i) ¢,@,e 
Nimmt man fiir ~ einen der drei Werte (Ziff. 42) von 5 +) 4 = apo ee 








3 / ae 
wird v = |/ f 18 + E doch ‘ist der Wert dieser Wurzel nicht mehr 


willkiirlich, sondern an die Bedingung v = 2 gebunden. Die drei Lésungen 
von (1) sind dann 


Bay) Mee ORE LE AR) Rye i otal ie Ze = Ou + Eu, 


wo & eine beliebige der beiden primitiven dritten Einheitswurzeln ist. Die Formel 


3 Se om ae 3 a7 eee 
i | 72 3 2 3 
pad q q p q U aha tes & 
el ey 24) faye re 














_ heiBt Cardanische Formel. 


Ist die Diskriminante D = 27q? + 4° von (1) gleich Null, soist z, = 2 Sey 


3 
ee ee som 
25 = 123 = — fag 


Sind # und q reell, so hat (4) im Fall 

a) D> 0 eine-reelle und zwei konjugiert komplexe Wurzeln. Wahlt man ~ 
reell, so ist auch v und damit auch 2, reell. 

b) D = 0 eine einfache und eine doppelte Wurzel, die beide reell sind. Alle 
drei Wurzeln kénnen nur zusammenfallen, wenn p = g = 0 ist. 

c) D <0 drei reelle Wurzeln, die durch die obigen Formeln in imaginarer 
Gestalt geliefert werden. Der Fall wird aus diesem Grund von alters her als 
Casus irreducibilis bezeichnet, was natiirlich nichts mit irreduzibel im Sinn 
von Ziff. 36 zu tun hat, héchstens insofern, als sich zeigen laBt, daB es iiber- 
haupt keine Lésungsform mittels reeller Wurzelzeichen geben kann. 

Durchaus im Reellen 148t sich der Fall D <0 mittels trigonometrischer 
Funktionen erledigen. Man setzt u3 = r(cosy +7sing); dann erhalt man 











/ 3 == . . 
(ee / 5 und cosg = =! , wobei 0 <q <a zu nehmen ist. Daraus folgt 
[Sites es == 
Pe ER OM res ode (2 ol) ol Peet 
: | 3 C083 fas ) 3 COS qh sures 2| 3 Cos 3 75 2 


44. Die biquadratische Gleichung. Die Gleichung x4 + a,x8 + a,x? + aw 


+ a, =O sei durch die Transformation * = z — a auf die Form 


a@tazZv#tbztc=0 (4) 
gebracht. Setzt man z= 3(¢+v-+w) und bestimmt man 4, v, w so, dab 
u? + y* + w® = —2a und uvw = —b 


wird, so folgt aus (1) noch 
vw? + wut + y2v2 = a — 4c. 
Somit sind u?, v2, w2 die Wurzeln der kubischen Resolvente 


B+ 2a? + (a — 4c)t—-B=0. (2) 





Sind ty, ty, ts die Wurzeln von (2), so wird u = Va, ae Vio w = ts, wobei 
aber die Vorzeichen dieser drei Quadratwurzeln nicht willkiirlich wahlbar, sondern 
an die Bedingung «vw = — b gekniipft sind, so daB durch Wahl der Vorzeichen 


‘ 
Ziff..45, 46. Gleichungen, deren Wurzeln alle negativen Realteil haben. 03 


von zweien das der dritten Wurzel eindeutig bestimmt ist. Sind w, v, w drei 
dieser Bedingung geniigende Werte, so sind die Wurzeln von (1) 


%=$ (U+v+e), x, =$(u—v—w), *%,=4(—u+v—w), x=} (—u—v4+w). 
Die Diskriminante von (4) ist 
D = 16a‘c — 4a°b? — 128 a2c2 + 144ab2c + 256c3 — 2704 


und stimmt mit der Diskriminante der kubischen Resolvente iiberein. 

Sind die Koeffizienten von (1) reell, so folgt daraus, daB (1) im Fall D < 0 
zwei reelle und zwei konjugiert komplexe Wurzeln hat. Ist D> 0, so hat (1) 
entweder vier reelle oder zwei Paare konjugiert komplexer Wurzeln, und zwar 
tritt der erste Fall ein, wenn a < 0 und a? — 4c > 0 ist, der zweite, wenn ent- 
weder a <0 oder a*? — 4c > 0 ist. 

Ist schlieBlich D=0, so hat (1) (mindestens) eine Doppelwurzel; ist die 
Doppelwurzel von (2) positiv (negativ), so sind die beiden anderen Wurzeln 
reell (konjugiert imaginar). Ist 4, =?¢,—?/,>0 (der Fall 4; =?,=#,<0 kann 
wegen #,/,¢, = b? nicht eintreten), so hat (1) eine dreifache (reelle) Wurzel. 
Verschwinden zwei Wurzeln von (2), so hat (1) zwei Doppelwurzeln; die Be- 
dingung dafiiristb =0, a?—4c=0. Verschwinden schlieBlich alle drei Wurzeln 
von (2), so hat (1) die vierfache Wurzel Null. 

45. Reziproke Gleichungen. Man versteht darunter Gleichungen mit der 
Eigenschaft, da immer zugleich mit w auch 1/w eine Wurzel ist. Die Koeffizienten 


einer reziproken Gleichung a)x"-+ 4,x""1+ --- + a,=0 geniigen den Re- 
lationen = Oni oder Gp = My 5 

Re OFS 2 e)S 
Ist 2 ungerade, so hat die Gleichung mindestens eine Wurzel x = 1 oder x = —1; 





nach Division durch samtliche vorhandene Faktoren (x + 1) hat die Gleichung 
stets die Form 
by x2® + by x2h-1 tw. s + by xttt 4 byx* + bye 14 ee + Oe +h, =0. 








Durch die Substitution x + - =z erhalt man daraus eine Gleichung g(z) = 0 


vom Grad k; aus jeder Wurzel z; von g(z) = 0 erhalt man zwei Wurzeln der 
urspriinglichen Gleichung aus x? — z;* + 1=0, Bei der rechnerischen Durch- 
fiihrung der obigen Substitution wird man sich mit Vorteil der Relation x*** + 


ails aa = 2 (xi af a — (#3 + eo bedienen. 

46. Gleichungen, deren Wurzeln alle negativen Realteil haben. Sei 
ay x" + a,x"-!+4.--+ a, =0 eine reelle Gleichung und a >0 (evtl. Multi- 
plikation mit —1). Dann haben alle Wurzeln unserer Gleichung negativen 
Realteil (d. h. sie liegen in der GauBschen Zahlenebene links von der imaginaren 


Achse), wenn die  Determinanten 











ga: ae ay 
D Weide ae 
Dire iay, = oat SN Aa Ay Ay) ya ne 
a 
gang 
Gs a, 4s 
ay Geen (Ole, 0) 0 
As a, a A O 0) 
Dn De er el he a hs 
Agn-1 Fon-2+ +++ ere eee Ay 


alle positiv sind. Dabei ist a, = 0 zu setzen, sobald k > n ist. 
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VIII. Numerische Auflosung. 


47. Allgemeines. Die oben fiir die Falle » = 3 und n = 4 geschilderten, 
fiir gréBeres n kaum angedeuteten Verfahren zur Auflésung einer algebraischen 
Gleichung eignen sich — héchstens vom Fall n = 3 noch abgesehen — nicht fur 
die praktische Berechnung, fiir die man sich weit vorteilhafter der unten be- 
schriebenen Naherungsverfahren bedienen wird, die die Berechnung der Wurzeln 
mit beliebiger Genauigkeit gestatten. 

Es ist im folgenden stets vorausgesetzt, daB es sich um eine Gleichung 
/(x) =O mit reellen Koeffizienten handelt. Aus /(¥) =0 kann man durch 
Division von /(x) durch den rational (Ziff. 38) berechenbaren gréBten gemein- 
samen Teiler von /(x) und /‘(*) ohne Schwierigkeit eine Gleichung g(x) = 0 
herleiten, die alle Wurzeln von f(x), aber nur einfach, besitzt. 

Zur Bestimmung der reellen Wurzeln von /(x) = 0 wird man sich zunachst 
Aufschlu8 iiber ihre Verteilung zu verschaffen trachten (Trennung oder Sepa- 
ration der Wurzeln, Ziff. 48 bis 50) und erst dann zur genaueren Bestimmung 
(Approximation, Ziff. 54 bis 53) der Wurzeln iibergehen. Hat die Gleichung 
rationale Koeffizienten, so wird man zunachst die evtl. vorhandenen rationalen 
Wurzeln bestimmen (Ziff. 49) und abspalten, um die weitere Rechnung még- 
lichst einfach zu gestalten. Vgl. hierzu auch Kap. 145, I. 


48. Existenz von Wurzeln in einem Intervall. Der Sturmsche Satz. Die 
Gleichung f(x) = a)x" + a,x""1+.-. +a, =0 hat im Intervall [ad] eine 
gerade (einschlieBlich 0) oder ungerade Anzahl von Wurzeln, je nachdem / (a) 
und /(8) gleich oder entgegengesetzt bezeichnet sind. 

Eine Gleichung ungeraden Grades hat stets eine ungerade Anzahl reeller 
Wurzeln. Haben a und a, verschiedenes Vorzeichen, so hat /(~%) = 0 wenigstens 
eine positive Wurzel und, wenn 7 gerade ist, auBerdem noch mindestens eine 
negative Wurzel. 

Zwischen zwei Wurzeln von /(%) = 0 liegt mindestens eine Wurzel von 
f(x) = 0 (Satz von Rotte, vgl. Kap.1, Ziff. 16). Wichtiger ist die Folgerung, 
da8 zwischen zwei aufeinanderfolgenden Wurzeln von /’(x) = 0 héchstens eine 
Wurzel von /(x) = 0 liegen kann. 

Die genaue Bestimmung der Anzahl der verschiedenen reellen Wurzeln 
von /(x) = 0 in einem Intervall [ab] geschieht mittels des (rechnerisch aller- 
dings recht umstandlichen) Sturmschen Satzes. Man bilde zundchst wie in 
Ziif. 38 den gréBten gemeinsamen Teiler von /(x) und 7’ (*), nehme aber die 
Reste mit entgegengesetztem Vorzeichen: 


f(x) = qo (x) f(x) — fy(x) 
f(x) = 91(*) fo(x) — fg (x) , 
hn—2 (x) = Im-2 (x) Ima (x) ss hm (*) a 
Setzen wir zunachst voraus, daB /(x) = 0 keine mehrfachen Wurzeln hat, so ist 
der letzte Rest —/,,(%) eine von Null verschiedene Konstante. Die Polynome 
f(x), i’ (x), fo(*), ---, fm (x) bilden dann eine sog. Sturmsche Kette besonders 
einfacher Art. Der Sturmsche Satz lautet dann: Die reelle Gleichung /(x) = 0 


hat im Intervall [ab], wo weder a noch bd eine Wurzel von /(%) =0 ist, genau so 
viele reelle Wurzeln, als die Differenz der Vorzeichenwechsel in den Folgen 


Ka), (4), t2(@), ++ +5 f(a) 
f(2), F (2), fo(), -- ++ fm(2) 


und 
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betragt. Dabei sagt man, daB zwei aufeinanderfolgende reelle GréBen einen 
Vorzeichenwechsel oder eine Vorzeichenfolge besitzen, je nachdem sie 
verschiedene oder gleiche Vorzeichen haben. LaBt man a nach — oo und b nach 
++ 00 divergieren, so liefert der Sturmsche Satz die genaue Anzahl der reellen 
Wurzeln von /(x) tiberhaupt. Enthalt die obige Sturmsche Kette » +4 Polynome 
(m =n), wo m der Grad von f(x) ist, und haben die Koeffizienten der héchsten 
Potenzen von x in allen Polynomen der Kette dasselbe Vorzeichen, so hat p(s) =0 
lauter (verschiedene) reelle Wurzeln. Bei Gleichungen mit mehrfachen Wurzeln 
liefert der Satz, wenn man das verschwindende f,(«*) weglaBt, die Anzahl der 
verschiedenen Wurzeln, d. h. jede mehrfache Wurzel als einfache gezahlt, 

Wegen der bedeutend einfacheren Handhabung wird man sich vielfach mit 
dem Aufschlu8 tiber die Anzahl der Wurzeln einer Gleichung begniigen, den man 
aus der kartesischen Zeichenregel (von R. Descartes) erhilt, die folgender- 
maBen lautet: 

Die Anzahl der positiven Wurzeln einer Gleichung /(%) = a) x" + a,x"-1-+4 
+ --- + a, = 0 stimmt mit der Anzahl der Zeichenwechsel in der Koeffizienten- 
folge ao, a, ..., @ tberein oder ist um eine gerade Zahl kleiner. Ersetzt man x 
durch — x, so folgt, daB die Anzahl der negativen Wurzeln von f(x) = 0 mit 
der Anzahl der Zeichenwechsel in ay, —a;, a), ..., (—1)"a@, iibereinstimmt oder 
um eine gerade Anzahl kleiner ist. 

Von gréBerer Bedeutung fiir die praktische Auflésung als die obigen Satze 
ist die Angabe von Schranken fiir die Wurzeln einer Gleichung /(x) = 0, d. h. 
die Angabe eines (méglichst engen) Intervalles, in dem alle Wurzeln liegen miissen. 
Ein solches Intervall lieBe sich etwa auf Grund des Sturmschen Satzes bestimmen ; 
doch ist im allgemeinen die Anwendung der folgenden Regel der gréBeren Ein- 
fachheit halber mehr zu empfehlen. Sei in f(x) = a)x” + a,x"-1+---+a,=0 
der Koeffizient a) > 0 (evtl. Multiplikation mit —1), der erste negative Koeffi- 
zient a, und A der gréBte unter den absoluten Betragen aller negativer Koeffi- 


m 


zienten. Dann ist 1+) me eine obere Schranke fiir die Wurzeln; eine untere 


Schranke erhalt man durch Anwendung der Regel auf die Gleichung {(—x) = 0 
(vgl. den vorigen Absatz). 

Zur Feststellung, ob eine Zahl a Wurzel einer Gleichung /(x) = 0 ist, ver- 
wendet man das Hornersche Verfahren. Sei /(x)=(* —a)q (x) + und 
f(x) = ay x” 4.4, 4°14 --- +n, 9%) = 09x" 1 + Ox"? + --- + by_1. Dann ist 
b; = b;_,4 + 4;(i=1,2,...,2—1); bp = 4% und R=f(a) = hy_14+ 4. Man 
schreibe die Koeffizienten a; der Reihe nach an, die Zahl a eine Zeile tiefer 
und etwas weiter nach links; },, bs, ..., by», R ergeben sich dann, indem man 
das jeweils vorhergehende, also links davon stehende mit a multipliziert und 
das iiber dem gerade zu besetzenden Platz stehende a addiert: 


yy, Wik) MU) io Cee, SP 
Obey Os scr: Op va 





Ist R = 0, also a eine Wurzel von f(x) = 0, und sind noch andere Zahlen a’, 
a’, ... zu untersuchen, so wird man natiirlich mit dem Quotienten g(x) weiter- 
rechnen. f 

49. Rationale Wurzeln. Zur Bestimmung der méglicherweise vorhandenen 
rationalen Wurzeln einer Gleichung f(x) = ax" + 44" 1+ +++ +@,=0 mit 
rationalen Koeffizienten transformiere man die Gleichung zunachst in eine ganz- 
zahlige Gleichung, d. h. in eine Gleichung, in der der Koeffizient der héchsten 
Potenz der Unbekannten den Wert 1 hat, wahrend alle itbrigen ganze Zahlen sind. 
Man dividiert zu diesem Zweck /(x) durch a, und fiihrt dann die Transformation 
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ae = durch, wo: v das kleinste gemeinsame Vielfache der Nenner der ratio- 
uy . 
nalen Zahlen ma =41,2,...,%) ist. Sei g(2) = 2 - O,2°-* 4 = 6, 10 die 


sich so ergebende ganzzahlige Gleichung. Nun iiberlegt man leicht, daB jede 
rationale Wurzel von g(z) = 0 ganzzahlig sein muB. Diese ganzzahligen Wurzeln 
miissen aber nach Ziff. 39 Teiler von 5, sein. Man zerlege also 6, in seine ganz- 
zahligen Faktoren h;(j =1,2,..., ) und versuche von jeder Zahl + h, (es kann 
natiirlich sowohl + A; wie — A; eine Wurzel sein), ob sie der Gleichung genigt. 
Hat man nach Ziff. 48 (vorletzter Absatz) Schranken fiir die Wurzeln von g(z) = 0 
bestimmt, so kann man natiirlich alle jene Zahlen + /; von vornherein aus- 
scheiden, die auBerhalb dieser Schranken liegen. Ist ferner /, ein Teiler von 6, 
fiir den /(h,) # 0 bereits festgestellt ist, so kommen von den iibrigen /,; nur jene 
in Betracht, fiir die die Differenz h, — h; Teiler von f(h,) ist. 

50. Trennung der Wurzeln. Damit ist hier (in etwas engerem Sinn wie in 
Ziff. 47) die Aufstellung von Intervallen gemeint, in denen nur je eine Wurzel 
von f(x) = 0 liegt. Man macht dabei am besten von dem Satz Gebrauch, daf 
die Funktionswerte eines Polynoms n-ten Grades an aquidistanten Stellen (am 
einfachsten x = +1, + 2,...) eine arithmetische Reihe m-ter Ordnung (Ziff. 4) 
bilden. Man wird also zunachst die Funktionswerte von /(«) zunachst an m + 14 
Stellen x = 0,+1,+2,... berechnen, daraus die n-te Differenzenfolge und 
schlieBlich die Funktionswerte an allen ganzzahligen Stellen bestimmen, die 
innerhalb der auf Grund von Ziff. 48 (vorletzter Absatz) errechneten Schranken 
fiir die Wurzeln liegen. 

Ist die Trennung der Wurzeln dadurch noch nicht vollzogen, so muB man die 
Aquidistanten Stellen naher aneinander wahlen oder mittels der Satze von Ziff. 48 
(3. Absatz) Intervalle zu gewinnen trachten. 

51. Die Regula falsi. Erst nachdem die Trennung der Wurzeln vollzogen 
ist, kann die eigentliche Approximation derselben einsetzen. Die Regula falsi 
(Regel des falschen Ansatzes) beruht auf der linearen Interpolation. Ist namlich 
[ab] ein (etwa nach Ziff. 50 bestimmtes) Intervall, in dem eine Wurzel « von 
f(x) = 0 liegt, so sind /(a) und /(5) ungleich bezeichnet. Legt man also durch 
die Punkte [a, /(a)] und [b, /(b)| eine Gerade, so schneidet diese die Abszissen- 
achse in einem Punkt mit der Abszisse 


/ , (6 —a)|f(@)| _ 


a=a 


(6 — a) |f()| 
© |F(a)| + [F)| |f(2)| + | #(8)| 

und diesen Wert a’ nimmt man als Naherungswert fiir die gesuchte Wurzel. 
Sind nun etwa /(a’) und /(d) ungleich bezeichnet, so wiederholt man das Verfahren 
fiir das Intervall [a’ b] usw., bis der gewiinschte Genauigkeitsgrad erreicht ist. 

Zur Abschatzung des Fehlers, den man begeht, wenn man die gesuchte 
Wurzel « durch den obigen Naherungswert a’ ersetzt, kann man sich folgender 
Pen ane bedienen: as Wurzel « liegt sicher im Intervall (a’—«, a’ +6), 

ie ; 
| ; | ‘MGLe al ist und M das Maximum des absoluten Betrages 
/' (x)| der zweiten Ableitung von f(x) im Intervall [ab] bedeutet. 

52. Die Newtonsche Naherungsmethode. Dieselbe beruht ebenso wie die 
Regula falsi auf einer linearen Interpolation, nur wird f(x) nicht durch eine 
Sehne, sondern durch eine Tangente ersetzt. Sei [ab] wieder ein (etwa nach 
Ziff. 50 bestimmtes) Intervall, in dem die gesuchte Wurzel a liegt, so dab 
f(a)-7(b) <0 ist. AuBerdem soll aber jetzt die zweite Ableitung 7’ (x) in [a] 
nirgends verschwinden. Sei c diejenige der beiden Zahlen a und b, fur die f(c) 
und /’(c) gleich bezeichnet sind. Dann ist c’ =c — 1 ein Naherungswert 


f() 





WO € = 
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fir «. Da8 man von jener Intervallgrenze ausgeht, an der / und { gleich 

bezeichnet sind, ist deshalb nétig, weil anderenfalls der Wert c’ auBerhalb des 

Intervalles [ab] liegen wiirde, wie man sich geometrisch leicht deutlich macht. 
Bildet man also der Reihe nach die Zahlen 


, f(c) ” a. ple) . ; f(c) 
Pocteessrs (61 eh ate (+1) — oh) _ He) 
Fc)? Feri & c (amy? 0 
so liegt c#+) stets zwischen c® und « und die Folge 6, 0',c" .. ., eM); . . kon: 


(kK) 2 
: ae ria wo M das 
Maximum des absoluten Betrages | /'(x)| der zweiten Ableitung von f(x) in 
[ab] und d die von ec verschiedene der beiden Zahlen a und b ist. Dann liegt « 
sicher im Intervall (c® — ¢, c® + ¢). 
53. Das Graeffesche Verfahren. Wesentlich verschieden von den in den 
vorhergehenden Ziffern beschriebenen Verfahren ist die folgende Methode, die 
insbesondere dann zweckmiabig ist, wenn samtliche Wurzeln einer Gleichung 
f (%) = yx” + ayx®-t te... ta et Oi, == 
gleichzeitig berechnet werden sollen. Ein besonderer Vorteil ist ferner darin zu 
sehen, da® keinerlei Untersuchung der Gleichung voranzugehen hat. Wir be- 
schranken uns zunachst auf Gleichungen mit lauter reellen und verschiedenen 
Wurzeln. Der Grundgedanke des Verfahrens ist folgender: Aus der Gleichung 
/ (x) = 0 wird eine andere g(z) = 0 hergeleitet, deren Wurzeln zu denen von 
/(x) = O in einfacher Beziehung stehen, aber dem absoluten Betrag nach még- 
lichst weit auseinanderliegen. Ist 


vergiert nach «. Zur Abschatzung bilde man «= | 





Elz) = bye" + bye" Ew Ee + 8, 
so ist naherungsweise 


2 = — ly [by 33 = —Oa/by5..- 2, By = —0y/On-1; 
d.h. die Wurzeln von g(z) = 0 bestimmen sich aus den m linearen Gleichungen: 
boz + 6, =0, O32 | Oy== OG). Ha, eee 4-0, =). 


Zur Herleitung von g(z) multipliziert man f(x) mit (—1)"f(—x) und erhilt 
so ein Polynom mit nur quadratischen Gliedern; setzt man x? =z und 
(—1)"7 (x) f(—x) = 7, (2), so sind die Wurzeln von /,(z) =0 die Quadrate der 
Wurzeln von /(x) = 0. Die Berechnung der Koeffizienten von /,(z) geschieht 
am besten nach dem Schema: 








A ay a a3 
ao —ay a, = Gg 
+45 —aj +43 — a3 
+2 dp As —2 a4 ag +2 dy A, 
+2 Ay —2 a4, a; 
+2 do Ms 
bo by bs bs 


Wiederholt man das Verfahren an /,(z), so gelangt man zu einer Gleichung, 
deren Wurzeln die vierten Potenzen der Wurzeln von /(x) = 0 sind usw. Die 
Vorzeichen der Wurzeln von f(x) = 0 gehen bei dem Verfahren verloren und 
sind nachtraglich durch Probieren (kartesische Zeichenregel) zu bestimmen. 
Die Koeffizienten der Gleichungen werden bald sehr gro8, man wird daher stets 
nur die ersten Stellen berechnen. Mit der Aufstellung neuer Gleichungen hort 
man auf, sobald die gemischten Produkte der Koeffizienten ohne EinfluB auf 
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die Quadrate sind; die Gleichung ist dann die gesuchte g(z) =O und zerfallt 
in lauter lineare Gleichungen, die, wenn das Verfahren etwa v-mal wiederholt 
wurde, die 27-ten Potenzen der Wurzeln von /(%) = 0 liefern. Da man die 
Wurzeln selbst logarithmisch berechnen wird, hat es keinen Sinn, mehr Stellen 
zu berechnen als die beniitzte Tafel enthalt. 

Hat die vorgelegte Gleichung mehrfache und komplexe Wurzeln (die dann, 
da wir die Koeffizienten stets reell voraussetzen, als konjugiert komplexe Wurzel- 
paare auftreten), so wird es nicht mehr méglich sein, alle Wurzeln auseinander- 
zuziehen. Dagegen fiihrt das Verfahren bei geniigend oftmaliger Wiederholung 
auf eine Gleichung, die sich a4hnlich wie oben in so viele Gleichungen zerspalten 
laBt als die vorgelegte Gleichung Wurzeln mit verschiedenen absoluten Betragen 
hat. Man wird also das geschilderte Verfahren der Wurzelquadrierung so oft wieder- 
holen, bis sich beim Weiterrechnen zeigt, daB die gemischten Produkte auf einen 
oder mehrere Koeffizienten ohne EinfluB sind; ist etwa 0, ein solcher, so 1aBt 


sich die Gleichung by? 43 be ee en 
zerspalten in 
bye + b,z*-4 4+ Sia +b,=0 und byw -* + beget + wee +b, =0, 
mit denen dann getrennt weitergearbeitet werden kann. Die Behandlung 
des Falles komplexer Wurzeln 14Bt sich am besten an einem Beispiel*) 
erlautern. 

Sei f(x) = x* — 3x3 + 8%? —5 =0 vorgelegt. Die Koeffizienten der 
Gleichungen fiir die Wurzelpotenzen sind dann entsprechend dem obigen 
Schema: 











4. Potenz +1 —3 +8 O —5 
sire eS} +8 ) = 5 
dingy 36) +6,4 +10 (e) +2,5-40 
+16 (0) —8,0°10 
—41,0-10 
SPotenzae tees +5,4-10 —8,0-10 +2,5°10 
ae 7 +5,4°10 19,0) > 10 Se? AO) 
+1 —4,9-10 +2,916- 108 —6,4-103 +6,25:102 
+10,8-10 +4 120-103 +2,7- 4103 
+0,050- 103 
4. Potenz 0 9-40) 4-5,91 40 +4,086 - 10% — 3,7: 10° +6,25 - 102 
Sl, OaO +4,086 - 10% +3,7-108 +6,25 - 10? 





+41 —3,481°108 — +1,66954-107 —1,36900-107 +3,90625- 10° 
+8,172 > 108 +0,04366-107 -+0,51075- 10? 





+0,00012 - 10? 
8. Potenz +4 +4,691- 103 +4,71332:10? —0,85825-107 +3,90625- 10° 
+1 —4,691- 108 +1,71332-°107 -+0,85825-107 +3,90625 - 10° 





+4 —2,20055:10% +2,93547-10!4 —7,36593-1018 +4,52588- 1022 
+3,42664:107 +0,00081-1014 +1,33853 - 1014 
+0,00000 - 1024 


16. Potenz +41 +1,22609-107 +2,93628-1014 —6,02740-1018 +4,52588- 1012 








Hier spaltet sich die urspriingliche Gleichung in zwei Gleichungen zweiten 
Grades, denn das Quadrat von 2,93628 - 1014 wird durch die doppelten Produkte 
nicht mehr beeinflu8t. Die Wurzeln der ersten quadratischen Gleichung 


x® + 4,22609 + 107 x + 2,93628- 1014 = 0 


1) Entnommen aus RunGE-K6nic, Vorlesungen ib i i 
Ptaeerince eos eles ; gen uber numerisches Rechnen, Berlin: 
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ae chug komplex, wahrend sich die Wurzeln der zweiten quadratischen 
eichung 
2,936 28 - 1014 x2 — 6.02740: 1013 x + 1,52588- 1022 =0 


trennen lassen, wenn man noch zwei Schritte weitergeht: 














16. Potenz -+2,93628-10!4 —6,02740 + 1028 +4,52588 - 1012 
+2,93628 + 1014 +6,02740 + 1018 +1,52588 - 1024 
+8,62174 + 1028 — 3,63296 « 102? +2,32831 - 1022 
+0,08961 + 1027 
32. Potenz +8,62174- 108 — 3.54335 + 10™" 4-2,32834 + 1022 
+8,62174 > 1028 +3,54335 107" +2,32831 > 1022 
+7,43344 - 1057 —1,25553- 10% +5,42103 - 1044 
-+0,00040 + 10°° 
64. Potenz +7,43344- 4057 —1,25513 + 10% + 5,42103 - 1044 


Die beiden reellen Wurzeln ergeben sich ihrem absoluten Betrage nach durch 
Ausziehen der 64. Wurzeln aus den Quotienten der Koeffizienten: 


Log. d. Koeff. Differenz log |x| |x| 
,871 190 

57,871 19 61,227 499 — 64 0,9566797 —1 0,905 065 

Bee > 53,635'303 — 64 838 

44,734 082 2035 393 — | 0,838 0530— 1 | 0,688 736 





Durch Probieren findet man, daf die erste Wurzel positiv ist ; da die Gleichung 
andererseits nach der kartesischen Zeichenregel eine negative Wurzel haben 
muB, so sind die beiden reellen Wurzeln 


xy =F. +0,905 065, Xo = —0,688 730. 


Bei der ersten quadratischen Gleichung hat es keinen Sinn, weiter zu rechnen. 
Da ihre Wurzeln komplex sind, kann man niemals zu einer Zerlegung in reelle 
lineare Gleichungen gelangen. Das Produkt der beiden Wurzeln u + v2 ist 
gleich dem Quadrat ihres absoluten Betrages, das man somit als 16. Wurzel 
aus dem Quotienten des dritten und ersten Gliedes erhalt: 


u2 + v2 = 1/2,93628 « 10! = 8,021 163. 
Den reellen und imaginaren Teil kann man mittels der Relation DEF = —A,/a, =3 


4=1 
bestimmen ; man erhalt zunachst u = 1,391 836 und dann aus u#? ++ v2 schlieBlich 
v = 2,466568, so daB 


X%q = 1,391 836 + 2,4665687, x4 = 1,391836 — 2,466 5687 


ist. Zur Kontrolle kann man das Wurzelprodukt bilden (man erhalt x, %, (u? ++ v?) 
= —4,999999 statt —5), sowie die Summe der reziproken Werte der 
Wurzel, die gleich —a,_;/a, sein muB (in unserem Fall erhalt man —0,000001 
statt 0). 

Besitzt eine Gleichung zwei Paare komplexer Wurzeln, so kann man neben 
der Wurzelsumme noch die oben als Kontrolle verwendete Summe der rezi- 
proken Wurzeln zur Berechnung heranziehen. Das Graeffesche Verfahren selbst 
liefert immer nur die absoluten Betrage. Sind mehr als zwei Paare komplexer 
Wurzeln vorhanden, so bestimmt man zunachst ibre absoluten Betrage, setzt 
dann in die gegebene Gleichung x = y + Pp ein, wo # eine beliebige reelle Zahl 
ist, ordnet nach Potenzen von y und bestimmt durch nochmalige Durchfihrung 
des Verfahrens die absoluten Betrage von y = * — Pp. Das lauft geometrisch 


Whee 
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darauf hinaus, die komplexen Wurzeln in der Zahlenebene als Schnittpunkte 
von Kreisen um den Ursprung und um den Punkt # zu bestimmen. Das Ver- 
fahren ist nicht eindeutig, doch kann man, da die Summe der Wurzeln be- 
kannt ist, sowie aus geometrischen Uberlegungen leicht die richtige Aus- 


wahl treffen. 


Literatur (Auswahl): BAUMGARTNER, Gruppentheorie (Leipzig 1921); BocHEr, Ein- 
filhrung in die héhere Algebra (2. Aufl. Leipzig 1925); Courant-HitBert, Die Methoden 
der mathematischen Physik, Bd. 1 (Berlin 1924); Hasse, Héhere Algebra, 2 Bde. (Leipzig 
1926/27); Krein, Elementarmathematik vom hdheren Standpunkte aus, Bd.1 (3. Aufl. 
Berlin 1924); KowaLewsk1, Einfithrung in die Determinatentheorie (2. Aufl. Leipzig 1925) ; 
PERRON, Algebra, 2. Bde. (Berlin 1927); RuNGE, Praxis der Gleichungen (2. Aufl. Leipzig 
1921); RuNnGcE-K6nic, Vorlesungen iiber numerisches Rechnen (Berlin 1924); ScHRUTKA, 
Elemente der héheren Mathematik (3. u. 4. Aufl. Leipzig 1924); Spriser, Die Theorie der 
Gruppen von endlicher Ordnung (Berlin 1923); WEBER-EpsTtEIN, Enzyklopadie der Elementar- 
mathematik Bd.1 (4. Aufl. Leipzig 1922). 


Kapitel 3. 


~Geometrie. 


Von 
A. DuscHEK, Wien. 
Mit 16 Abbildungen. 


I. Trigonometrie. 


1. Das ebene Dreieck. Die Grundlage aller trigonometrischen Rechnungen 
bilden die in Kap. 1, Ziff. 9 zusammengestellten Formeln. Fiir die praktische 
Durchfiihrung der Rechnungen ist zu bemerken, daB man hier die Winkel mit 
Riicksicht auf den Gebrauch der Tabellen im GradmaB messen wird. Zur Er- 
reichung mdéglichster Scharfe der Rechnung beachte man, daB bei Winkeln in 
der Nahe von 0° und 180° der Kosinus, bei Winkeln in der Nahe von 90° der 
Sinus praktisch unbrauchbare Resultate liefert, so daB in diesen Fallen fiir eine 
entsprechende Auswahl der Formeln Sorge zu tragen ist. 

Fiir die Sonderfalle des rechtwinkligen und gleichschenkligen Dreieckes 
sind im folgenden keine eigenen Formeln angegeben. Bezeichnet sind die Ecken 
im positiven Umlaufungssinn mit A, B, C, die zugehérigen Winkel mit «, f,.y, die 
ihnen gegeniiberliegenden Seiten mit a, b, c, der halbe Umfang mit s =4(a+ b-+-c), 
der Radius des Umkreises mit 7, der Radius des Inkreises mit 0, die Radien der 
Ankreise mit 7,, 7%, %-, die Héhen mit hg, 4, , und schlieBlich mit J der Flachen- 
inhalt des Dreieckes. Ein unmittelbar hinter einer Formel gesetztes ((Z)) be- 
deutet, daB sich aus ihr durch zyklische Vertauschung von a, b, c bzw. a, f, 
zwei weitere Formeln herleiten lassen. 

Projektionssatz: a = bcosy + ccosf ((Z)). 

_Kosinussatz: a? = b? + c? — 2bce cosa ((Z)). 

Sinussatz: a:b:c = sina:sinf#:siny 

oder 7 b C 
sinw  sinf ‘siny 
oder schlieBlich a = 27 sina ((Z)). 

Tangentensatz (Nepersche Gleichungen): 


SS IN 

















aap 
jg 
a+? 2, ((d). 
a—b t a—p 
oo 
Mollweidesche Gleichungen: 
Sophie » sim = = B 
etp___=_, 4% >= — (2). 
Te a pe c 7 
sin= cos< 


2 2 
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Formeln fiir die Winkel: 
sina =~ Ys(s— a) (SB) (s— 2) (2), 


ao | a ((Z)) , cos * = SE 4) ((Z)) , 
































be 
(s — b) (s — 2) (Soe aes Q Ya Sey ae 
aoe s(s— a) s—a@ Ss Ye % 
2 od Be oe ariiche (2 
= ah } 
Hohen: ha = bsiny =csinB = 2rsinfsiny ((Z)). 
Inhalt: J=tbcsing (2), fene—® (2), 
J ae ae oe ys (s ra a) (s eos b) (s —c) = os —— Vora%rte- 
Verschiedenes: 
“ B ie 
s= 47 COS COS > COS = 
0 B ? 
s—a=4rcos sin sin ((Z)), 
. ® a a =a 
o = 4rsin : sin f sin 5 a ys ae s SS =stgq es eae 


Cr (s — a) tg > ((Z)), 


Tihs te Bee Ae sin 5 cos eee beide ((Z)) . 

2.. Allgemeines iiber spharische Dreiecke. Ahnlich wie ein ebenes Dreieck 
die durch drei Punkte und ihre drei geradlinigen Verbindungsstrecken gebildete 
ebene Figur ist, versteht man unter einem spharischen Dreieck drei Punkte A, B, C 
auf der Kugel vom Radius 1 (Einheitskugel), von denen keine zwei einander 
diametral gegeniiberliegen, sowie die zwischen 0° und 180° gelegenen, durch je 
zwei der drei Punkte bestimmten Hauptkreisbogen a, b, c der Einheitskugel. 
A, B,C sind die Ecken, a, b, c die Seiten des spharischen Dreiecks. Die Benennung 
und die Bezeichnung der iibrigen Stiicke des spharischen Dreieckes stimmt mit 
der beim ebenen Dreieck verwendeten tiberein (Ziff, 4) ; 
hinzu tritt noch die halbe Winkelsumme o=4(4-+/+). 
Die Winkel des spharischen Dreiecks legen ebenfalls 
zwischen 0° und 180°. 

Projiziert man ein spharisches Dreieck aus dem 
Kugelmittelpunkt, so erhalt man das projizierende 
Dreikant; es gilt: Die Seiten und Winkel eines spha- 
rischen Dreiecks sind bzw. die Kanten- und Flachen- 
winkel des projizierenden Dreikants. Daraus folgt: Die 
Seitensumme eines spharischen Dreiecks liegt zwischen 
0° und 360°, die Winkelsumme zwischen 180° und 360°. 





Abb, 1. Nebendreiecke und 6 : . 5 S. . Se 
Seheiteldrereeks Dem gréBeren Winkel liegt die gréBere Seite gegeniiber, 


gleichen Winkeln liegen auch gleiche Seiten gegeniiber. 

Denkt man sich die Hauptkreise, denen die Seiten eines Dreiecks ABC 
angehéren, vollstandig ausgezogen, so zerlegen sie die Kugelflache in acht Drei- 
ecke (Abb. 1), von denen drei, die Nebendreiecke, mit ABC je eine Seite 
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gemeinsam haben und in dem dieser Seite gegeniiberliegenden Winkel iiberein- 
stimmen, wahrend die iibrigen vier Stiicke die Supplemente der entsprechenden 
Sticke von ABC sind. Das Dreieck A’B’C’, welches mit ABC keine Ecke ge- 
meinsam hat, heiBt Scheiteldreieck von ABC; es ist diesem spiegelbildlich 
gleich. Die itbrigen drei Dreiecke sind die Scheiteldreiecke der Nebendreiecke 
von ABC und tragen keine besondere Benennung. Sind J; Ja, Jv» Jo der Reihe 
nach die Inhalte von ABC, A’BC, AB’C, ABC’, so ergibt sich fiir den Inhalt 
des Zweiecks ABA'CA 


OX 
: J+Ja= 90° ° (A) 
ferner ist "he + Ja + Jo + J, = 22, wie man leicht aus der Flachengleichheit 
der Scheiteldreiecke A'BC' und AB'C schlieBen kann. Addiert man zu (A) die 
beiden sich aus (A) durch zyklische Vertauschung ergebenden Formeln und sub- 
trahiert man von dieser Summe die letztgenannte, so erhalt man 


UE 
J= 480° ? (B) 
wo 


b= & - B+ y — 180° 


der sog. spharische Exze8 des Dreiecks ABC ist. Die Winkelsumme im 
spharischen Dreieck wachst also mit seinem Inhalt und ist immer gréBer 
als 180°; der Inhalt selbst ist dem spharischen ExzeB8 direkt proportional. 
Dieser Satz ist einer der wichtigsten der ganzen Kugelgeometrie; iiber den 
Zusammenhang mit der nichteuklidischen Geometrie vgl. VI, insbes, Ziff. 32. 

Ist P ein Punkt der Einheitskugel und H der Hauptkreis, dessen Ebene 
auf dem von P ausgehenden Kugeldurchmesser senkrecht steht, so heiBt H die 
Polare von P, und umgekehrt wird P als Pol von H bezeichnet. Neben P ist 
auch der diametral gegeniiberliegende Punkt P’ Pol von H. Ist auf H ein Um- 
laufsinn festgelegt, so wird jener Pol als positiver bezeichnet, von dem aus ge- 
sehen der Umlaufsinn von H positiv ist, also dem Uhrzeiger entgegenlauft. Auf 
der Kugelflache selbst sei ferner jener Drehungssinn als positiver bezeichnet, 
der — von auBen gesehen — dem Uhrzeiger entgegenlauft. Sind die Ecken 
A, B, C eines spharischen Dreiecks so bezeichnet, da8 der Durchlaufungssinn ABC 
positiv ist, so ist damit auf jedem der durch BC, CA und AB bestimmten Haupt- 
kreise ein positiver Durchlaufungssinn festgelegt. Die positiven Pole A’, B’, C’ 
dieser drei Hauptkreise bilden ein Dreieck, das als Polardreieck von ABC 
bezeichnet wird (mitunter wird auch das Scheiteldreieck von A'B’C’ so bezeichnet). 
Das Polardreieck von A’B’C’ ist wieder das urspriingliche Dreieck ABC. Zwischen 
Seiten und Winkeln zweier Polardreiecke bestehen die leicht nachweisbaren 
Beziehungen 

a=180°—a, ¥=180°—6, c=180°—y, 


o/=180°—a,  p’=180°—b, y=180°—c. 
Der spharische ExzeB e«’ von A’B'C’ ist somit 
&= 360°— (a+b+0¢); 


er wird auch als spharischer Defekt des urspriinglichen Dreiecks ABC be- 


zeichnet. d ; 
Hinsichtlich der Scharfe trigonometrischer Rechnungen vgl. die Bemerkungen 


zu Beginn von Ziff. 4. 
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3. Das rechtwinklige spharische Dreieck. Formeln (y = 90°): 























cose = cosacosb, ; (1) 

ue cosc = ctgactgf, : (2) 
cosa = aa cosh = et (3) 

4 pe rN 
Baer ge cosa = ie ’ cosp = 8 . (5) 
Abb. 2. Nepersche Regel. tea = 2 te B a ie (6) 


Nepersche Regel: Der Kosinus jedes der in Abb. 2 angegebenen Stiicke 
ist gleich dem Produkt der Kotangenten der benachbarten und gleich dem Pro- 
dukt der Sinus der entfernteren Stiicke. 


Auflésungstabelle (RB = Realitatsbedingung; y = 90°). 










Gesucht Anmerkung 
« und f# aus (6) 
c aus (1) oder (5) 
2 aC b aus (1), « aus (4), RB: cose < cosa. 
Bp aus (5) 
3 a, & ‘6 aus (6), c aus (4), RB: sina<sina«, tga und tga zugleich 
p aus (3) positiv oder negativ. Die Lésung ist im all- 
gemeinen zweideutig und gibt zwei Neben- 
dreiecke, fiir a = « jedoch eindeutig ein zwei- 
rechtwinkliges Dreieck. 
+ Ay bi b aus (6), c aus (5), 
a aus (3) oder (4) 
5 C, Oo a aus (4) oder als letztes 
aus (5) oder (1), 
b aus (5), B aus (2) 
6 x, p a und 6 aus (3) RB: —1 = © Sas 
c aus (2) sin 








4. Formeln ftir das schiefwinklige sphdrische Dreieck. Folgende Ab- 
kiirzungen werden benutzt 


Sy = 180° —3(a+b+0), 6) = 180° —4(a+ f+), 
Sy =e (4b c)), = 4(—o Pay), 
Ss=4(@—5b+0¢), Oo = 3(% — 8 =e 9), 

S83 =3(@+5—oc), Og = 4% Foie) 





D = sin sinc sina = sinc sina sinf = sinasind siny = V4 SIN Sp SINS, SINS, Sinss , 





A = sinf siny sina = siny sin« sinb = sina sinB sinc = /4 sino, sino, sino, sing. 


rat i sins; SiN sy sin Sy ae / Sino, sin oy sino, 
sin So 3 SIN dp ; 














wobei hier und auch im folgenden alle Wurzeln positiv zu nehmen sind. Uber 
die Bedeutung von ((Z)) vgl. Ziff. 1. Man beachte, daB bei zyklischer Vertauschung 
Sq und oy in sich tibergehen, wahrend 51, Sg, Ss (und ebenso 0,, 63, 63) permutiert 
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werden. Zu jeder Formel ergibt sich durch Anwendung auf das Polardreieck 
eine zweite Formel; je zwei solche Polarformeln stehen im folgenden nebeu- 
einander. Eine Ausnahme bilden nur (1), (40), (14) und (15) bis (48); (1) (10), und 
(141) gehen durch Polarisation in sich itber, wahrend (47) und (18) ein Ersatz 
fir die unhandlichen Polarformeln von (15) und (46) sind. 

Sinussatz: sina sinb _ sinc D 
sinn sinf siny A wy) 

















Kosinussatze und Folgerungen: 


cosa=cosbcosc +sinbsinc cosa ((Z)), cosa = —cosfcosy +sinfsiny cosa ((Z)). (2) 
' sina cos = cosb sinc . sina cosh = cosfsiny | 3) 
—sinb cose cosa ((Z)), ‘-— sinBcosycosa ((Z)). | 
sina cosy = cosc sinb sina cosc = cosy sinf (4) 
— sinccosbcosa ((Z)), —sinycosfcosa ((Z)). 


sinactgb=ctgfsiny-+-cosycosa ((Z)), sina ctgP=ctgbsinc—cosccosx ((Z)). (5) 
sinactge=ctgysinf-+-cosfcosa ((Z)), sinactgy=ctgcsinb—cosbcosa ((Z)). (6) 


Nepersche Analogien: 









































e ares = ? te? = % cos? 3 = 
B= ee ®). —=—-—>~ ((2)). (7) 
UP ary cos, : ctg—> cos 
tee = E sin” Fy E . i 
te sin, ctg > sin— 


Delambresche Formeln und Folgerungen: 












































ae - 2 cosh — : tees ? CoE” = 
eee te ee AN Eat SG ((Z)). (9) 
ae sim cos os A 
ae a 
—_=——— (i). (10) 
ate E aaa 
nee as Z a 
am gt eh (14) 
OS a 
ae MS ee COR, x ‘sin $, sins, | 
sin = |/ ees (2), «cos = Sapam (DD). 12) 
ea cose enna _ o« _ 1/sins, sins, | 
cos = | ae ((Z)) , sin =| ma oe (13) 
S a R 
tg2 = (Q), 5 aan, (2). (14) 
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L’Huiliersche Formel: 
€ SO OL mee Oar 4 
tg = |/tgit tet tet te (15) 
Serretsche Formeln: 
Sass 
te — tg = 
PG ig Fee Pe oi ((Z)) (16) 
8\> 33 een 
o: 
a at 
0 at (17) 
2 ao € y € 
te (S eat +) te (5 +) tg (2 ee +) 
B é y 
t t — 
gm] 4 (5 ‘) Ee (2)). 18) 
Ph io € 
tg (5 os =) 
Inkreisradius: 





too =F, ctgo = - cos * cos £ cos 


Radien der Ankreise: 











Umkreisradius: 


: o /sin sp Sin sy sin s 
tgr, = sins, tg> =|/ ER, A kVA) es 
4 Chee that (Die Bene oy 
ctg7, = 7 cos; sin-> sin > ((Z)), 
ter, ter, = sins,sins, —((Z)): 
Ly RC hare ial or oe Grek AE 
ctg7 = x, tg7 = — sin — sin — sin—. 





D 2, 2 2 


Der Dreiecksinhalt ist gleich dem im BogenmaB gemessenen spharischen 
ExzeB (15). Ist der Kugelradius nicht 1, sondern R, so ist 








elie G 





Em 


J= 130° Re, 





Auflésungstabelle. 

Von den sechs Fallen sind je zwei zueinander polar, so daB sich eine gesonderte Be- 
shandlung eriibrigt. Die Angaben fiir die Polarfalle ergeben sich jeweils durch Vertauschung 
der lateinischen und griechischen Buchstaben. 





Gesucht 





Anmerkung 





b und ¢ zugleich aus (7) Der Fall 1aBt sich bequem auch dadurch er- 
und (8) oder, wenn o | ledigen, da8 man das Dreieck durch eine Héhe 
schon gerechnet, aus (1); | in zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt und diese 
a aus (2) oder, wenn b mittels der Formeln von Ziff. 3 aufldst. 

und ¢ schon gerechnet, 
aus (9), (10) oder (11). 


x, 6, y aus (2), (12), (13) | Das zuletzt angegebene Verfahren ist wegen 

oder (14) oder auch | der Méglichkeit scharfer Rechnungsproben be- 
durch Kombination von | sonders empfehlenswert: 

(45) und (16) [im Polar- i ~ f 6 

fali (17) und (48)). ( ) ( _ i ae )= ° 

4 TN oi) ole) alee aera 


bzw. — sg+s,+ 52+ s3 = 0im Polarfall . 
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- Auflésungstabelle, (Fortsetzung.) 


a 
Nr, | Gegeben Gesucht Anmerkung 


b,c, B y aus (1), @ und « aus 3 Hauptfalle, je nachdem eH] 
(7) oder (8). Ersetzt man ‘ sind 

in (2) (cosb = cose cosa | Oder <1 ist. Im ersten Fall existiert keine, 
+ sinc sina cos £) sina | 1m Zweiten eine reelle Lésung mit y = 90°. 
Im dritten Fall ergeben sich zunichst zwei 
Werte fiir y, doch ist zu beachten, daB (fiir 
reelle Lésungen) b — c und # — y gleiches Vor- 
zeichen haben und 6+ c und 6+ y zugleich 
spitz oder stumpf sein miissen. Im Fall 6 =c 
ist auch 6 = y; es miissen b und # entweder 

beide spitz oder beide stumpf sein. 


Wegen einer weiteren Auflésungsmethode vel. 
die Anmerkung zu Fall 1. 











>1, =1 








durch V1 — cos?a@, so er- 
halt man eine quadra- 
tische Gleichung fiir cos a 








II. Projektive, affine und metrische Geometrie. 


5. Grundbegriffe der projektiven Geometrie. Dualitat. Die Satze der 
Elementargeometrie lassen sich in zwei Klassen teilen: solche, die Aussagen 
iiber MaBverhaltnisse enthalten, wie z. B. der Satz, daB die Winkelsumme im 
ebenen Dreieck 180° betragt, und in Satze itber Lagenbeziehungen, wie z. B.: 
Zwei Punkte bestimmen eine Gerade, zwei (nicht parallele) Ebenen schneiden 
sich in einer Geraden. Die Satze der zweiten Art bilden den Inhalt der Geo- 
metrie der Lage oder projektiven Geometrie. Der letztere Name hat 
seinen Grund darin, daB z. B. eine Aussage tiber Lagenbeziehungen an einer 
ebenen Figur F fiir jede Figur richtig bleibt, die entsteht, wenn man F aus einem 
(nicht in der Ebene von F gelegenen) Punkt auf eine andere Ebene projiziert. 

Der systematische Aufbau der projektiven Geometrie gestaltet sich nun so, 
daB von den einfachsten Grundgebilden: Punkt, (unbegrenzte) Gerade, (un- 
begrenzte) Ebene ausgegangen wird; es ist aber nicht méglich, allgemeine 
explizite Definitionen (wegen einer speziellen vgl. Ziff. 6) dieser Grundgebilde 
zu geben, sondern man muB sich begniigen, eine Reihe von charakteristischen 
Eigenschaften (Anordnungs- und Stetigkeitsaxiome) und gegenseitigen 
Beziehungen (Verkniipfungsaxiome) von vornherein festzulegen, und zwar 
so, daB diese Axiome erstens widerspruchsfrei sind und da8 zweitens aus ihnen 
im Wege reiner logischer Deduktion die ganze Geometrie liickenlos aufgebaut 
werden kann (implizite Definition). Die wichtigsten der zuletzt genannten Ver- 
kniipfungsaxiome sind: 

Zwei Punkte bestimmen eine Gerade. | Zwei Ebenen bestimmen eine Gerade. 


Drei nicht in einer Geraden | Drei nicht durch eine Gerade 
liegende Punkte bestimmen eine Ebene. | gehende Ebenen bestimmen einen Punkt. 


Nennt man zwei Grundgebilde inzident, wenn sie ein Grundgebilde ge- 
meinsam haben, dessen Dimension (mindestens) um 1 héher ist als im allgemeinen 
Fall (Punkt und Gerade sind inzident, wenn der Punkt auf der Geraden liegt; 
zwei Ebenen, wenn sie zusammenfallen usw.), so lauten die beiden letzten Satze: 

Drei nicht mit einer Geraden inzi- Drei nicht mit einer Geraden inzi- 
dente Punkte bestimmen eine Ebene. dente Ebenen bestimmen einen Punkt. 

Zu bemerken ist, daB die Satze rechter Hand in der projektiven Geometrie 
durchaus allgemein gelten, da von einer Ausnahmestellung der sog. uneigent- 
lichen oder unendlichfernen Elemente keine Rede sein kann (vgl. Ziff. 9). 
Z. B. hat ja die Aussage ,,Zwei Ebenen sind parallel“ keinen projektiven Charakter. 
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Fiir den weiteren Aufbau ist die Tatsache von fundamentaler Bedeutung, 
daB sich gleichberechtigt neben jeden Satz der projektiven Geometrie (des 
Raumes) ein zweiter stellen 1aBt, in dem die Worte Punkt und Ebene, verbinden 
und schneiden miteinander vertauscht werden. Diese Tatsache, die in der obigen 
Schreibweise der Verkniipfungssatze hervorgehoben erscheint,wird als Dualitats - 
gesetz bezeichnet. 


Im Raum stehen einander dual gegeniiber: Punktreihe — Ebenenbiischel, 
Geradenbiischel — Geradenbiischel, Punktfeld — Ebenenbindel, Geradenteld — 
Geradenbiindel, Punktraum — Ebenenraum; in der Ebene: Punktreihe — 


Strahlenbiischel und schlieBlich im Biindel: Ebenenbiischel — Geradenbiischel. 

Ein Beispiel fiir duale Ubertragung findet sich in Kap. 4, Ziff. 151). 

6. Projektive Koordinaten. Der oben skizzierte rein synthetische Aufbau 
der projektiven Geometrie aus den Axiomen wird in seiner weiteren Durch- 
fiihrung bald recht umstandlich und abstrakt, insbesondere bei der Einfiithrung 
der doch nicht zu umgehenden imagindren Elemente. Man kann diese Schwierig- 
keiten, die selbstverstandlich durchaus nicht prinzipieller Natur sind, vermeiden, 
wenn man fiir die Grundgebilde (unter denen man sich zundchst noch alles 
mégliche oder, wenn man will, gar nichts vorstellen kann) im Wege einer expli- 
ziten Definition spezielle Dinge substituiert, die dann natiirlich ebenfalls den 
Axiomen zu geniigen haben. Der bekannteste und fiir die Anwendungen, bei 
denen es sich in der Regel um die geometrische Deutung von Satzen der Algebra 
oder Analysis handelt, zweckmaBigste Weg ist der schon in Kap. 1, Ziff. 2 ange- 
deutete Weg einer vélligen Arithmetisierung der Geometrie. Man definiert: Der 
Punkt (des Raumes) ist ein Tripel von Zahlen x, y, z. Dabei ist es durchaus nicht 
notig, sich auf reelle Zahlen zu beschranken; man kann von vornherein den 
ganzen Bereich der komplexen Zahlen zulassen. Die Ebene ist dann die lineare 
Gleichung 

uxtovoytwz+i1=o0 (1) 


und ist bestimmt, wenn die Koeffizienten wu, v, w bekannt sind, die bei dieser 
Schreibweise ganz symmetrisch mit den Punktkoordinaten auftreten. Es liegt 
nun nahe, diese Koeffizienten als Koordinaten der Ebene gleichberechtigt 
neben die Punktkoordinaten x, y, z zu stellen und sie gegebenenfalls statt dieser 
als veranderlich anzusehen; die Gleichung stellt dann die Bedingung dar, daB 
eine veranderliche Ebene durch den Punkt x, y, z geht: sie ist die Gleichung 
dieses Punktes in Ebenenkoordinaten (Gesamtheit aller Ebenen durch 
einen Punkt oder Ebenenbiindel,: dual zur Gesamtheit aller Punkte in eine 
Ebene oder Punktfeld). Wird keines der beiden Gebilde vor dem anderen bevor- 
zugt, so stellt die Gleichung die Inzidenzbedingung von Punkt und Ebene 
dar. Das Dualitatsgesetz (Ziff. 5) findet seinen Ausdruck in der Symmetrie 
dieser Gleichung in Punkt- und Ebenenkoordinaten. Analoges gilt in der ebenen 
Geometrie; an Stelle der obigen Gleichung tritt wx + vy + 1 = 0, dem Punkt 
steht dual die Gerade gegeniiber. 

Die Gerade kann man dann entweder als Schnitt zweier Ebenen oder dual 
als Verbindung zweier Punkte definieren (vgl. Ziff. 28). Der Nachweis, daB die 
so definierten Grundgebilde tatsdchlich den in Ziff. 5 erwahnten Axiomen ge- 
ntigen, bietet keine sonderliche Schwierigkeit. 

Es erweist sich zweckmafig, an Stelle der obigen inhomogenen Punkt- und 
Ebenenkoordinaten sog. homogene einzufiihren, namlich 4 Zahlen Hy, Xa, Mg Xa 








*) Zu den obigen Ausfithrungen vgl. F. Krein, Elementarmathematik Bd. II, 3. Aufl. 


Berlin 1925; sowie insbesondere F. ENRIQUES, Vorlesungen iiber projektive Geometrie 
2. Aufl. Leipzig 1915, 
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bzw. %4, Ue, uz, Ug, die nicht alle gleich Null sein diirfen und nicht an sich, 
sondern blo8 hinsichtlich ihrer Verhaltnisse betrachtet werden, d. h.: die Zahlen 
%1, %g, %g, %q und Ax, AX, Ax, Ax, (A #0) sind derselbe Punkt. An Stelle 
der Gleichung (1) tritt 


Uy X%y + UgX%y + Ughs + Uyx%, = 0. (2) 


Durch die Einfithrung der homogenen Koordinaten wird erreicht, daB alle 
gleichartigen Elemente des Raumes, insbesondere auch die in Ziff.5 erwahnten 
uneigentlichen Elemente untereinander véllig gleichberechtigt werden. Die 
vier Punkte (4, 0,0, 0), (0,4, 0,0), (0, 0,4, 0) und (0, 0, 0, 1) bilden die Ecken 
des Fundamentaltetraeders, dessen Seiten die Ebenen 7,=0, x,=0, 
X,=0O und x,=0 sind; sie haben also die homogenen Ebenenkoordinaten 
Percent) s) (O24, 0, 0}; (0; O45 0) cand (070, 0, 4). Der Punkt (4; 1).4,:4) heiBe 
Einheitspunkt, die Ebene (1, 4, 1, 1) Einheitsebene. Solange iiber die gegen- 
seitige Lage der Fundamentalpunkte und des Einheitspunktes keine speziellen 
Annahmen getroffen sind, werden die eben eingefiihrten Koordinaten als (all- 
gemeine) homogene projektive Koordinaten bezeichnet; zu inhomogenen projek- 
tiven Koordinaten kommt man, indem man z. B. — =e “2 ay “2 == 2, Setzty 
Eine geometrische Interpretation . der projektiven Koordinaten findet sich 
in Ziff. 7. 

Was hier fiir den Raum gesagt wurde, laBt sich auf die wbrigen Grund- 
gebilde (Ebene, Biindel usw.) ohne weiteres ibertragen. 


7. Das Doppelverhaltnis. Unter dem Doppelverhaltnis oder Wurf 
von vier Zahlen a, b, c, d (in dieser Reihenfolge) versteht man den Ausdruck 








a—c a—d 

Die ee) eb a: 

Die Zahl D bleibt ungedndert, wenn man zugleich zwei der vier Zahlen und zu- 
gleich auch die beiden anderen miteinander vertauscht; dagegen geht D tiber in 
4/D; wenn man nur die beiden ersten oder nur die beiden letzten miteinander ver- 
tauscht, und in 1 — D, wenn man entweder die beiden mittleren oder die beiden 
auBeren Zahlen miteinander vertauscht. Zu allen 24 Permutationen der vier 
Zahlen a, b, c, d gehéren also im ganzen nur sechs Werte des Doppelverhiltnisses, 
namlich 





‘| 1 D—1 D 
D, ioc ce 1D Da a a 
Ist (abcd) =—1, so bilden die vier Zahlen a, b, c, d eine harmonische 


Gruppe. Sie teilen sich dann in zwei Paare a, b; c, d, so daB sich durch Ver- 
tauschung der beiden Paare und der beiden Zahlen jedes Paares die anderen 
sieben Permutationen der vier Zahlen ergeben, die ebenfalls harmonische Gruppen 
bilden; die iibrigen Permutationen liefern je achtmal die Werte 4 und 2. Die 
Zahlen a, b hei®en konjugiert beziiglich der Zahlen c, d und umgekehrt. 
Sind a, b, c, d vier Werte eines veranderlichen Parameters 7, so ist (abcd) = 
= (a'b’c'd’) , wenn a’,b’,c’,d’ die vier entsprechenden Werte eines aus ¢ durch eine 


lineare Transformation ? = ot z mit ad — fy 0 hervorgegangenen Para- 


meters ¢’ sind, d. h. das Doppelverhaltnis ist eine Invariante gegeniiber linearen 


Transformationen. aa? 
Es seien nun zunachst x,, x, homogene projektive Koordinaten in einem 
Grundgebilde erster Stufe, z. B. auf einer Geraden. Wir markieren die drei 
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Punkte (1,0), (0,4) und (1,1), die hier, den Werten des inhomogenen Parameters 
x =~! entsprechend, als Unendlichkeits-, Null- und Einheitspunkt bezeichnet 
2%, 


werden. Die Koordinate x eines beliebigen Punktes der Geraden ist aber dann 


das Doppelverhiltnis dieses Punktes und der drei obigen 
(co 01%) =a 


Damit ist aber die Invarianz der projektiven Koordinaten gegentiber linearen 
Transformationen nachgewiesen, und zwar zunachst fir die Gebilde erster Stufe ; 
man iiberzeugt sich aber leicht, daB auch in den héheren Gebilden Ahnliches 
gilt. So ist z. B. im Raum (unter Hervorkehrung der Dualitat), 


wenn u, u9, u?’, uf? die Koordinaten 


wenn x, x9, «®, x? die Koordinaten 
einer beliebigen Ebene sind, das 


eines beliebigen Punktes sind, das 


Doppelverhaltnis der vier Ebenen 


xX, =O, x, = 0, %, —%,=O0 
und 


Doppelverhaltnis der vier Punkte 


Ugy=O0, 4 = 0, 4 —% = 0 
und 


xD 


(als Ebenen des Biischels «, — Ax, = 0) 
; ar ree 
gleich (co 04-5) = =5. 


ap) ms 


Ut, — UP u, =0 
(als Punkte der Geraden u, — du, = 0) 
yo yo 
. Hil 1 
gleich (co 0 i=) = 


oO 
Ug 


4, — * x= 0 





8. Projektive Verwandtschaften (Transformationen). Wir kniipfen an-die 
Auseinandersetzungen von Ziff. 5 an und betrachten, um einen bestimmten Fall 
vor Augen zu haben, zwei ebene Figuren, die auseinander durch eine oder mehrere 
aufeinanderfolgende Zentralprojektionen hervorgegangen sind, die also, wie man 
zu sagen pflegt, projektiv verwandt sind. Es ist nun die Frage, wie sich diese 
projektive Verwandtschaft analytisch, d. h. koordinatenmaBig darstellt. Diese 
Verwandtschaft ist offenbar umkehrbar eindeutig und hat die Eigenschaft, daB 
jeder Geraden der einen Figur wieder eine Gerade der anderen Figur entspricht. 
Daraus kann man schlieBen, daB zwischen den homogenen Koordinaten %,, %2, %3 
und x1, x2, x3; entsprechender Punkte der beiden Ebenen die Gleichungen einer 
homogenen linearen Transformation mit nicht verschwindender Determinante 
(Kap. 2, Ziff. 29) bestehen miissen, und daB die Geradenkoordinaten u,, u,, Us 
wegen der notwendigen Invarianz der Inzidenzbedingung 


Uy X + Ughe + Ugh = UX, + Ugxe + u5%x3 = 0 


der kontragredienten Transformation unterliegen. Entsprechendes gilt im Raum: 
Zwischen den Koordinaten entsprechender Punkte bestehen die Relationen der 
linearen Transformation 


OX; = Ay % + Ay %q + Ajg Xy + Aijn%q, (2 = 1, 2, 3, 4) (1) 


(oe # 0 ist ein Proportionalitatsfaktor), zwischen den Koordinaten entsprechender, 
Ebenen die Relationen der kontragredienten Transformation. Sind Uy, U3, Uz, Wy 
die Koordinaten einer beliebigen, mit dem Punkt x/, x}, #4, x{ inzidenten Ebene 
so folgt aus (1) durch Multiplikation mit den w’ und Addition 


4 
Emm, =O, (2) 
1,k=1 
d. h. die projektive Verwandtschaft (41) 1aBt sich auch darstellen durch das Ver- 
schwinden einer Bilinearform in kontragredienten Variablenreihen. Deutet man 
in (2) die w’ aber nicht als Ebenen, sondern als Punktkoordinaten, und schreibt 
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dementsprechend dafiir lieber die x’, so. ist 
4 
> Vin% x, = 0 (2’) 
1 


oder, was dasselbe ist, a, 


QU; = AyyX%y + Aja %y + Aja %y + Ayg%, (t= 1, 2, 3, 4) (1’) 


ebenfalls eine projektive Verwandtschaft, bei der aber den Punkten der einen 
Figur Ebenen der anderen zugeordnet sind und umgekehrt. Man nennt Ver- 
wandtschaften vom Typus (1) und (2) Kollineationen oder Homographien, 
solche vom Typus (1’) und (2’) Korrelationen. Spezielle Falle von Korrelationen 
sind die Polaritat (beziiglich einer Flache zweiten Grades, Ziff. 18) und das 
Nullsystem (Ziff. 29); und zwar sind das gerade die symmetrischen und schief- 
symmetrischen Korrelationen. Die Unterscheidung zwischen Korrelation und 
Kollineation ist unwesentlich, solange nicht die Frage nach Doppelelementen 
gestellt wird, das sind Elemente (Punkte, Gerade, Ebenen), die mit ihren ent- 
sprechenden inzident sind; d. h. solange man die beiden projektiv aufeinander ' 
bezogenen Raume als verschieden ansieht, da man ja dann von der Kollineation 
zur Korrelation und umgekehrt durch bloBe Vertauschung der Bezeichnungen 
Punkt und Ebene in einem der beiden Raume kommt. Das ist jedoch nicht mehr 
méglich, wenn die beiden Raume zusammenfallen (man spricht dann auch von 
einer Projektivitat eines Raumes in sich). 

Von unserem Standpunkte aus erscheint die projektive Geometrie des 
Raumes nun einfach als die Invariantentheorie der 15gliedrigen Gruppe der 
quaternaren linearen Transformationen (Kap. 2, Ziff.20 und Ziff. 29) von 
der Form (1), die projektive Geometrie der Ebene (ebenso die des Biindels) 
als Invariantentheorie der 8gliedrigen Gruppe der linearen ternaren Trans- 
formationen und schlieBlich die Geometrie in Gebilden erster Stufe als Invarianten- 
theorie der 3gliedrigen Gruppe der binaren linearen Transformationen. Denn 
offenbar mu ja jede projektive Eigenschaft einer geometrischen Figur erhalten 
bleiben (oder, bei einer Korrelation, in die duale iibergehen), wenn man eine lineare 
Transformation ausiibt; d. h. aber, daB der diese Eigenschaft wiederspiegelnde 
analytische Ausdruck eine Invariante der Transformation sein mu8 und um- 
‘gekehrt. Aus der obigen Bemerkung folgt insbesondere noch, daB eine Pro- 
jektivitat durch Angabe von 15 bzw. 8 oder 3 Paaren entsprechender Elemente 
bestimmt ist. : 

Sei in inhomogener Schreibweise 


axv+tbxtcv+td=0 (3) 


eine nichtsingulare Projektivitat zwischen zwei iibereinandergelagerten Gebilden 
erster Stufe, z. B. Punktreihen. Die Koordinaten « und x’ entsprechender Punkte 
seien auf dieselben Fundamentalpunkte und denselben Einheitspunkt bezogen. 
Die Antwort auf die Frage nach den Doppelpunkten erhalt man, indem man in (3) 
x =x’ setzt: Es gibt im allgemeinen zwei Doppelpunkte. Hat eine Projek- 
tivitat eines einstufigen Gebildes in sich drei Doppelpunkte, so ist 
sie die Identitat, d. h. es fallt dann jeder Punkt mit seinem entsprechenden 
zusammen (Fundamentalsatz der projektiven Geometrie). Sind zwei Doppelpunkte 
vorhanden, so kann man diese als Fundamentalpunkte wahlen und erhalt die 
kanonische Form x’ = kx; das von den Doppelpunkten und einem Paar ent- 
sprechender Punkte gebildete Doppelverhaltnis hat den festen Wert 4, der eine 
absolute Invariante der Projektivitat ist. Ist nur ein Doppelpunkt vorhanden 
(d. h. fallen die beiden Doppelpunkte in einen einzigen zusammen) und macht man 
diesen zum Unendlichkeitspunkt, so ergibt sich die kanonische Form x’ =x-+k. 
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Soll die Projektivitat die Eigenschaft haben, daB einem Punkt jedesmal 
derselbe Punkt entspricht, einerlei, ob man ihn zum ersten oder zweiten der 
beiden iibereinandergelagerten Punktreihen zahlt, so muB (3) bei einer Ver- 
tauschung von x und x’ ungedndert bleiben, d. h. in x und x’ symmetrisch sein. 
Die Bedingung dafiir ist b = c. Derartige Projektivitaten werden als Involu- 
tionen bezeichnet; sie besitzen immer zwei verschiedene Doppelpunkte. Die 
absolute Invariante hat den Wert k = —1 und daraus folgt, daB jedes Paar 
entsprechender Punkte von den Doppelpunkten harmonisch getrennt wird, 

Projektivitaten zwischen verschiedenen Grundgebilden gleicher Stufe haben 
keine absoluten Invarianten. 

9. Affine Geometrie. LaBt man die Gleichberechtigung der uneigentlichen 
Elemente (Ziff. 5) fallen und beschrankt sich demgemaB auf solche Transfor- 
mationen, die diese ungedndert (invariant) lassen, so kommt man zu einer etwas 
spezielleren Geometrie, als es die projektive ist, in der zwar 1m wesentlichen noch 
immer keinerlei MaBverhdltnisse, wohl aber die Begriffe des Parallelismus 
sowie der Begriff des Mittelpunktes einer Strecke eine Rolle spielen. Man 
nennt diesen Zweig affine Geometrie. Daf’ der Mittelpunkt M einer Strecke AB 
affine Bedeutung hat, folgt daraus, daB M der zum unendlichfernen Punkt 
beziiglich AB konjugierte Punkt ist (Ziff. 7). Damit ist auf der Geraden (aber 
nur auf dieser) eine Metrik gegeben: Wahlt man fiir die Koordinate x zwei be- 
liebige Punkte A, B als Null- und Einheitspunkt, den unendlich fernen Punkt 
als Punkt « = oo, so ist x nichts anderes als der mit der Einheit AB gemessene 
Abstand des betreffenden Punktes vom Nullpunkt. 

Macht man die unendlichferne Ebene des Raumes zur Ebene x, = 0, so 
hat man, um die Invarianz dieser Ebene zu erreichen, in den Formeln (1) von 
Ziff. 8 ag, = Agg = yg = 0 zu setzen und kann noch a,,—1 nehmen. In in- 
homogenen Koordinaten x, y, z erhalt diese Transformation dann die Gestalt 











Li 
% = Ay, X + AyeV + Gy32 + ayy, 
/ 
VY = Agi X% + AggV + Agg2 + Aggy, (1) 


i 
2 = Ag, % + Az2V + Agg% + Aggy 











d. h. wir kommen zu dem Resultat (vgl. Ziff. 8): Die affine Geometrie ist die 
Invariantentheorie der (nicht homogenen) linearen Transformationen oder der 
(fir den Raum) quaternéren homogenen Jinearen Transformationen unter Ad- 
junktion einer invarianten Linearform (der uneigentlichen- Ebene); d. h. die 
Eigenschaften einer geometrischen Figur finden ihren analytischen Ausdruck 
in den projektiven Simultaninvarianten der Figur und der ausgezeichneten 
Linearform. Da die 12gliedrige Gruppe der Transformationen (1), die allgemeine 
affine Gruppe, eine Untergruppe (Kap. 2, Ziff. 29) der 15 gledrigen projektiven 
Gruppe ist, erscheint somit die affine Geometrie geradezu als Spezialfall der 
projektiven ; alle affinen Eigenschaften einer Figur sind projektive Eigenschaften 
der Figur oder projektive Beziehungen der Figur zur unendlichfernen Ebene 
(z. B. projektive Eigenschaften des Schnittes der Figur mit der unendlich fernen 
Ebene (vel. Ziff. 21 und 22). 

An Stelle des Doppelverhaltnisses tritt als fundamentale absolute Invariante 
das Teilverhaltnis dreier Zahlen (Punkte) a, 6, c; man versteht darunter den 
Ausdruck Te aU 0) ae der mit dem Doppelverhaltnis (abc oo) uber- 
einstimmt. wee 

Die oben eingefiihrten Koordinaten x, y, z werden als (inhomogene) affine 
Koordinaten bezeichnet. Die drei Ebenen x = 0, y = 0 und z= 0 bilden ein 
Dreikant (das natiirlich durchaus nicht rechtwinklig sein mu; dieser Begriff 
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ist ja in der affinen Geometrie vollkommen ohne Bedeutung), dessen Kanten 
mit den Doppelgleichungen y = z = 0, z = x = 0 und x = y = 0 die Koordi- 
natenachsen sind. Ihr Schnittpunkt O = (0, 0, 0) ist der Nullpunkt der MaB- 
bestimmung auf allen drei Achsen; bezeichnet man (Abb. 3) ihre Einheitspunkte 
mit £, = (1, 0, 0), E;= (0, 4, 0), Es = (0, 0,1), so sind die Koordinaten ai Vent 


eines beliebigen Punktes P des Raumes die in den Einheitsstrecken OF 1» OF,, OF, 
auf den betreffenden Achsen gemessenen Abstinde OP,, OP,, OP, wobei 
die Punkte P, = (x9, 0, 0), Ps = (0, ¥, 0), ° 
Ps; = (0,0, 2) die bzw. parallel zu den 
Ebenen x = 0, y = 0,z =0 genommenen 
Projektionen von P auf die Koordinaten- 
achsen sind (d. h. die Schnittpunkte der 
Ebenen % = %), y= Yo, 2 = 2% mit den 
Koordinatenachsen). 





10. Aquiforme und metrische Geo- 
metrie. So wie man durch die Forderung 
der Invarianz der Parallelitat von der pro- 
jektiven zur affinen Geometrie kommt, so 
gelangt man durch die Forderung der In- 
varianz der Orthogonalitat (und damit der 
Invarianz aller Winkel) von der affinen Abb. 3.. Affine Koordinaten, 
weiter zur sog. aquiformen Geometrie, deren 
Gegenstand alle jene Eigenschaften geometrischer Figuren sind, die durch 4 qui- 
forme oder Ahnlichkeitstransformationen nicht zerstért werden. Diese 
Transformationen des Raumes bilden eine 7 gliedrige Untergruppe (Hauptgruppe 
nach F’. Kiern) der affinen und somit auch der allgemeinen projektiven Gruppe. 
Zur metrischen Geometrie im engeren Sinne (meist wird auch schon die all- 
gemeinere 4quiforme Geometrie so bezeichnet) kommt man dann durch die Forde- 
rung der Invarianz des Abstandes zweier Punkte ; die zugehérigen Transformationen 
sind die Bewegungen (Drehungen und Parallelverschiebungen) des Raumes und 
bilden eine 6gliedrige Untergruppe (Bewegungsgruppe) der obigen Gruppen. : 


Es liegt nun die Frage nahe, ob es nicht méglich ist, auch diese Gruppe 
durch Auszeichnung gewisser geometrischer Gebilde festzulegen, so wie es beim 
Ubergang von der projektiven zur affinen Geometrie durch Auszeichnung der 
uneigentlichen Elemente geschah. Das ist in der Tat der Fall, wie zunachst fiir 
die ebene Geometrie gezeigt werden soll. Ordnet man jeder Geraden eines Biischels 
die zu ihr senkrechte Gerade desselben Biischels zu, so ergibt sich offenbar eine 
Involution (die sog. Rechtwinkelinvolution), deren Doppelstrahlen die 
beiden durch den Scheitel des Biischels gehenden isotropen Geraden (Ziff. 13) 
der Ebene sind. Samtliche isotropen Geraden der Ebene schneiden die unendlich- 
ferne Gerade aber in zwei (imagindren) Punkten, dem absoluten Punkte- 
paar. Die Transformationen, die das absolute Punktepaar in sich tiberfiihren, 
miissen also die Ahnlichkeitstransformationen sein; denn durch das absolute 
*Punktepaar sind umgekehrt in jedem Punkt P der Ebene die isotropen Geraden 
bestimmt; die Involution, die diese zu Doppelgeraden hat, ist aber die Recht- 
winkelinvolution und somit laBt sich zu jeder durch P gehenden Geraden g die 
zu g senkrechte Gerade durch P angeben, namlich die zu g beziiglich der iso- 
tropen Geraden durch P konjugierte. Esseien in homogenen Koordinaten Uy %4+ 
Ug %q_+ Ug X%y—= 0, Vy X1+ Vg %_+ V3 %3=0 zwei Gerade, bezogen auf ein normales 

‘kartesisches System (Ziff. 12). Die beiden Geraden stehen aufeinander senk- 
recht, wenn %,vV,-+UgV2=0 ist. Der Kreis mit dem Mittelpunkt. (a,, a,,. 1) 
8 
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und dem Radius Ya, namlich x7 + %3—2(a,%1 + 4%) % — ax2 = 0 schneidet 
die unendlichferne Gerade x, = 0 im absoluten Punktepaar xj-++3=0, %3=0, 
deren Gleichung in Linienkoordinaten uj + us =0 ist (zerfallende Kurve zweiter 
Klasse, vgl. Ziff. 19); durch diese Bedingung sind die isotropen Geraden’ der 
Ebene charakterisiert und die obige Orthogonalitatsbedingung ist nichts anderes 
als die Bedingung dafiir, daB die beiden Geraden konjugiert sind beziiglich der 
isotropen Geraden x durch ihren Schnittpunkt. 

Ahnlich liegt die Sache im Raum. Alle Kugeln schneiden die unendlichferne 
Ebene x, = 0 (wir legen wieder ein normales kartesisches System zugrunde) 
im absoluten Kegelschnitt x7 + +3-++ #3 = 0, %, = 0. Seine Gleichung in Ebenen- 
koordinaten ist #2 -+ u3 + u2 = 0 und die Polaritat beziiglich dieser ausgearteten 
Flache zweiter Klasse (Ziff. 19) ist gegeben durch 1, + uyV2 + U3V3 = 0; das ist 
aber gerade die Bedingung dafiir, daB die Ebenen 11%, + 2% + Ug%3 + Ug%q = O 
und 0, %1 + V_%»_ + v3%3 + v4%4 = 0 aufeinander senkrecht stehen (Ziff. 16). Der 
(imaginare) Kegel, der den absoluten Kegelschnitt aus einem eigentlichen Punkt 
des Raumes projiziert und dessen Gleichung die Form (x; — a, %4)® + (%_ — a_%,)? 
+ (%3 — a@g%4)2=0 hat, wird als absoluter Kegel des Punktes (a,, a2, a3, 1) 
bezeichnet; er vertritt im Raum die isotropen Geraden der Ebene. Die Tangenten- 
ebenen des absoluten Kegels sind die oo! isotropen Ebenen durch den Punkt 
(a1, 42, 43, 1). ; ; : 

Zusammenfassend 1aBt sich also sagen, daB die aquiforme Geometrie aus 
der affinen durch weitere Adjunktion des absoluten Gebildes entsteht. 

11. Das Erlanger Programm. Unsere obigen Uberlegungen haben ein fiir 
die Geometrie in doppelter Hinsicht fundamentales Ergebnis gezeitigt. Zunachst 
einmal riickt die Stellung der projektiven Geometrie ins rechte Licht: wahrend 
sie von vornherein nur als ein diirftiger Ausschnitt aus dem fruchtbaren Gebiet 
der metrischen erscheint, ist die Sache in Wirklichkeit gerade umgekehrt: die 
affine und metrische Geometrie erscheinen als Sonderfalle der projektiven, 
jeder Satz der metrischen Geometrie erscheint als Aussage tiber projektive Be- 
ziehungen des betrachteten Gebildes zum absoluten. Diese Tatsache wurde zum 
erstenmal von dem englischen Geometer CAyLEy klar erkannt: ,,projective 
‘geometry is all geometry.“ So besteht z. B. die ganze, weitausgebaute Dreiecks- 
geometrie aus Satzen iiber projektive Beziehungen zwischen 5 Punkten, von 
denen nur zwei als absolutes Punktepaar sprachlich ausgezeichnet sind. Das 
zweite Ergebnis besteht in dem Heranziehen der Gruppentheorie. Jede Geo- 
metrie erscheint als Invariantentheorie einer gewissen kontinuierlichen Trans- 
formationsgruppe. Damit erscheint in der ungeheueren Mannigfaltigkeit geo- 
metrischer Satze erst das ordnende Prinzip, dem nicht nur die drei obigen 
Geometrien, sondern auch alle anderen unterliegen, wie z. B. die Kugelgeometrie 
und. die Geometrie der reziproken Radien, deren Gruppe dadurch entsteht, daB 
man zu den Transformationen der Bewegungsgruppe noch die Transformation 
durch reziproke Radien hinzufiigt, die in der Funktionentheorie eine Rolle 
spielt, sowie die nichteuklidischen Ma8geometrien (VI) und die Topologie (VII), 
die allgemeinste Geometrie, deren Gruppe durch die umkehrbar eindeutigen und 
stetigen Punkttransformationen gebildet wird usw. Mit einem Wort, der obige* 
Satz ist umkehrbar: zu jeder Transformationsgruppe gehért eine bestimmte 
Geometrie. Diese Gedanken hat F. KLEIN gelegentlich seines Amtsantrittes 
an der Universitat Erlangen zum erstenmal verdffentlicht, daher der Name 
»—Erlanger Programm‘“‘!), 


1) », Vergleichende Betrachtungen tiber neuere geometrische Forschungen“, Erlangen 
1872. Wiederabdruck in Math. Annalen Bd. 43. 1893 und Gesammelte math. Abhandlungen 
Bd. I, S, 460. Berlin 1921. Vgl. auch das Zitat auf S. 108. 
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12. Koordinatensysteme. Je nachdem ob man projektive, affine oder 
metrische Eigenschaften eines geometrischen Gebildes studieren will, wird man 
der analytischen Untersuchung projektive, affine oder metrische Koordinaten 
zugrunde legen. Das allgemeine projektive Koordinatensystem wurde in Ziff. 6 
besprochen, das affine Koordinatensystem, das sich aus dem projektiven dadurch 
ergibt, daf man die drei Fundamentalpunkte (4, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0) und (0, 0, 4, 0) 
in die uneigentliche Ebene x, = 0 legt, in Ziff.9. Dieses affine Koordinaten- 
system ist zugleich das allgemeinste schiefwinklige kartesische Koordi- 
natensystem. Die spezielleren 
kartesischen Systeme gehéren be- 
reits der metrischen Geometrie 
an: das schiefwinklige System mit 
gleichen Einheitsstrecken auf den 
drei Achsen, und das rechtwinklige 
System, bei dem die uneigentlichen 
Punkte der Achsen ein Polardreieck 
des absoluten Kegelschnittes bilden 
und bei dem die Einheitsstrecken 
auf den drei Achsen entweder be- 
lebig oder gleich (normales kartesisches System) sind. In der metrischen Geo- 
metrie ist noch die Unterscheidung zwischen Rechtssystem und Linkssystem 
wichtig (Abb. 4). Bekanntlich gibt es zu jeder raumlichen Figur eine spiegelbild- 
lich kongruente, die mit ihr nicht durch Bewegungen zur Deckung gebracht werden 
kann; dasselbe gilt auch von diesen beiden Typen normaler kartesischer Systeme. 
Daumen, Zeige- und Mittelfinger der rechten Hand bilden, wenn sie ungefahr 
rechtwinklig zueinander gehalten werden, der Reihe nach x-, y- und z-Achsen 
eines Rechtssystems, die der linken Hand in derselben Reihenfolge die Achsen 
eines Linkssystems. Oder: dreht man in einem Rechtssystem (Linkssystem) 
die positive x-Achse durch den kleineren Winkel (7/2) in die positive y-Achse und 
geht man dabei in der Richtung der positiven z-Achse ein Stiick weiter, so fuhrt 
man die Bewegung einer Rechtsschraube (Linksschraube) aus. Die erwahnte 
Drehung geschieht, von der positiven z-Achse aus betrachtet, dabei im positiven 
(negativen) Drehungssinn. Ahnlich gibt es auch in der Ebene zwei Systeme, 
die nicht durch eine ganz in der Ebene verlaufende Bewegung zur Deckung 
gebracht werden kénnen (wohl aber durch eine réumliche Bewegung). 

Bemerkt sei, daB die Unterscheidung zwischen homogenen und inhomogenen 
Koordinaten in erster Linie formaler Natur ist; erstere sind in der projektiven 
Geometrie immer, in der affinen und metrischen Geometrie nur dann zweckmabig, 
wenn es sich um Aussagen iitber unendlichferne Gebilde handelt (z. B. in Ziff. 10). 

Wir erwahnen noch einige spezielle metrische Koordinatensysteme : 

4, Die ebenen Polarkoordinaten. Man wahlt in der Ebene einen festen 
Punkt O und legt durch ihn eine orientierte, d. h. mit Durchlaufungssinn ver- 
sehene Gerade, die Polarachse. Die Polarkoordinaten eines Punktes P der 
Ebene sind dann der Abstand r = OP vom Ursprung sowie der Winkel @, den 
diese Strecke mit der Polarachse bildet. Zu jedem Punkt gehdren unendlich 
viele Polarkoordinaten, namlich (r, y + 2ka) und (—7,9 + 2k-—> 1a). Man 
legt den Polarkoordinaten daher manchmal die Einschrankung 7 = 0,0 = y < 2a 
auf. Zwischen Polarkoordinaten und rechtwinkligen kartesischen Koordinaten x, y 
bestehen die Transformationsformeln 

% = 7 COSP; y =rsing 


bzw. r= e+ yy, yp =arctg—. 


Y 





Abb. 4. Rechtssystem und Linkssystem, 





8* 


416 Kap. 3. A. DuscHex: Geometrie. Ziff. 13. 


2, Polarkoordinatenim Raum (Abb.5). Man wahlt einen festen Punkt 0, 
legt durch ihn eine orientierte, d.h. mit Drehungssinn versehene Ebene 2 sowle 
eine orientierte Gerade g, die auf 0 senkrecht steht. In a legt man noch eine 
orientierte Gerade durch O. Den Durchlaufungssinn auf g wahlt man zweck- 
maBig so, da8 er zusammen mit dem Drehungssinn in eine Rechtsschraube 
bildet. .Die Polarkoordinaten eines Punktes P sind dann: der Abstand 7 = OP 
‘ vom Ursprung, der Winkel gy, den die 
senkrechte Projektion P’ von P auf x 
mit der Geraden h einschlieBt und schlie- 
lich der Winkel & zwischen der Strecke 
OP und g. Man bekommt alle Punkte des 
Raumes gerade einmal, wenn man die 
Polarkoordinaten den Einschrankungen 
7>0,0<9 < 2a und0<%0=<Zz unter- 
wirft. Die Flachen 7 = konst. (Kugeln 
vom Radius 7 mit dem Mittelpunkt OQ), 
g=konst. (Ebenen durch g) und #= konst. 
(gerade Kreiskegel mit der Achse g und 
dem Offnungswinkel 2%) bilden ein drei- 
faches Orthogonalsystem (Kap. 4, Ziff. 28). Der Zusammenhang mit rechtwink- 
ligen kartesischen Koordinaten ist gegeben durch die Transformationsformeln 





Abb. 5. Raumliche Polarkoordinaten. 


%=rsin? cosy, y=yrsin’sing, Z=rcosv 
und Noe te at (PtP F 
y= Veet yet 22, pate 18 p = arc tg—. 


3. Zylinderkoordinaten im Raum. Diese sind ein Mittelding 
zwischen kartesischen und Polarkoordinaten und entstehen, indem man bloB in 
der xy-Ebene Polarkoordinaten einfithrt, die z-Koordinate jedoch ungedndert 
1aBt. Die Flachen 7 = konst. (gerade Kreiszylinder mit der z-Achse als Achse), 
g =konst. (Ebenen durch die z-Achse) und z= konst. (Ebenen senkrecht 
zur z-Achse) bilden ebenfalls ein dreifach orthogonales System. 

Uber elliptische Koordinaten vgl. Ziff. 26. 


II. Punkt, Gerade und Ebene im Raum. 


18. Allgemeines. Wir legen der folgenden Darstellung, die im wesentlichen 
eine Formelsammlung ist, ein normales kartesisches Rechtssystem zugrunde, 
auch dort, wo es sich um Satze der projektiven Geometrie handelt. Homogene 
Koordinaten sind mit x, y, z, t, inhomogene mit x, y, z bezeichnet, so daB sich die 
letzteren aus den ersteren fiir ¢=1 ergeben. Dort, wo es zweckmafBig ist, sind 
die Formeln in vektorieller Schreibweise gegeben. 

Eine Gleichung F (x, y, z) = 0 stellt eine Flache dar. Ist F linear, so ist diese 
Flache eine Ebene 4x + By +Cz+ D=0. Eine besondere Ausnahmsstellung 
nehmen hier die isotropen Ebenen (auch Minimalebenen genannt) ein. Bei 
ihnen ist A?-++ B*4 C?=0, sie sind also imaginar, sofern nicht A =B=C— 0 
ist (unendlichferne Ebene ¢=0). Die nicht isotropen Ebenen werden als 
euklidische Ebenen bezeichnet. Jede euklidische Ebene schneidet den absoluten 
Kegelschnitt (Ziff. 10) in zwei Punkten, dem absoluten Punktepaar der Ebene. Die 
Verbindungsgeraden eines Punktes der Ebene mit dem absoluten Punktepaar sind 
die beiden isotropen Geraden (oder Minimalgeraden) durch den Punkt. Die 
isotropen Ebenen beriihren den absoluten Kegelschnitt, durch jeden Punkt einer 
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isotropen Ebene geht also nur eine einzige isotrope Gerade. Durch jede euklidische 
(nicht isotrope) Gerade gehen zwei isotrope Ebenen, durch jede isotrope Gerade 
nur eine. Vgl. hierzu auch Kap. 4, Ziff. 45. 

Eine Gleichung zwischen zwei der drei Veranderlichen x, y, z, etwa zwischen 
x, y ist im Raum ebenfalls eine Flache, und zwar ein Zylinder, dessen Erzeugende 
zur z-Achse parallel sind. 

Zwei Gleichungen F (x, y, z) und G(x, y, z), deren Funktionalmatrix den Rang 
zwei hat (Kap. 1, Ziff. 25) stellen eine Kurve dar. Sind beide Gleichungen 
linear, so ist die Kurve eine Gerade. 

Uber Parameterdarstellungen vgl. Kap. 1, Ziff. 26. 

Eine Ebene heifSt orientiert, wenn in ihr ein Drehungssinn als positiv 
festgelegt ist. Dadurch ist dann auch ein positiver Sinn auf der Normalen 
bestimmt, und zwar jener, der zusammen mit dem positiven Drehungssinn der 
Ebene eine Rechtsschraube bildet. Eine Gerade heiBt orientiert, wenn auf ihr 
ein bestimmter positiver Durchlaufungssinn gegeben ist. 

14. Gleichungsformen der Ebene. Ist nein beliebiger Vektor der Normalen- 
richtung, p und py, die Ortsvektoren zweier Punkte der Ebene, von denen der erste 
veradnderlich, der zweite fest ist, so ist 


(p — Po) t = 0. (1) 

Bezeichnet man die Einheitsvektoren in den Koordinatenachsen mit i, j, f und 

setzt p= xi + yj +t, n= Ai+ Bj + Cf und pon = —D, so geht (1) tiber 
in die allgemeine Ebenengleichung 

Ax+By+Cz+D=0, (2) 

in der somit A, B, C Richtungsparameter der Normalen (Stellungsparameter 


der Ebene) sind; sind «, £, y die Winkel der Normalen mit den Koordinaten- 
achsen, so ist also 





ABC = cosa: cos p cosy 
Ist n Einheitsvektor, die Ebene also orientiert, so ist pot = # der Abstand der 
Ebene vom Ursprung und statt (2) ergibt sich 

x cosa + ycosfp + zcosy —p=0 (3) 
die Hessesche Normalform der Ebenengleichung; der Abstand # ist dabei 
positiv oder negativ zu nehmen, je nachdem der Ursprung auf der negativen 
oder positiven Seite der Ebene liegt. Aus den Koeffizienten von (2) ergibt sich 
p bis aufs Vorzeichen aus ae 5. 

an 7 Ce more 

Die Ebene (2) geht durch den Ursprung, wenn D = 0 ist; ist das nicht der Fall, 
so kann man ihre Gleichung nach Division durch —D in die Form 


te y Zz a 
Pope el (4) 
; : 1D; D Oe 
bringen (Abschnittsgleichung), wo a = sag it b= — Ba Le die vom 
Ursprung aus gemessenen Langen der Strecken sind, die die Ebene auf den 


Koordinatenachsen abschneidet. 

Die Gleichung der Ebene durch drei Punkte (x,, 4, Bi) (tos Vo, 2a) UG 
(%3, Vg» 23) ist gy ef | 
5 eee 
| X_ Ve % 4 
|% V3 2% 1 
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es ist das die Bedingung dafiir, daB die 4 Punkte, deren Koordinaten in den 
einzelnen Zeilen stehen, in einer Ebene liegen. 

15. Gleichungsformen der Geraden. Die Gerade durch zwei Punkte mit 
den Ortsvektoren p, = %,i +f + 2%,£ und py = x gi-+ Yef + Z£ ist in Para- 








meterdarstellung Wes VG res (1) 
Durch Elimination von ¢ folgt in Koordinaten die Doppelgleichung 
le ee SC (2) 
Hy — %2 Ml Se} oie ee 
Setzt man p, — p,; = q, so erhalt man die Gerade durch p, mit der gegebenen 
Richtung q = ai+ bj + cf p= p, + fq (3) 
oder 2—1 74 A (4) 


deren Richtungsparameter a, 6, c sind. Ist q Einheitsvektor, so ist die Gerade 
orientiert und es wird a =cosd, b = cosu, c =cosv, wo A, w, »v die Winkel 
der Geraden mit den Koordinatenachsen sind. Eine parameterfreie Gestalt 


von (3) ist [p — b,, q] =0 (5) 
[pq] =m, (6) 


dabei ist m das Drehmoment der in der Geraden wirkenden Kraft q beziiglich 
des Ursprungs. Ist wieder q = p.— ,, so sind die Komponenten von q und m 


oder 


peek 1) NY. 9. cael As 2g = 44, V12n— Voey, 2% — SeXy, 809 Vo — Bos 
Diese sechs Gré8en werden als Plickersche Koordinaten der Geraden be- 
zeichnet. Sie sind nicht unabhangig voneinander (vgl. V, insbesondere Ziff. 28). 
16. Beziehungen zwischen den Grundgebilden. Vier Ebenen A;x + B;y 
+ Cjz + D; = 0 (t =1, 2, 3, 4) gehen durch einen Punkt, wenn 
A, B, Cy dD, | 
—3()) 
| A, B, C, dD, 
ist. Drei Ebenen gehen durch eine Gerade, wenn die vier dreireihigen Deter- 
minanten der Matrix AN Ge 1s 
A, By C, D, 
verschwinden. A, By, Cz Ds 
Der Winkel zweier Ebenen (p — p,)n, =0 und (p — p,) n, = 0, ist 
TMM A,A,+ B,B,+C,C, é 
Yuin} VA? + B+ C? VAR + BR+ CP’ 
sie stehen aufeinander senkrecht, wenn 
Wits AG, By CCl 0 


ist. Eine isotrope Ebene steht daher auf sich selbst senkrecht (vgl. Ziff. 10). 
Zwei Ebenen sind parallel, wenn [n, 15] = 0 oder 


AB Go, eee 


Ny 


ein eae ag Dat Psi 


(fp, und #5 sind die absoluten Glieder der Hesseschen Normalformen). 


/ 


cos} = 








ist; ihr Abstand ist dann 
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Der Abstand eines Punktes p) = %)i+ ¥oj +2 f£ von einer Ebene 
(p — ,)n = 0 ist 
d= eae = %,cosa + y,cosf + z, cosy — p; 
ist die Ebene also in der Hesseschen Normalform gegeben, so erhalt man den 
Abstand durch Einsetzen der Koordinaten des Punktes }) in die linke Seite 
der Ebenengleichung. Er wird positiv oder negativ, je nachdem der Punkt ),) und 
der Ursprung auf verschiedener oder auf derselben Seite der Ebene legen. 
Zwei Gerade p, + ¢q, und p, + fq, haben den Abstand 
(P2 = Pa Ga» 42) 
. fa, gal? : [qa qo] 
(Po = Pi, Gs Ge). 
: ‘ : V{% 421° 
sie schneiden einander also, wenn 
(Pe — Pir Gi» G2) = 0 


und sind insbesondere parallel, wenn 





von der Lange 


[4192] = 0 

ist. Die Bedingung fiir die Orthogonalitat ist 
q1q2 = 0. 

Die Gerade p, + ¢q ist zur Ebene (p — po) 1 = O senkrecht, wenn 
[nq] = 0 

und parallel, wenn ng =0 


ist. 
17. Mehrdimensionale Raume. Der Begriff des n-dimensionalen Raumes R,, 
wurde bereits in Kap.1, Ziff. 2 formuliert. 
k Punkte x (j = 1;2,...,) des R, heiBen linear abhangig oder un- 
abhangig, je nachdem der Rang 7 ihrer Koordinatenmatrix 


ee ee AA 

2 2 2 
vate Mirae wake el (1) 
lets, ert ae oe | 


kleiner als & oder gleich ist. Im R, gibt es somit héchstens m + 1 linear unab- 
hangige Punkte. 

Die & Punkte x bestimmen, wenn sie unabhangig sind, einen Unter- 
raum R,_; des R, (Verbindungs- oder Zugehérigkeitsraum der Punkte), 
der in Parameterdarstellung durch 
Ay) $y? on yal 

Ay tag te thy 
oder in parameterfreier Form durch ein System linearer Gleichungen gegeben 
ist, welches man durch Nullsetzen der k + 1-reihigen Determinanten einer Matrix 
erhalt, die wie (1) aus den Koordinaten der & Punkte x”) und aus denen des 
laufenden Punktes x gebildet ist, also R +1 Zeilen enthalt. Allgemein versteht 
man unter Zugehorigkeitsraum einer Anzahl von Raumen oder Mannig- 
faltigkeiten den Raum kleinster Dimension, der sie alle enthalt; von einem 
Verbindungsraum pflegt man nur bei linearen Raumen zu sprechen, ebenso 
von einem Schnittraum (Raum gro8ter Dimension, der in allen gegebenen Raumen 
enthalten ist). 





a 
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Haben zwei Raume R, und R, einen Rk, zum Verbindungsraum und einen 
R, zum Schnittraum, so ist stets 


Pg = Pas 
wobei § = —1 zu setzen ist, wenn der R, tiberhaupt keinen Punkt mit dem R, 
gemeinsam hat. ates 
m Raume R;,,, Ry; +++ > R,,, heiBen linear unabhangig, wenn die 


Dimension d ihres Zugeh6rigkeitsraumes den Wert 
hy thet tha m= 1 


hat, ist d kleiner als diese Zahl, so heiBen die Raume linear abhangig. 
Der Abstand D zweier Punkte x und y und der Winkel # zweier Hyper- 


n n 
ebenen DMX +4=0 und >»,*;+1=0 sind in rechtwinkligen Koordinaten 





4=1 v=1 7 
kere Seas Zhi U; 
= ay.) ao ee eee 
D =|/ Se yj) bzw. cos0 / ==, 
: SurSoi 
é@=1 #=l 


Im R,, ist dual zu einem R, ein R,_;,-1, zam Punkt Ry insbesondere die 
Hyperflache R,_1. 

Die Gesamtheit der Raume von n—k, n—k+4,..., 2 —1 Dimensionen, 
die im R,, durch einen R,_,-, hindurchgehen, heiBt Bund oder Stern, der 
R,-x-1 sein Kern. Ein solcher Bund ist wieder ein k-dimensionaler Raum S;, 
dessen Punkte und Hyperebenen bzw. die R,_;, und R,,_; (oder umgekehrt) sind. 


IV. Kurven und Flachen zweiten Grades. 


18. Allgemeines. Polarentheorie. Sei eine Gleichung 


4 
} (x, x) ae a Ain = Ai- (4) 
Vy 5 . 
gegeben, deren linke Seite eine quadratische Form in den Veranderlichen *,, %2, %3,%4 
ist. Deutet man die Veranderlichen x als homogene projektive Koordinaten eines 
Punktes, so wird das durch (1) definierte geometrische Gebilde als Flache 
zweiter Ordnung bezeichnet. Sind hingegen in 


4 
g(u,u) = inti =0, ba = di; (2) 
Phy eas 
die “ homogene projektive Ebenenkoordinaten, so heiBt die Gesamtheit der 
oo? Ebenen, die mit ihren Koordinaten der Gleichung (2) geniigen, Flache 
zweiter Klasse; sie ist das zur Flache zweiter Ordnung duale Gebilde. Beide 
werden mit gemeinsamen Namen als Flachen zweiten Grades bezeichnet. Sie 
sind geometrisch nicht wesentlich verschieden; jede Flache zweiter Klasse ist 
die Gesamtheit der co? Tangentenebenen (s. unten) einer bestimmten Flache 
zweiter Ordnung und umgekehrt ist jede Flache zweiter Ordnung die Einhiillende 
der oo? Ebenen einer bestimmten Flache zweiter Klasse; man spricht in diesen 
Fallen von einer einzigen Flache zweiten Grades, die einmal als Punktgebilde, - 
einmal als Ebenengebilde aufgefaBt wird. 
Sind y und z zwei Punkte, so sind die Punkte ihrer Verbindungsgeraden G 
gegeben durch x = Ay + wz oder in Koordinaten 


Kee Aye eae, (6 = "452, 39 4 (3) 
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(Vgl. iiber die Bezeichnung Kap.1, Ziff. 2.) Die GréBen 4 und « sind dann homogene 
Reo auf G. Fiir die Schnittpunkte von G mit (1) ergibt sich durch Ein- 
setzen von (3) in (1) 





At (y,y) + 2dufly,z) + wf(z,2) = 0, (4) 
a : —ofly.9) ~6f 
aes eee Oey) 4 Of (4, 2) 
f(y, 2) = 2, anit = =>, Oy, ab => Oz, Vi 
ik=1 k=1 i=1 
bedeutet. Ist 
fly,2) =0, 


so werden die Punkte y und z, die auf G die Koordinaten (1,0) und (0,1) haben, 
von den Schnittpunkten, deren Koordinaten entgegengesetzt wae ae har- 
monisch getrennt. Es ist ja das Doppelverhiltnis (oORk —k) = 1 (Ziff. yee 
Ist das der Fall, so heiBen die Punkte y und z konjugiert bariiptich (fy) Ist" 
ein fester, z ee veranderlicher Punkt, so zeigt die in z lineare Relation ° 

4 


f(y;2) = > arvite = 0, (5) 
t,k=1 
da8 der Ort aller zu y konjugierten Punkte eine Ebene v ist, deren Koordinaten 
wegen (5) 4 
w= D> any (R= 1,2, 3,4) (5) 


sind. Die Ebene v heiBt Polarebene von y und umgekehrt y Pol von v. Diese 
durch (5) oder (5’) bestimmte Korrelation (Ziff. 8), die wegen a;, = a,; sym- 
metrisch ist, wird als Polaritat beziiglich der Flache (1) bezeichnet. Man iiber- 
legt leicht die Richtigkeit der Satze: 

Dreht sich eine Ebene um einen Punkt x, so bewegt sich ihr Pol in der Polar- 
ebene von ~. 

Dreht sich eine Ebene um eine Gerade G, so bewegt sich ihr Pol auf einer 
Geraden G’; G und G’ werden als reziproke Polaren bezeichnet. 

Liegt y auf der Flache (1), so wird in (4) auch f(y, y) = 0, und fir die kon- 
jugierten Punkte z folgt wu? = 0, d. h. die Verbindungsgerade G von y und z 
schneidet die Flache (1) in zwei, in y zusammenfallenden Punkten. Jede solche 
Gerade heiBt Tangente von (1) in y; die samtlichen Tangenten von (1) in y 
erfiillen eine Ebene, die Tangentenebene 


iy, 2) = 0 
von (1) in y (z ist laufender Punkt in der Tangentenebene). Daraus folgt, daB 
eine Ebene « dann und nur dann Tangentenebene von (4) in einem Punkt x ist, 
wenn die Gleichungen 


Bf (%, %) = Ayy %y + AqyX%q + Ayg%y + Ayy%y = Uy 


Ef (%, %) = Aq, %y + Aga %y + AggX%y + Ugg %q = Uy 
E fy (%, %) = Ag %y + Agp %q + M33 %3 + Agq%q = Ug (6) 
(%,%) = Agy %y + Agy %q + Agg%3 + Agy X= Uy 


afa(%, 
Uy % + UgX%_ + UgX%3 - UgX, = 0 
bestehen. Dabei bedeutet /;(«, x) die partielle Ableitung von f(x, x) nach %;. 
Es folgt durch Elimination von %,, %,, %3, %4, — 1 

Ay Ap Ag Ay My | 

Gey Gen 4g 4n4 Ue 


I 
° 
S 


31 32 433 Ag, U3 
G4, Gag %q3 Fag Me 
U, Uy Us, Uy O 


422 Kap. 3. A. DUSCHEK: Geometrie. Zist. 19; 


die Gleichung von (1) in Ebenenkoordinaten (vgl. Kap. 2, Ziff. 32). Uber die 
nahere Diskussion von (7), die durch den Rang der Matrix (a;z) bedingt 1st, 
vgl. die folgende Ziff. 19. 

Die Polarebene eines Punktes y schneidet die Flache (1) in einer Kurve 
zweiter Ordnung. Die Tangentenebenen von (1) in den Punkten dieser Kurve 
gehen alle durch y hindurch und umhiillen einen Kegel, dessen Scheitel der Punkt y 
ist und der als Tangentenkegel von y bezeichnet wird. Dieser Tangential- 
kegel ist das zur obigen Schnittkurve duale Gebilde. 

Die Ubertragung der vorstehenden Siatze auf (ebene) Kurven zweiten Grades 
macht keine Schwierigkeit. Geometrisch kann man sich die Verhaltnisse durch 
Schnitt einer Fliche zweiten Grades mit einer Ebene veranschaulichen. An 
Stelle der Polarebene tritt die Polare, an Stelle der Tangentenebene die Tangente. 
Der Begriff der reziproken Polaren fallt weg. Statt des Tangentenkegels erhalt man 
das System der beiden Tangenten, die sich aus einem Punkt an eine Kurve zweiter 
Ordnung legen lassen; ihnen entsprechen dual ihre beiden Beriihrungspunkte. 

19. Projektive Klassifikation. Soll die Polarebene wu eines Punktes x be- 
ziiglich der Flache /(x,*) =0 unbestimmt sein, so miissen die Gleichungen 
[vgl. Ziff. 18 (6)] 

3h, (%,*) = 0, 4f,(%,*) =0, 3/5(x, x) = 0, 3f4(%, x) = 0 (1) 
eine von der trivialen verschiedene Lésung haben. Die Bedingung dafiir ist nach 
Kap. 2, Ziff.15, daB die Matrix (a;,) der Koeffizienten von /(x, x) einen Rang 
y¥<4 hat. Nach dem Eulerschen Satz (Kap.1, Ziff.3) ist aber fir jede 
Lésung von (1) auch 

f(x, *) = E[fi(%, x) + % + fo (%, *) + %2 + fg (%, x) + % + f4(% %) - %q] = 0. 
Punkte mit unbestimmter Polarebene liegen stets auf der Flache und sind 
singulare Punkte derselben. Je nachdem nun die Matrix (a;,) den Rang 
3, 2 oder 1 hat, gibt es einen einzigen singularen Punkt, eine Gerade von sin- 
gularen Punkten (singulaére Punktreihe) oder eine Ebene von singularen Punkten 
(singulares Punktfeld). Die Flache selbst heiBt in allen diesen Fallen singular 
oder ausgeartet. Die Flachen vom Rang 3 sind die Kegel, die Flachen vom 
Rang 2 zerfallen in zwei Ebenen, deren Schnittgerade die singulare Gerade ist; 
die quadratische Form /(x, x) zerfallt in diesem Fall in ein Produkt von zwei 
Linearformen. Die Flachen vom Rang 1 bestehen aus einer einzigen, doppelt 
zahlenden Ebene; die quadratische Form /(x, x) ist das vollstandige Quadrat 
einer Linearform (vgl. hierzu Kap. 2, Ziff. 32, vorletzter Absatz). Die Polar- 
ebene eines beliebigen Punktes enthalt immer das singulare Gebilde. 

Die entsprechenden Satze fiir Flachen zweiter Klasse ergeben sich durch 
Dualisierung. Die Flache zweiter Klasse vom Rang 3 besteht aus den samt- 
lichén Ebenen, die eine Kurve zweiter Ordnung berithren; die Ebene dieser Kurve 
ist die singulare Ebene, in der die Pole aller Ebenen des Raumes liegen. Die 
Flache zweiter Klasse vom Rang 2 zerfallt in zwei Ebenenbiindel, die ihnen 
gemeinsamen Ebenen bilden ein Biischel, dessen Achse die Verbindungslinie der 
Scheitel der beiden Biindel ist; auf ihr liegen die Pole aller Ebenen des Raumes. 
Die Flache zweiter Klasse vom Rang 1 ist ein einziges, doppelt zahlendes Ebenen- 
biindel, dessen Scheitel der Pol aller Ebenen des Raumes ist. 


In der Ebene zerfallen alle singularen Kurven zweiten Grades; man erhalt 
folgende Falle: 





Kurven zweiter Ordnung | Kurven zweiter Klasse 





Rang 2 Zwei Gerade (Punktreihen) Zwei Punkte (Geradenbiischel) 
Rang 4 Eine doppelt zahlende Gerade Ein doppelt zahlender Punkt 
(Punktreihe) (Geradenbiischel) 
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_ Unter einem Polartetraeder einer Flache zweiten Grades versteht man 
ein Tetraeder mit der Eigenschaft, daB die jedem seiner Eckpunkte gegeniiber- 
hegende Seite (Seitenebene) zugleich seine Polarebene beziiglich der Flache ist. 
Zu seiner Konstruktion kann man so verfahren, da® man einen beliebigen Punkt 
x@) wahlt, in der Polarebene von x einen beliebigen Punkt x(2, im Schnitt der 
Polarebenen von x und x®), also auf der reziproken Polaren der Verbindungs- 
geraden von x“) und x@) einen beliebigen Punkt x®. Diese drei Punkte bilden 
zusammen mit dem Pol «) der Ebene durch x@), x@) und x@) die Ecken eines 
Polartetraeders. Daraus folgt, daB8 jede (nicht singulare) Flache zweiten Grades 
00% - co? - cot = oof Polartetraeder besitzt (bei singularen Flachen ist diese An- 
zahl gréBer). Macht man nun die Ecken eines solchen Polartetraeders zu Fun- 
damentalpunkten eines neuen Koordinatensystems, so nimmt die Gleichung einer 
Flache zweiter Ordnung die Form 


f(%,%) = ay xi + agx8 + agx3 + ayxi = 0 (1) 


an (analoges gilt fiir die Flachen zweiter Klasse). Die Polarebene des Punktes 
x) = (1,0, 0,0) muB ja dann die gegeniiberliegende Ebene %, = 0 sein, woraus 
man [erste Gleichung (6) in Ziff. 18] folgert, daB a,., = a,3 = a4, = 0 sein muB 
usw. (vgl. Kap. 2, Ziff. 32, das dort geschilderte Verfahren kommt fiir » = 4 
auf die Bestimmung eines Polartetraeders hinaus). Durch geeignete Wahl des 
Einheitspunktes kann man (1) noch in die Form bringen 


f(x, %) = ib ++ + xe, (2) 


wo y der Rang der Flache, also gleich 1, 2,3 oder 4ist. Daraus folgt, daB der Rang 
die einzige projektive Invariante einer Flache zweiten Grades ist, da man 
ja alle Flachen zweiten Grades durch projektive Transformationen auf die Form (2) 
bringen kann. Bemerkt sei jedoch, da8 das nur gilt, wenn man sich nicht auf 
reelle Transformationen beschrankt. Diese Einschrankung ist natirlich nur dann 
am Platze, wenn die vorgelegte Flache selbst reell ist, d. h. wenn die Koeffi- 
zienten a;, reell sind (eine solche Flache mu8 aber durchaus nicht reelle Punkte 
haben). Ist das der Fall, so tritt als Invariante gegeniiber reellen linearen Trans- 
formationen auch noch die Signatur der quadratischen Form f(x, x) auf (Kap. 2, 
Ziff. 32). Man versteht darunter die Differenz der Anzahlen der positiven und 
negativen Koeffizienten in (1), die immer reell sind, da sich zu einer reellen Flache 
immer auch reelle Polartetraeder angeben lassen. Beriicksichtigt man noch, 
daB bei Multiplikation der Gleichung mit irgendeinem von Null verschiedenen 
Faktor die Flache oder Kurve ungeandert bleibt, so ergeben sich zunachst in der 
Ebene; also fiir Kurven zweiter Ordnung, folgende Falle (Rang 7, Signatur s): 

eae + og = 0,7 = 3,5 =3. Nullteiliger Kegelschnitt (keine reellen 
Punkte). 

4 xg — x = 0, 7 = 3, s = 1. Hinteiliger Kegelschnitt (0c! reelle Punkte). 

a + = 0, r= 2, s =2.°Geradenpaar (Schnittpunkt reell, alle anderen 
Punkte imaginar). 
x2 — x2 = 0,'7 = 2, s =0. Geradenpaar (co! reelle Punkte). 

a =0, r=1,s=1. Doppelgerade. 

















Entsprechend ergibt sich fiir Flachen zweiter Ordnung: 

Boke oe + xi = 0, 7 = 4, s = 4. Nullteilige, Flache. 

af 98 + x2 — x = 0, r= 4, s = 2. Einteilige Flache mit imaginaren Er- 
zeugenden (Ziff. 20). . 

4 8 — 2 — x4 = 0,7 = 4,5 =0. Einteilige Flache mit reellen Er- 











zeugenden. 
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e+ 2+ 2=0,7r=3,s=3. Nullteiliger Kegel (Scheitel reell). 

e+ 2—2=0,7r=3,s=1. Einteiliger Kegel. 

ge == 0, 7 = 2, $= 2. Ebenenpaar (alle Punkte bis auf die der Schnitt- 
geraden imaginar. 

@ —+2=0, r=2, s=0. Ebenenpaar (oc? reelle Punkte). 

















= 0,7=1, s=1. Doppelebene. 





20. Erzeugende einer Flache zweiten Grades, Die Tangentenebene schneidet 
eine nicht singulare Flache zweiten Grades in einem Kegelschnitt, der, wie man 
leicht tiberlegt, im Berithrungspunkt einen Doppelpunkt hat, also in ein Geraden- 
paar zerfallt. LaBt man den Beriihrungspunkt auf einer dieser Geraden G wandern, 
so dreht sich die zugehérige Tangentenebene um G und schneidet die Flache in 
jeder Lage in einer zweiten Geraden G’. Man erkennt so die Existenz von zwei 
Scharen von Geraden auf der Flache, die als Erzeugende bezeichnet werden und 
folgende Eigenschaften haben: Je zwei Erzeugende derselben Schar sind 
windschief, und je zwei Erzeugende verschiedener Scharen schnei- 
den sich in einem Punkt. Jede Ebene durch zwei Erzeugende aus ver- 
schiedenen Scharen ist Tangentenebene der Flache und berithrt sie im Schnitt- 
punkt der beiden Erzeugenden. 

Macht man zwei Erzeugende einer Schar zu Achsen von Ebenenbiischeln 
und 1a8t man zwei Ebenen einander entsprechen, wenn sie durch dieselbe Er- 
zeugende der anderen Schar gehen, so besteht zwischen den beiden Biischeln 
eine Projektivitat (Ziff. 8). Die Flache zweiten Grades ist also, wenn man die 
beiden Biischel als das urspriinglich Gegebene ansieht, als Erzeugnis der 
zwischen ihnen bestehenden Projektivitat anzusehen d. h. die Geraden, in 
welchen sich entsprechende Ebenen zweier projektiver Biischel (mit windschiefen 
Achsen) schneiden, bilden eine Schar von Erzeugenden einer Flache zweiten 
Grades. Die zweite Schar, der die beiden Biischel angehéren, ist durch drei 
Erzeugende der ersten Schar bestimmt und besteht aus allen Geraden, die diese 
drei Erzeugenden schneiden. Die Erzeugenden einer Schar werden also durch 
die Erzeugenden der anderen Schar projektiv aufeinander bezogen. Noch an- 
schaulicher ist die sich durch Dualisierung ergebende Erzeugung der Flachen | 
zweiten Grades durch projektive Punktreihen; die Verbindungsgeraden ent- 
sprechender Punkte bilden die eine Schar der Erzeugenden. 

Auf Kegeln existiert nur eine einzige Schar von Erzeugenden, jede Tangenten- 
ebene beriihrt in allen Punkten einer Erzeugenden. Als Erzeugnis projektiver 
Ebenenbiischel ergibt sich ein Kegel, wenn die Biischelachsen einander schneiden ; 
fallen sie ganz zusammen, so ergibt sich die nachste Stufe der Ausartung, namlich 
das Ebenenpaar als das Paar der Doppelebenen der Projektivitat. 

Ganz ahnlich ergibt sich in der Ebene, daB die Kegelschnitte Erzeugnisse 
projektiver Geradenbiischel oder Punktreihen sind; man erhalt sie im ersten 
Fall als Kurven zweiter Ordnung (System der Schnittpunkte entsprechender 
Geraden), im zweiten Fall als Kurven zweiter Klasse (System der Verbindungs- 
geraden entsprechender Punkte). 


21. Affine Geometrie der Kegelschnitte. Je nach der Art des Schnittes 
mit der ausgezeichneten unendlichfernen Geraden g,, sind zwei Falle nicht 
ausgearteter (4 = | 4;.|=£ 0) Kegelschnitte zu unterscheiden: solche, die go. in 
zwei verschiedenen Punkten schneiden (Ag3 = a, @yg — 49 4, £ 0) und solche, 
die g.. zur Tangente haben (Parabeln, Aj, = 0). Die reellen Kegelschnitte der 
ersten Art sind die Eipsen und nullteiligen Kegelschnitte (Ag, > 0), die g.. in 
imaginaren und die Hyperbeln (A.3 <0), die gx in reellen Punkten schneiden. 
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Bei zerfallenden Kegelschnitten (A = 0) treten als neue Sonderfalle auf: Das 
Parallelgeradenpaar, das Zoo IN zwei zusammenfallenden Punkten trifft, ferner 
das Geradenpaar, dessen eine Gerade Zoo Selbst ist, und schlieBlich g. als 
Doppelgerade. 

Unter den Asymptoten eines nicht ‘ausgearteten Kegelschnittes versteht 
man seine Tangenten in den unendlichfernen Punkten; sie sind also bei Ellipsen 
imaginar, bei Hyperbeln reell und fallen bei Parabeln in g., zusammen. Der 
Schnittpunkt M der Asymptoten wird als Mittelpunkt des Kegelschnittes 
bezeichnet ; er ist zugleich der Pol von g., und somit bei reellen Kegelschnitten 
immer reell. Jede Gerade durch M ist ein Durchmesser des Kegelschnittes; 
die durch ihre Schnittpunkte bestimmte Sehne (mitunter wird diese als Durch- 
messer bezeichnet) wird vom Punkt M halbiert. Bei Parabeln fallt der Mittelpunkt 
mit dem uneigentlichen Punkt zusammen (Kegelschnitte mit uneigentlichem 
Mittelpunkt). Ellipsen und Hyperbeln werden auch als Zentral- oder Mittel- 
punktskegelschnitte bezeichnet. ; 

Die Polaritat beziiglich eines Kegelschnittes mit eigentlichem Mittelpunkt MW 
bestimmt eine Involution auf g.,,indem jedem Punkt P (von g..) der unendlich- 
ferne Punkt der Polaren von P zugeordnet wird. Projiziert man entsprechende 
Punkte dieser Involution aus M, so ergibt sich eine Involution im Biischel mit 
dem Scheitel M, in der zwei entsprechende Gerade als konjungierte Durch- 
messer bezeichnet werden. Die Tangenten in den Schnittpunkten eines Durch- 
messers mit dem Kegelschnitt sind zueinander und zum konjugierten Durch- 
messer parallel, wie sich auf Grund der einfachsten Polarensatze (Ziff. 18) leicht 
nachweisen 1aBt. Die Doppelgeraden der Involution der konjugierten Durch- 
messer sind die Asymptoten. 

Wahlt man ein Paar konjugierter Durchmesser als Achsen eines affinen 
Koordinatensystems (Ziff. 9), so 1aBt sich die Gleichung eines Mittelpunktskegel- 
schnittes durch geeignete Wahl der Einheitspunkte stets in eine der folgenden 
affinen Normalformen (Mittelpunktsgleichungen) bringen: 


—x? — y2 = 4 (nullteiliger Kegelschnitt) ; 
x? + y? = 1 (Ellipse); 
—%% + y2? — 41 oder x2 — y2 = 1 (Hyperbel). 


Kegelschnitte, deren Gleichungen sich nur durch das Vorzeichen des kon- 
stanten Gliedes unterscheiden, werden als konjugierte Kegelschnitte be- 
zeichnet. Zu einer Ellipse ist also immer ein nullteiliger Kegelschnitt, zu einer: 
Hyperbel wieder eine Hyperbel konjugiert und umgekehrt. Zwei konjugierte 
Kegelschnitte haben stets gemeinsame Asymptoten. Macht man die Asymptoten 
zu Koordinatenachsen, so kann die Gleichung einer reellen Hyperbel auf die 
Form we 
gebracht werden. faa 

Bei Parabeln bilden die Durchmesser ein Parallelbiischel. Zu jedem Durch- 


messer gehdrt eine bestimmte, beziiglich der Parabel polare Richtung (die Polaren 
der Punkte eines Durchmessers sind alle parallel), zur unendlichfernen Geraden 
insbesondere die Richtung der eigentlichen Durchmesser. Jeder eigentliche 
Durchmesser halbiert die Sehnen von konjugierter Richtung. 

Wahlt man ein affines Koordinatensystem so, daB die x-Achse ein Durch- 
messer und die y-Achse Tangente der Parabel ist, so nimmt bei geeigneter Wahl 
der Einheitspunkte die Gleichung einer reellen Parabel die Gestalt 


y2+2%=0 
an (affine Normalform der Parabelgleichung). 
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92. Affine Geometrie der Flachen zweiten Grades. Ausschlaggebend fir 
die Klassifikation ist wieder das Verhalten des Schnittes C.. mit der uneigent- 
lichen Ebene é.. 

Man erhalt folgende Falle (7) und Sp sind Rang und Signatur von C.): 

Rang 4. Cx ist vom Rang 7% = 3 oder 2; Flachen der letzteren Art sind 
die ¢,, beriihrenden Paraboloide. Bei reellen Flachen hat man: 

a) % = 3, S9=3: Ellipsoide und nullteilige Flachen; 

b) % = 3, S=1: Hyperboloide mit zwei Unterfallen: elliptische 
oder zweischalige Hyperboloide mit imaginaren Erzeugenden und 
hyperbolische oder einschalige Hyperboloide mit reellen Erzeugenden 
(Signatur 2, bzw, 0). 

Chivg= 2, so=— 2: Elliptieche Paraboloide mit imaginaren Er- 
zeugenden. 

d) 7) = 2,.5 = 0: Hyperbolische Paraboloide mit reellen Er- 
zeugenden. 

Rang 3. Cx ist vom Rang 7) = 3, 2 oder 1. Der erste Fall gibt die eigent- 
lichen Kegel, die beiden letzten Falle geben die uneigentlichen Kegel oder 
Zylinder. Bei reellen Flachen hat man: 

a) %p =3, Sop= 3; Nullteiliger Kegel. 


b) 7; =33 1. Sp = 1 intetizger Kegel 

€) 7) 25 Sp SH El ptischerZylinder 

d) 7% = 2, s = 0: Hyperbolischer Zylinder. 
e) 7 = 1: Parabolischer Zylinder. 


Die Diskussion der zerfallenden Flachen vom Rang 2 und 1 bietet keinerlei 
Schwierigkeiten. 


Der Pol. M von «x beziiglich einer nicht ausgearteten Flache hei®t wieder 
Mittelpunkt; er ist bei Paraboloiden ein Punkt von «. selbst (Flachen mit 
uneigentlichem Mittelpunkt). Die Ellipsoide und Hyperboloide (Flachen mit 
eigentlichem Mittelpunkt) werden auch als Zentral- oder Mittelpunkts- 
flachen bezeichnet. Die Polaritat beziiglich der Flache bestimmt eine Polaritat 
in &  (Polaritat beziiglich C..) und im Bindel M; letztere entsteht durch Projek- 
tion entsprechender Punkte und Geraden von C,, und bestimmt als Ort inzidenter 

_ Elemente (Geraden und Ebenen) einen Kegel mit dem Scheitel M (Projektion von 
C.. aus M), den Asymptotenkegel, Seine Erzeugenden heiBen Asymptoten, 
seine (Tangenten-) Ebenen Asymptotenebenen der Flache. Gerade und 
Ebenen durch M heiBen Durchmesser und Durchmesserebenen (Diame- 
tralebenen) der Flache; entsprechen sie einander in der Polaritat des Biindels 
M, so spricht man von konjungierten Durchmessern und Durchmesser- 
ebenen. Der Punkt M ist der Mittelpunkt der von den Schnittpunkten eines 
Durchmessers mit der Flache bestimmten Strecke und der ‘Mittelpunkt des 
Schnittes einer Durchmesserebene. Die Tangentenebenen der Flache in den 
Punkten eines solchen Schnittes umhiillen einen Zylinder, dessen Erzeugende 
zum konjugierten Durchmesser parallel sind. 

Eine reelle Ebene schneidet eine reelle Mittelpunktsflache in einer Ellipse, 
Hyperbel oder Parabel, je nachdem sie zu keiner, zu zwei verschiedenen oder 
zu zwei zusammenfallenden reellen Asymptoten parallel ist. 

Wahlt man ein Tripel konjugierter Durchmesser als Achsen eines affinen 
Koordinatensystems (Ziff. 9), so 14Bt sich durch geeignete Wahl der Einheits- 
punkte die Gleichung einer Mittelpunktsflache stets in eine der folgenden 
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affinen Normalformen (Mittelpunktsgleichungen) bringen: 
— «* — y® — 22 — 4 (nullteiliges Ellipsoid); 

x? + y® + z2 — 4 (einteiliges Ellipsoid); 

x* + y? — 22 — 4 (hyperbolisches Hyperboloid) ; 

x® — y® — 22 — 4 (elliptisches Hyperboloid) 
(in den beiden letzten Gleichungen kénnen links die Minuszeichen natiirlich auch 
in anderer Anordnung vorkommen, sofern nur die Anzahl ungeandert bleibt). 
Flachen, deren Gleichungen sich nur durch das Vorzeichen des konstanten 
Ghedes unterscheiden, werden als konjugierte Flachen zweiten Grades 
bezeichnet. Zu einem Ellipsoid ist also immer eine nullteilige Flache, zu einem 
hyperbolischen Hyperboloid ein elliptisches konjugiert und umgekehrt. Zwei 
konjugierte Flachen haben stets den Asymptotenkegel gemeinsam. 

Bezogen auf ein Koordinatensystem, dessen Achsen (reelle) Asymptoten 
sind, nimmt die Gleichung eines reellen Hyperboloides die Form 

&y V2 + &22% + egxy = 1, é = +1 
an; und zwar ist bei einem hyperbolischen Hyperboloid ¢, ¢,¢; = —1, bei einem 
elliptischen ¢, && = +1. 

Bei Paraboloiden artet der Asymptotenkegel aus und fallt mit ¢,, zusammen. 
Durchmesser und Durchmesserebenen bilden Parallelbiindel. Jede eigentliche 
Durchmesserebene (¢. ist auch Durchmesserebene!) schneidet die Flache in 
einer Parabel, jede andere Ebene das elliptische Paraboloid in einer Ellipse, 
das hyperbolische in einer Hyperbel. Die Polaritat beziiglich der Flache ruft 
eine Involution in dem in ¢, gelegenen Geradenbiischel M hervor; zwei Durch- 
messerebenen heiBen konjugiert, wenn ihre uneigentlichen Geraden einander in 
dieser Involution entsprechen. Zu jeder Durchmesserebene gehGrt eine bestimmte 
beziiglich der Flache polare (konjugierte) Richtung, zu ¢. insbesondere die 
Richtung der. Durchmesser. Jede eigentliche Durchmesserebene halbiert die 
Sehnen der Flache von konjugierter Richtung, ihre Schnittparabel ist Berithrungs- 
linie eines Tangentenzylinders. Zu jedem Durchmesser gehért eine bestimmte, 
beziiglich der Flache polare Ebenenstellung, zu einem uneigentlichen Durchmesser 
insbesondere die Stellung der konjugierten Durchmesserebenen, Jeder eigentliche 
Durchmesser schneidet jede konjugierte Ebene im Mittelpunkt des Kegelschnittes, 
in dem sie die Flache schneidet. 

Wahlt man ein affines Koordinatensystem so, daB die z-Achse ein Durch- 
messer, die xy-Ebene Tangentenebene und die xz- und yz-Ebene konjugierte 
Durchmesserebenen sind, so nimmt — bei geeigneter Wahl der Einheitspunkte — 
die Gleichung eines reellen Paraboloides die Gestalt 


&, 4" + egy27 = 22, &=+1 
an (affine Normalform der Paraboloidgleichung), und zwar ist bei elliptischen 
Paraboloiden ¢,€, = +1, bei hyperbolischen ¢,¢«, = —1. 


23. Metrische Geometrie der Kegelschnitte. Wir beschranken uns im 
folgenden durchaus auf reelle Kegelschnitte (Gleichung mit lauter reellen Koeffi- 
zienten). Die metrischen Spezialfalle ergeben sich leicht als jene, deren uneigent- 
liches Punktepaar eine besondere Lage zum absoluten Punktepaar (Ziff. 10 u. 13) 
hat. Man erhalt folgende neue Falle nicht zerfallender Kegelschnitte. 

4, Die nullteiligen und einteiligen Kreise, d.s, jene Kegelschnitte, 
die gx im absoluten Punktepaar schneiden. 

2. Die gleichseitigen Hyperbein, deren uneigentliche Punkte das ab- 
solute Punktepaar harmonisch trennen, so da ihre Asymptoten aufeinander 
senkrecht stehen. 
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Die metrischen Spezialfalle der zerfallenden Kegelschnitte sind ohne be- 
sondere Bedeutung. Bei Parabeln tritt kein neuer Fall auf, da der eine (reelle !) 
uneigentliche Punkt keinerlei besondere Lage zum uneigentlichen Punktepaar 
haben kann. 

Beim Kreis stehen konjugierte Durchmesser aufeinander senkrecht, bei der 
gleichseitigen Hyperbel werden die von zwei konjugierten Durchmessern ge- 
bildeten Winkel von den Asymptoten halbiert, und umgekehrt gilt, daB zwei senk- 
rechte Kreisdurchmesser oder zwei Durchmesser einer gleichseitigen Hyperbel, 
deren Winkel von den Asymptoten halbiert werden, konjugiert sind. 

Eine Involution in einem (Geraden- oder Ebenen-) Biischel besitzt stets ein 
Paar orthogonaler Elemente und nur eines, sofern die Involution nicht iiberhaupt 
die Rechtwinkelinvolution (Ziff. 10) ist. Das Paar orthogonaler Durchmesser der 
Involution konjugierter Durchmesser eines beliebigen Mittelpunktskegelschnittes 
ist das (nur beim Kreis unbestimmte) Paar der Hauptachsen. Die Schnitt- 
punkte der Hauptachsen mit dem Kegelschnitt werden als Scheitel (vgl. Kap. 4, 
Ziff. 6) desselben bezeichnet, die Tangenten in diesen als Scheiteltangenten. 
Bei der Parabel fallt die eine Hauptachse mit der unendlichfernen Geraden zu- 
sammen, wahrend die andere die sdmtlichen auf der Durchmesserrichtung 
(Ziff. 21) senkrechten Sehnen halbiert. 

Macht man die Hauptachsen zu Koordinatenachsen, so nimmt die Gleichung 
eines Mittelpunktskegelschnittes stets eine der metrischen Normalformen 

a4 y? 2 y xe 2 x y? 


ARISE BRE Suga ge OR cae! Soot are a A tok 


=1 


an (nullteiliger Kegelschnitt, Ellipse, Hyperbel). Die Zahlen a und 5 sind die 
halben Langen der Hauptachsen, d. h. die Abstande der Scheitel vom Mittelpunkt 
bzw. bei imaginaren Scheiteln die absoluten Betrage dieser Abstainde. Um eine 
metrische Normalform der Parabelgleichung zu erhalten, macht man die (eigent- 
liche) Hauptachse und die Scheiteltangente bzw. zur x- und y-Achse und erhalt 


Uber die Bedeutung von # vgl. Ziff. 24. 

Die Diskussion und die Hauptachsentransformation einer in anhomogenen 
rechtwinkligen Koordinaten gegebenen beliebigen Kegelschnittgleichung / (x,y) =0 
wird man zweckmaBig folgendermafen ausfiihren: Man untersucht zunachst, ob 
die Determinante A von Null verschieden ist oder nicht und bestimmt das Vor- 
zeichen von A,3. Handelt es sich um einen Mittelpunktskegelschnitt 
(A #0, Ass #0), so berechnet man aus /, = fy = 0 den Mittelpunkt M. Die 
Gleichung hat, wenn man M durch eine Parallelverschiebung zum Ursprung ge- 
macht hat, die Form Ax*+ 2Bxry + Cy2=k: auf die binare quadratische 
Form linkerhand wendet man das in Kap. 2, Ziff.32, angegebene Verfahren an 
oder man setzt die Drehungsformeln 


% = x' Cosy — y'sing, 
y = x'sing + y' cosp 


mit unbestimmtem y in die obige Gleichung ein und bestimmt dann gm so, daB 
der Koeffizient des Gliedes mit «’y’ in der transformierten Gleichung verschwindet. 





: 2s meee : 
(Es ist tg2m = 4—c: man erhalt immer zwei, um z/2 verschiedene Werte!) 


Bei einer Parabel macht man am einfachsten von der Tatsache Gebrauch, daB 
die Glieder zweiten Grades in f(x, y) = 0 ein vollstandiges Quadrat (px + qy)? 


bilden. Setzt man also wx’ = px —qy, wy = px + Gy, wow = Vp2 + gq? ist, 
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so erhalt man eine Gleichung der Form Ay’? + 2 Bx’ + 2Cy’+ D = 0, in welcher 


die x’-Achse bereits die Hauptachse ist. Durch die Parallelverschiebung y = y’-+ pie ; 

ET eT . tipi 
% = K+ eee ae ergibt sich dann unmittelbar die Normalform. Bei zer- 
fallenden Kegelschnitten (4 =0) bestimmt man, wenn A,;0 ist, aus 
te = fy = 0 den Doppelpunkt und macht ihn durch eine Parallelverschiebung 
zum Ursprung; ist 43, = 0 (Parallelgeradenpaar oder Doppelgerade), so bestimmt 
man den unendlichfernen Punkt (Nullsetzen der Glieder zweiten Grades von 
/(x, y) = 0!) und dreht das Koordinatensystem so, da8B die so erhaltene Richtung 
die Richtung einer Koordinatenachse ist. 

24. Fokaleigenschaften der Kegelschnitte. Aus den beiden absoluten Punkten 
lassen sich an einen nicht ausgearteten Kegelschnitt im allgemeinen vier (imaginare) 
Tangenten legen, die sich in vier Punkten schneiden, von denen zwei reell und zwei 
imaginar sind und die als Brennpunkte F (Abb. 6—8) des Kegelschnittes be- 
zeichnet werden. Bei der Parabel fallt einer der beiden reellen Brennpunkte in den 
uneigentlichen Punkt, die imaginaren sind mit den absoluten Punkten identisch. 
Beim Kreis fallen beide Brennpunktepaare in den Mittelpunkt. Die Polaritat 
beziiglich des Kegelschnittes bestimmt in jedem Punkt (d. h. Geradenbiischel) 
eine Involution; diese Involution ist in den Brennpunkten, und nur in diesen, 
eine Rechtwinkelinvolution. 

Die Koordinaten der Brennpunkte des Mittelpunktskegelschnittes 


x yy 
fae st (@: =41, & =+1) 

sind x=0, y =+Ye,b? — 2,4? 
nee % = Ye, a* — @,b?, =O. 
Jedes Brennpunktepaar liegt also auf einer Hauptachse, und zwar die reellen 
bei der Ellipse auf der groBen, beim nullteiligen Kegelschnitt auf der kleinen 
und bei der Hyperbel auf der reellen (inneren) Hauptachse. Der Abstand e¢ der 
reellen Brennpunkte vom Mittelpunkt heiBt lineare Exzentrizitat, der 
Quotient aus dieser und der halben Lange der Hauptachse, auf der die reellen 
Brennpunkte liegen, numerische Exzentrizitat (im folgenden mite bezeichnet). 

Die Koordinaten des eigent- 
lichen Brennpunktes der Parabel 
y2 = 2px sind x =}, -y =0; dar- 
aus ergibt sich eine geometrische 
Deutung von #; es ist das der 
doppelte Abstand des _ Brenn- 
punktes vom Scheitel und zugleich 
die halbe Lange der auf der Achse 
senkrechten und durch den Brenn- 
punkt gehenden Sehne; die letztere 
Zahl wird auch bei Mittelpunkts- 
kegelschnitten als ,,Parameter’ 
eingefiihrt und in der Regel mit 
p bezeichnet. : 

Die Ellipse (Hyperbel) ist der 
geometrische Ort der Punkte, fiir Anse Elae. 
die die Summe (Differenz) der Ab- 
stande von zwei festen Punkten, den Brennpunkten, konstant ist. 

Die Polaren der Brennpunkte sind die Leitlinien / des Kegelschnittes ; 
versteht man unter den Brennstrahlen eines Punktes eines Kegelschnittes die 
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absoluten Betrage seiner Abstande von den Brennpunkten, so gilt: Das Ver- 
haltnis jedes Brennstrahles eines Kurvenpunktes zu seinem Abstand von der 
zugehérigen Leitlinie ist gleich der numerischen Exzentrizitat. Die Mittel- 
punktskegelschnitte 


besitzen zwei, die Pa- 
rabel eine und der 
Kreis. keine eigent- 
liche reelle Leitlinie. 
Es folgt: 

Die Parabel ist 
der geometrische Ort 
der Punkte, die von 
einem festen Punkt 
(dem Brennpunkt) 
und von einer festen 
Geraden gleichen Ab- 
stand haben. 

Die Winkel der - 
Brennstrahlen eines 

Abbaye eH yperbel: Kegelschnittpunktes 

P werden von Tan- 

gente und Normale in P halbiert. Dieser Tatsache verdanken die Brennpunkte 
ihren Namen; denkt man sich in einem Brennpunkt eine Lichtquelle angebracht, 
deren Strahlen am Kegelschnitt (d.h. an seinen Tangenten) reflektiert werden, 
so schneiden sich die reflektierten 
Strahlen im anderen Brennpunkt 
(sind alle parallel zur Haupt- 
achsenrichtung bei einer Parabel). 

Der Ort der Punkte, von 
denen aus sich ein Paar orthogo- 
naler Tangenten an den Kegel- 
schnitt legen 14Bt, ist ein Kreis, 
der als Haupt- oder Direktorkreis 
H des Kegelschnittes bezeichnet 
wird. Der Hauptkreis artet bei 
der gleichseitigen Hyperbel in das 
Paar der isotropen Geraden durch 
den Mittelpunkt und bei der Pa- 
rabel in die beiden Leitlinien aus. 
Die Gleichung des Hauptkreises 
des Mittelpunktskegelschnittes (1) 

Abb. 8. Parabel. ist 2 net 2 
x" + y* = 6a + &b?. 

In Abb. 6 bis 8 sind neben Brennpunkten, Leitlinien und Hauptkreisen 
auch die Kriimmungsmittelpunkte K und Kriimmungskreise # in den 
Scheiteln S angegeben. Die Konstruktionen aller dieser Punkte und Linien 
sind in den Abbildungen durch gestrichelte Linien angedeutet und daraus ohne 
Schwierigkeit zu entnehmen (in Abb. 8 ist die Strecke FK — 6/2). 

Macht man einen (reellen) Brennpunkt zum Pol, die Richtung zum zweiten 
Brennpunkt zur Achse eines Polarkoordinatensystems, so ist 


ca al a 
1 + €cos@ 
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die Gleichung des Kegelschnittes; dabei ist der Parameter und « die numerische 
Exzentrizitat; die Gleichung umfaft also alle Falle nichtausgearteter Kegel- 
schnitte und zwar ergibt sich fiir e = 0 der Kreis vom Radius 4, fiir 0< «<1 
eine Ellipse, fiir ¢ = 1 eine Parabel und fiir e > 1 eine Hyperbel. 

25. Metrische Geometrie der Flachen zweiter Ordnung. Wir beschrainken 
uns auf reelle, nicht ausgeartete Flachen, und zwar auf die wichtigsten Falle. 
Von den metrisch ausgezeichneten Flachen erwahnen wir nur die einteilige und 
nullteilige Kugel sowie die verschiedenen Arten von Drehflachen zweiten Grades, 
die alle durch Rotation eines bestimmten Kegelschnittes um eine Hauptachse 
entstehen und deren uneigentlicher Kegelschnitt den absoluten Kegelschnitt 
beriihrt. 

Wir betrachten zunachst die Mittelpunktsflachen. Es gibt (mindestens) ein 
Tripel konjugierter und zugleich orthogonaler Durchmesser (bei Drehflachen gibt 
es col, bei der Kugel oo? derartige Tripel), die Hauptachsen der Flache. Macht 
man diese (in geeigneter Reihenfolge) zu Koordinatenachsen, so nimmt die 
Flachengleichung eine der metrischen Normalformen 














yrs y? 2 ie s 
yee test. (nullteilige Flache), 
2 2 2 
- ma a L = = 1 (Ellipsoid), 
2 2 (4) 
2 + 3 — x = 1 (einschaliges Hyperboloid), 
Ge yy oe : ‘ : 
2 Bot et (zweischaliges Hyperboloid) 


an; a, b, c sind die wie in Ziff. 23 zu verstehenden halben Langen der Haupt- 
achsen. Bei Drehflachen sind zwei derselben einander gleich. Der Asymptoten- 
kegel der beiden ersten Flachen ist 








x y2 2 
a 3 bo F: pe: 0, 

der der beiden letzten yp 2 
a* 1 oa EW ae 


Die Uberfithrung emer vorgelegten Flache f(x, y, z)=0, von der nach Ziff. 22 
festgestellt ist, daB sie eine Mittelpunktsflache ist, in eine der Formen (1) ge- 
schieht so, daB man zunachst aus /, = /, =/, = 0 den Mittelpunkt bestimmt, 
diesen durch eine Parallelverschiebung zum Ursprung macht und dann mittels 
des in Kap. 2, Ziff. 33 angegebenen Verfahrens die Drehung des Koordinaten- 
systems bestimmt, welche die Hauptachsen zu Koordinatenachsen macht. Mehr- 
fache Wurzeln der Sakulargleichung treten offenbar bei Drehflachen (und nur 
bei solchen) auf. 

Ist die Flache /(x, y, 2) = 0 ein Paraboloid, so bestimme man zunachst das 


uneigentliche Geradenpaar /(x,y, 2) AO WO] die aus den Gliedern zweiten 
Grades von / allein bestehende homogene quadratische Form ist, die wegen 
Ay, = 0 (Ziff. 22) den Rang 2 hat. Bringt man f durch eine orthogonale Trans- 
formation auf eine Quadratsumme, so enthalt diese nur zwei Ghieder, etwa 
Ax?-+ By?. Die Gleichung / = 0 geht vermoge dieser Transformation iiber in 
eine Gleichung von der Form 


Ae By? 2 Cx 2 Dy + Zhe = 0, 
g* 
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und diese 1aBt sich ohne Schwierigkeit mittels einer Parallelverschiebung in 
eine der Normalformen 


: uy i =-+22z (elliptisches Paraboloid) , 


*—%; =-422 (hyperbolisches Paraboloid) 
iiberfiihren. Hier ist die z-Achse jener Durchmesser, der auf der polaren Ebenen- 
stellung (Ziff. 22) senkrecht steht und die einzige eigentliche Hauptachse des 
Paraboloides ist. Die Ebenen z = konst. schneiden die Paraboloide in Ellipsen 
oder Hyperbeln, deren Hauptachsen zur x- und y-Achse des Koordinatensystems 
parallel sind. 

Im Fall eines Kegels (mit eigentlichem Doppelpunkt) verfahrt man wie bei den 
Mittelpunktsflachen: Bringt man den Doppelpunkt durch eine Parallelverschiebung 
in den Ursprung, so hat die Kegelgleichung die Form g(x, y, 2) = 0, wo g eine 
homogene quadratische Form ist, die man durch eine orthogonale Transformation 
in eine Quadratsumme iiberfiihrt. Zylinder sind wie Paraboloide zu behandeln; 
ahnlich die zwei- und dreifach ausgearteten Flachen. 

26. Fokaleigenschaften der Flachen zweiter Ordnung. Wir gehen hier aus 
mehreren Griinden (vor allem wegen des Zusammenhanges mit den elliptischen 
Koordinaten) von anderen Gesichtspunkten aus wie in Ziff. 24, bemerken jedoch, 
daB die folgende Darstellungsart sich ohne Schwierigkeit auch in der Ebene 
durchfithren 1aBt. 

Sind /(%, *) =O und g(x, x) = 0 zwei Flachen zweiter Ordnung in beliebigen 
(projektiven oder spezielleren) homogenen Koordinaten, so nennt man die ool 
Flachen, die durch f(x, x) — Ag(x, x) =0 


fiir die verschiedenen Werte von 4 dargestellt werden, ein Biischel von Flachen 
zweiter Ordnung, wahrend man dual von einer durch zwei Flachen zweiter Klasse 
F(w,u) =0 und G(u,u) =0 bestimmten Schar von Flachen zweiter Klasse 
spricht. : 

Wir betrachten die Flachenschar 


F(u, uv) — A(ui + uf + w#) = 0, (1) 
die — in homogenen rechtwinkligen Koordinaten — durch eine beliebige nicht ent- 


artete Flache zweiter Klasse F (w, ) = 0 und den absoluten Kegelschnitt #2 + 13 + 
-+ u3 = 0 gegeben ist, und die als konfokale Schar bezeichnet wird, Alle Flachen 


4 
der Schar haben gemeinsame Hauptachsen. Ist F(a, “) = > Aj,u;u, So ist eine 
5 aah ; i,k=1 
Flache (1) in einen Kegelschnitt entartet, wenn-/ eine Wurzel der charakte- 
ristischen Gleichung 


A ON) 4 ES 
Ay Ags saa A Ay; Ag, 
As, As, A3. ie h Azy ie (2) 
| Aa Ay Ax Ay 


der Schar (1) ist. Zu den Wurzeln von (2) ist auch 4 = oo zu zahlen (der absolute 
Kegelschnitt). Die zu den anderen Wurzeln von (2) gehdrigen Kegelschnitte heiBen 
Fokalkegelschnitte aller Flachen (1). Die Geraden, durch welche sich an 
jede Flache (1) isotrope Tangentenebenen legen lassen, werden als Fokalgerade 
bezeichnet. Es gibt oo? reelle Fokalgerade. Sie sind mit den Erzeugenden der 
Flachen (1) identisch. Ahnlich wie die Fokalgeraden (als Trager eines Paares 


* el 
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isotroper Tangentenebenen) definiert man die Fokalpunkte und Fokalebenen 
als Trager eines Paares isotroper Tangenten von (1). Jeder Fokalpunkt ist also 
mit einer Fokalebene inzident. Die Fokalpunkte sind mit den Punkten, die 
Fokalebenen mit den Normalebenen der Fokalkegelschnitte identisch. Die 
Normale einer eigentlichen Fokalebene in ihrem Fokalpunkt ist zu ihr beziiglich 
aller Flachen (1) konjugiert. Man bezeichnet diese Normalen als Fokalachsen; 
alle Fokalachsen sind auch Fokalgerade, aber nicht umgekehrt. 


Sei nun x2 2 2 
y z 
= cf an ; =a 2 > y) 
bzw. in Ebenenkoordinaten (Ziff. 18) 


ou + By + yw? = 4 
die Gleichung einer beliebigen Mittelpunktsfliche in inhomogenen rechtwinkligen 
Koordinaten. Die konfokale Schar ist dann 
(4 — Awe + (B— Ayr + (y— Aw = 14 
x y? Ze o 
Pet eae (1) 


Diese Gleichungen stellen je nach den Werten des Parameters verschiedene 
Mittelpunktsflachen dar, und zwar fiir 





bzw. 





mY ae Ae OS Ellipsoide 
ee gna einschalige Hyperboloide 
| eg? Wh 3 zweischalige Hyperboloide 


a<A<-+o0: nullteilige Flachen. 


Fiir die dazwischenliegenden Werte von 4 entartet die Flache, und zwar fiir 
A = in den nullteiligen Fokalkegelschnitt 


(B— o)v*+ (y—a)w*=1 oder 7-2 +—*_=1, x=0, 
fiir 2 = 6 in die Fokalhyperbel 

(a — p)w? + (y — f)w®? =1 oder au theres eee Vea), 
fir 4 = y in die Fokalellipse : 

(@— yu (B— yet —1 oder 2+ 7% —=1, 2£0 

















und fiir 4 =-+co in den absoluten Kegelschnitt. Paes : 

Die Brennpunktepaare eines Fokalkegelschnittes sind Scheitel der beiden 
anderen Fokalkegelschnitte. Die Tangentenkegel von einem beliebigen Fokal- 
punkt F (und nur von einem solchen) an die Flachen der Schar sind koaxiale 
Drehkegel, deren Drehachse die Tangente des betreffenden Fokalkegelschnittes 
in F ist. Insbesondere wird ein Fokalkegelschnitt von jedem Punkt eines 
anderen Fokalkegelschnittes aus durch einen Drehkegel projiziert. ; 

Die drei Fokalkegelschnitte schneiden jede Flache der Schar in zwolf Punkten, 
den sog. Nabelpunkten der Flache (vgl. Kap. 4, Ziff. 19). Von ihnen sind beim 
Ellipsoid und zweischaligen Hyperboloid vier reell und acht imaginar, beim 
~ einschaligen Hyperboloid und bei der nullteiligen Flache alle imaginar. Die 
Nabelpunkte sind Fokalpunkte; ihre Fokalebenen sind die Tangentenebenen 
der Flache in den Nabelpunkten und schneiden die Flache in isotropen Erzeugen- 
den. Die Tangentenebenen in diametral gegentiberliegenden Nabelpunkten sind 
parallel; alle zu ihnen parallelen Ebenen schneiden die Flache in Kreisen (Dupin- 
sche Indikatrix, Kap. 4, Ziff.19). Aus diesem Grunde werden die Nabelpunkte 
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haufig als Kreispunkte bezeichnet, doch ist diese Bezeichnung nicht zweck- 
miBig, da sie sehr oft fiir die absoluten Punkte der Ebene verwendet wird. 
Wir besprechen noch kurz die analogen Satze uber Paraboloide. Sei 





ere 22=0 oder aw+fuvt—2w=0 (a=) 


die Gleichung eines Paraboloides (elliptisch fir af > 0, hyperbolisch fur 
«6B <0). Die konfokale Schar ist (a — 4) uw + (B — A)? — Aw? — 2w =0 oder 





x? y? 
22--h= 0, (2) 
Man erhalt. fiir ih oS Bee | 
—o<lA<f: positive (d. h. nach der positiven z-Richtung offene) ellipti- 
sche Paraboloide, 
Dred canis hyperbolische Paraboloide 


a<A<-+ oo: negative (d. h. nach der negativen z-Richtung offene) ellip- 
tische Paraboloide. 


Dazwischen liegen der absolute Kegelschnitt (4 = 00) und die beiden Fokal- 
parabeln, namlich 
2 

(o — p)w— Bw®*—2w=0 oder Soe 22 a 0.) =O 
und 2 

(8B — a)v? —aw*—2w=0 oder eae eae x~=0. 
Ihre Scheitel werden als Hauptfokalpunkte bezeichnet. Die Tangentenkegel 
von einem beliebigen Fokalpunkt F (und nur von einem solchen) an die Flachen 
der Schar sind koaxiale Drehkegel, deren Drehachse die Tangente (Fokalachse) | 
der Fokalparabel in F ist. Insbesondere wird jede Fokalparabel aus jedem 
Punkt der anderen Fokalparabel durch einen Drehkegel projiziert. 

Die vier eigentlichen Schnittpunkte der Fokalparabeln mit einer Flache der 
konfokalen Schar sind wieder Nabelpunkte, von ihnen sind nur beim ellip- 
tischen Paraboloid zwei reell; sie fallen bei einem Drehparaboloid im Scheitel 
zusammen. Die Tangentenebene in einem Nabelpunkt ist Fokalebene und 
schneidet die Flache in isotropen Erzeugenden; alle zu ihr parallelen Ebenen, 
und nur solche, schneiden die Flache in Kreisen. 

Sind x,y,z die Koordinaten eines Punktes, so geben die in d kubischen 
Gleichungen (1) und (2) je drei stets reelle Lésungen /,, 2,, 43, die im Fall (4) 
als elliptische oder Lamésche, im Fall (2) als parabolische Koordinaten 
des Punktes bezeichnet werden. Umgekehrt erhalt man die rechtwinkligen 
Koordinaten eines Punktes aus den elliptischen durch die Formeln 


( — ay) (& — Ag) (& — Ag) 








GF 

















(iP ot 
pies eee 3 BNE 

(8 — 7) (B — a) 
paee, rast) Wa Aa) pda) 

(Phe) j 


eS ergeben sich also acht Punkte (Schnitt je eines Ellipsoides, einschaligen und 
zweischaligen Hyperboloides), deren rechtwinklige Koordinaten sich aber nur 
Sie Vorzeichen unterscheiden. Die parabolischen Koordinaten sind vier- 
eutig. 

_ Uber weitere Eigenschaften der konfokalen Flachen zweiten Grades, die ein 
dreifach orthogonales System bilden, vel. Kap. 4, Ziff. 28. 
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27. Quadratische Mannigfaltigkeiten im Rp. Eine V?_,!) des R, ist durch 
eine Gleichung n 
it (%, 4) = > aim xe = 0 

i,k=0 

gegeben. Die Theorie dieser quadratischen Hyperflachen ist zum gréBten Teil 
eine unmittelbare Verallgemeinerung der Satze iiber Kegelschnitte (V? des R,) 
und Flachen zweiten Grades (V3 des R;). Wir erwahnen nur die Begriffe der 
Hyperflachen zweiter Ordnung und zweiter Klasse und die Polaritat beziiglich 
einer V7,_,, in der einem R, ein R,_,-1 zugeordnet ist. Die projektive Klassi- 
fikation der V7,_, geschieht nach dem Rang r der Koeffizientenmatrix (a;;); 
eine V?_, hei®t -fach ausgeartet oder singular, wenny =n — p+ 1 ist; 
sie besitzt dann einen singularen R,_,, dessen Punkte dadurch ausgezeichnet 
sind, daB ihre Polarhyperebenen unbestimmt sind. Ist 7 = 2 oder = 14, so ist 
die V7,_,; reduzibel (Kap. 2, Ziff. 32); und besteht bzw. aus einem Paar ver- 
schiedener oder zusammenfallender Hyperebenen, eine V?_,; vom Rang 0 besteht 
aus allen Punkten des R,, da alle a;, = 0 sind. Der Rang , ist die einzige 
Invariante einer V?,_, gegeniiber beliebigen (reellen oder imaginaren) projektiven 
Transformationen; ist die V?_, reell und betrachtet man nur reelle projektive 
Transformationen, so tritt als zweite Invariante noch die Signatur der qua- 
dratischen Form /(x, x) hinzu. Eine genauere Betrachtung der ausgearteten V?_, 
ertibrigt sich, da diese nichtausgeartete quadratische Mannigfaltigkeiten des 
Bundes (Ziff. 17) sind, dessen Kern der singulare R,_, ist (die Kegel sind nichtaus- 
geartete Gebilde zweiten Grades im Biindel). 

Von einiger Bedeutung und nicht unmittelbar aus den Verhaltnissen im Ry; 
zu erschlieBen sind die Sadtze iiber die in einer nichtausgearteten V?_, ent- 
haltenen linearen Raume gréBter Dimension. Es sind hier zunachst die beiden 
Falle n gerade und m ungerade zu unterscheiden. Es gilt: Auf einer nichtsingularen 
V3,_; eines Ro; gibt es co2** lineare Raume R,_, von gr6Bter Dimension k—1, 
die ein einziges System bilden (wie die Punkte eines Kegelschnittes), d. h. 
man kann durch eine stetige Bewegung auf der V3,_, jeden R,_, in jeden 
beliebigen anderen R,_; verschieben. Dagegen gibt es auf einer nichtsingularen V3, 
eines Roz4,00!*@*) lineare Raume R, von gréBter Dimension k, die sich in 
zwei durchaus verschiedene Systeme verteilen (so wie die Erzeugenden 
einer Flache zweiten Grades). Uber das Verhalten der R, im zweiten Fall gibt 
folgender Satz weiteren AufschluB : 

Auf einer nichtsingularen V3, eines R,;,1, schneiden sich 


: desselben Systems gerade 
see i eemeeenen dana he ak ee 


: : : rschiedener Systeme 
gerader Dimension (Ro, ee at Ry }) und zwei ae Systenis 


ist, in einem Raum von ungerader Dimension 


ist, in einem. Raum von 


gerade 
ungerade 


Re 
(Ras, Rie aes Bal: 


1) Uber den allgemeinen Begriff der k-dimensionalen Mannigfaltigkeit V, vgl. Kap. 1, 
Ziff. 25 u. 26. Eine V, heiBt algebraisch, wenn sie durch ein System algebraischer 
Gleichungen (deren linke Seite also Formen in den homogenen Koordinaten eines Punktes 
sind) dargestellt ist, und insbesondere von der Ordnung m, wenn sie von jedem nen 
in m (evtl. auch zusammenfallenden) Punkten getroffen wird; man bezeichnet sie dann 


mit V;. Eine algebraische Vz gehért stets einem Raum von héchstens m + k—1 
Dimensionen zu, d.h. der Zugehérigkeitsraum einer V; ist hdchstens eine R,, pec 
Eine quadratische Mannigfaltigkeit Vz ist also stets eine Hyperflache (Kap. 1, Ziff. 25) 
eines Ry4- 


schneiden sich, wenn R| 
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Die jeweils an erster Stelle angegebenen Schnittraume R, und R_, (nichtschneiden) 
entsprechen dem allgemeinen Fall, d. h. zwei allgemein angenommene Ry 
schneiden sich, wenn & gerade ist, in einem Punkt oder itberhaupt nicht, je 
nachdem sie aus demselben System sind oder nicht und umgekehrt, wenn & 
ungerade ist. Auf den ziemlich umstandlichen Beweis kann nicht eingegangen 
werden!) ; bemerkt sei nur, daB sich eine obere Grenze fiir die Dimension a der 
linearen Raume einer V2_, daraus ergibt, daB jeder R, der V;,_, auch in seinem 
Polarraum R,_,-, enthalten sein mu8, worausa <n — a — 1unda =< 3(n— 2) 
oder a= 4(n — 1) folgt, je nachdem m gerade oder ungerade ist. 


V. Liniengeometrie. 


28. Linienkoordinaten. Genau so wie die Punkte und Ebenen kann man 
die Geraden einem Aufbau der Raumgeometrie als urspriingliche Elemente zu- 
grunde legen. Dieser zuerst von PLUCKER ausgesprochene und durchgefihrte 
Gedanke hat zu dem als Liniengeometrie (Linie = gerade Linie) bezeichneten 
Zweig der Geometrie gefithrt. Da es (vgl. unten) im Raum oof Gerade gibt, wird 
diese Geometrie ganz wesentlich verschieden von jener sein, die von Punkten 
und Ebenen ausgeht, zumal die Gerade im Raum auBerdem zu sich selbst dual 
ist (vgl. hierzu auch Ziff. 31). 

Wir definieren zunachst (unter Hervorkehrung der Dualitat) als allgemeine 
homogene projektive Koordinaten 


(Strahlenkoordinaten) der Verbin- | (Achsenkoordinaten) der Schnitt- 
dungsgeraden zweier Punkte x und y | geraden zweier Ebenen u und v 


die sechs verschiedenen Determinanten der Matrix 





fe Xe = X3 a & Up Ug Uy 
Va Neer iVe oMa) Vy V2 U3 4) ; 
namlich ~ namlich 
a2 | x; Xp U; Up,| 
Pie By, Vr| te UV; UE 
((#R, dix = —Prui)- (Rk, Jik = —Qni) « 





In der Regel wahlt man die Kombinationen ik = 12, 13, 14, 34, 42, 23. Sum- 
mationen tber diese 6 Kombinationen sind im folgenden mit >, Summationen, 
ik 


in denen 7 und k unabhangig voneinander von 1 bis 4 laufen, wie gewohnlich 


4 
mit >’ bezeichnet. 
i, k=1 
Diese Linienkoordinaten geniigen den Relationen 
P = pyobsa + Pis Paz + Pups =0, O= 112934 + %13 942 + 914903 = 0, (1) 


die sich durch Entwicklung der Determinanten . 


Boy Seen amare Uy Uz Us Uy 

Vf Sn Ne es, U1) O Laisa ei, 

Eee Faw al Is oF ‘ ity ty Sig. 2g | a 
ly Vo Vs Va Var Yao Ns iN, 


nach den Unterdeterminanten der beiden ersten Zeilen (Kap. 2, Ziff. 7) ergeben. 
Daraus folgt sofort die Existenz von cot Geraden im Raum. 


1) Vgl. E. BERTINI, Projektive Geometrie mehrdimensionaler Raume, Wien 1924, S. 1398. 
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Sind die #;, und g;, Koordinaten derselben Geraden, so ist 


fe) OP 
Opi = io und Tk = eo Obie’ (2) 


wo @+#0 ein Proportionalitatsfaktor ist. 
Zwei Gerade G und G’ schneiden sich, wenn 


abit r= oder > Pin dis = 0 (3) 





ist. 

Fir metrische Untersuchungen wird man zweckmaBig von inhomogenen 
rechtwinkligen Punkt- oder Ebenenkoordinaten ausgehen. Man erhalt dann 
z. B. fiir die Verbindungsgerade zweier Punkte (13 Vz» %) und ‘(%5, Yq, 2) die 
schon in Ziff. 15 (Schlu8) angegebenen Ausdriicke fiir die p;,,. 

29. Der lineare Komplex und das Nullsystem. Eine Gleichung zwischen 
den Linienkoordinaten stellt eine Gesamtheit von co? Geraden dar, die als 
Komplex bezeichnet wird. Wir betrachten im folgenden nur den einfachsten 
Fall einer linearen Gleichung mit reellen Koeffizienten 


Duk bir = 0 | > bin Ge = 0 
tk th 
den linearen Komplex. Ist 
A = 49434 + ayy Agg + Ay4 Aes = O | B= dyobgq + O43 Ogg + dy 4053 = 0, 


so sind die a; bzw. 0; Achsen- (bzw. Strahlen-) Koordinaten einer festen 
Geraden G, und der lineare Komplex besteht nach Ziff. 28 (3) aus allen Geraden, 
die G treffen ; man spricht in diesem Fall von einem speziellen linearen Kom- 
plex. Der Ausdruck A (bzw. B) ist also eine Invariante des linearen Komplexes. 

Fihrt man in >'a;,;, = 0 fir die $;, die Ausdriicke von Ziff. 28 ein, 
so folgt ; ae 4 

> Ut bir = > Vin (Ke — Xe) = D> aie Xi Ve = 0, 

tk tk i,f=1 
wo in der letzten Summe a,j, = —a; und somit a;;=0O zu setzen ist. Die 
letzte Gleichung stellt aber eine schiefsymmetrische Korrelation, ein Null- 
system dar (Ziff. 8), und der lineare Komplex besteht aus den Nullgeraden, 
d. h. aus den Verbindungsgeraden entsprechender (konjugierter) Punkte des 
Nullsystems. Man bestatigt leicht die Richtigkeit folgender Satze: 

Jedem Punkt P entspricht im Nullsystem eine Ebene durch P, die Null- 
ebene des Poles P (das Nullsystem ist die einzige Korrelation eines Raumes in 
sich, in der jeder Punkt mit seiner entsprechenden Ebene inzident ist). Samtliche 
Nullgeraden eines linearen Komplexes, die durch einen Punkt gehen (in einer 
Ebene « liegen), liegen in der Nullebene von P (gehen durch den Pol von e). 
Bewegt sich ein Punkt P auf einer Geraden G, so dreht sich die Nullebene von P 
um eine zweite Gerade G’; G und G’ hei®en auch hier reziproke oder kon- 
jugierte Polaren. Liegt der Punkt P in der Nullebene des Punktes Q, so liegt 
auch Q in der Nullebene von P. 

Die Determinante des Nullsystems hat den Wert A? = (ay. @3q4 + @y3 43+ 
+ 44443)”; bei einem speziellen linearen Komplex artet das Nullsystem aus und 
wird zu einer Involution im Ebenenbiischel, dessen Achse die Koordinaten a;, 
hat. In der ebenen Geometrie gibt es kein Analogon zum Nullsystem, da alle 
schiefsymmetrischen Determinanten ungerader Ordnung verschwinden (Kap. 2, 
Ziff. 9 B). 

ose uns zur Besprechung einiger metrischer Eigenschaften des linearen 
Komplexes und Nullsystems. Wir bestimmen die Richtung zum (unendlich fernen) 
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Pol P., der unendlich fernen Ebene und das Biischel der zu dieser Richtung senk- 
rechten, also untereinander parallelen Ebenen. Die Pole dieser Ebenen liegen 
auf einer Geraden G, die durch P.. hindurchgeht, und die die reziproke Polare 
der unendlich fernen Achse des Parallelebenenbiischels ist. Die Gerade G heiBt 
Achse des linearen Komplexes (oder Nullsystems). Macht man G zur z-Achse 
eines rechtwinkligen Koordinatensystems, so muB die Gleichung des Nullsystems 


(%1V—— Vi %2) + Ay3 (X12, — 24%) + Ara (4 — %2) + 434 (2 — 2) + aoa (Vy — Ye) + 
++ Ag (122 — 212) = 0 ; 
!), wenn wir x, =.= 0 setzen (Punkte der z-Achse), 


Ay 





(es ist immer a), = — ai: 
zur xy-Ebene parallele Ebenen liefern, d.h. es MUB aig = Oy = Gog = Gog = O SENG 
setzt man noch k = 4, so nimmt das Nullsystem die einfache Gestalt 
12 ; 
Ky Va — Yah — Rey — Z) = 0 oder fy, — fgg = 0 (1) 


an. Die GroBe k, der Parameter des Nullsystems oder Komplexes berechnet 
sich bei allgemeiner Lage aus den Gleichungskoeffizienten durch die Formel 


M2434 + A13M42 1 A14 28 

Az, + A3, + Ais 
Fir k=0O und k=oo ergeben sich spezielle lineare Komplexe, deren 
Achsen bzw. die z-Achse und die zu ihr senkrechte unendlich ferne Gerade 
sind. Die Nullebene eines Punktes (%,, 0, 0) der x-Achse hat nach (1) die 
Gleichung 2:2, =—4%,:k, d.h. sie geht durch die x-Achse und schlieBt 





i 


mit der xy-Ebene den Winkel gy = —arctg 4 ein; (fir 4 == 0: wird .@:=0 
und fir * =-+oco wird go = Fs: signk; durchlauft also unser Punkt die 


x-Achse in positivem Sinn, so dreht sich seine Nullebene um dieselbe, und 
zwar ist der Drehungssinn positiv oder negativ, je nachdem der Parameter k 
negativ oder positiv ist. Da man durch eine Drehung um die z-Achse und eine 
Parallelverschiebung in ihrer Richtung jeden Punkt zu einem Punkt der x-Achse 
machen kann, gilt allgemein: Die Nullebene eines beliebigen Punktes P enthalt 
das von P auf die Achse des Nullsystems gefallte Lot. Die Normale der Null- 


ebene schlieBt mit der Achse dabei den Winkel m = —arctg ein, wo 7_ der 


Abstand des Punktes P von der Achse und k der Parameter des Nullsystems ist. 


30. Nullsystem und infinitesimale Schraubung. Eine Schraubenbewegung 
oder kurz Schraubung mit der Ganghéhe um die z-Achse eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems ]a8t sich in der Form : 


x’ = xcosy — ysing, y’= ycosy + xsing, am ae 
4 


darstellen. Ist der Drehungswinkel sehr klein, so ist in erster Annaherung 
(dx = x'—x, dy=y'—y, dz=2'—2; cosy +1, sing = 9) 


dx idyidz—=—y: 8s 
i 2n 


(infinitesimale Schraubung). Bestimmt man nun na i i 
; ch Ziff. 29 (1) die Null- 
ebene eines Punktes (*,, yy, 2) und geht senkrecht zu dieser Ebene a Nachbar- 
punkt (x, + dx, y, + dy, z, + dz), so gilt 
ax. dyidz=—y,:%,:R. 

Daraus folgt: Ist ein Nullsystem (1), Ziff. 29, vor a ie ei 

rau j 20} gelegt, so erhalt man d 
beliebigen Punkt P zugeordnete Nullebene, wenn man eine inlinitestnalee tiene 
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bung von der Ganghéhe 2k um die Achse des Nullsystems ausfithrt und dann 
in P die Normalebene der-von P beschriebenen Schraubenlinie errichtet. Die 
Schraubung ist rechts- oder linksgewunden, je nachdem & positiv oder negativ 
ist. Auf diesem Satz beruht die Bedeutung des Nullsystems fiir die Kinematik, 
da jede infinitesimale Bewegung eines starren Kérpers eine infinitesimale 
Schraubung ist. 

31. Lineare Kongruenzen. Die Gesamtheit der co? Geraden, die zwei line- 


aren Gleichungen Deie bir 9 ante Daindis a0 (1) 
v v 


genugen, also zwei linearen Komplexen gemeinsam sind, bilden eine lineare 
Kongruenz oder Strahlsystem. Einem beliebigen Raumpunkt entspricht in 
jedem der beiden Nullsysteme (1) eine Nullebene; die Schnittgerade dieser beiden 
Ebenen ist die einzige Gerade der Kongruenz, die durch P hindurchgeht. Dual 
gilt, daB in jeder Ebene ebenfalls eine einzige Gerade der Kongruenz liegt. Die 
Geraden der Kongruenz sind allen oo! Komplexen des Biischels 


2 (tn + Lajx) Piz = 0 


gemeinsam. Ein solches Komplexbiischel enthalt im allgemeinen zwei spezielle 
Komplexe, wie sich aus der in 4 quadratischen Bedingungsgleichung 


(@y2 + Aaip) (Agq + 2434) + (Ayg + A aig) (A4g + Aaj) + (qq + Aai4) (493 + Aa53) =0 (2) 


ergibt. Es kénnen folgende Falle eintreten: 

1. (2) hat zwei verschiedene Wurzeln; die Kongruenz (1) heiBt hyper- 
bolisch oder elliptisch, je nachdem die beiden Wurzeln von (2) reell oder 
konjugiert imaginar sind. Sie besteht aus allen Geraden, welche die Achsen 
der beiden speziellen Komplexe, die Leitgeraden oder Brennlinien der 
Kongruenz treffen. 

2. (2) hat eine Doppelwurzel; die Kongruenz (1) hei8t parabolisch. Ihre 
Leitgeraden fallen in eine einzige Gerade G zusammen. Zwischen den Punkten 
von G und den Ebenen durch G besteht eine Projektivitat; die Geraden der 
Kongruenz verteilen sich in die oo! Strahlenbiischel, deren Zentren die Punkte 
von G sind und die in den entsprechenden Ebenen durch G legen. 

3. (2) ist identisch erfiillt; die Kongruenz heiBt singular. Alle Komplexe 
des Biischels sind speziell. Als Bedingung ergeben sich drei Gleichungen 


7 
Ay. 434 + Ay3 442 + Gyg 03 = 9, Ay Ay + M3 Mp + Aya; = O, Din die =) 05103) 
v 





Zufolge der beiden ersten Gleichungen sind die beiden Komplexe (1) speziell; 
wegen der dritten schneiden sich ihre Achsen in einem bestimmten Punkt P 
und liegen somit in einer bestimmten Ebene ¢. Die Kongruenz zerfallt in das 
Geradenbiindel P und in das Geradenfeld «, d. h. sie besteht aus allen Geraden, 
die entweder durch P gehen oder in « liegen. 
Geniigen die beiden Komplexe (1) der dritten Gleichung (3) allein, so spricht 
man von involutorischer Lage. Jeder Ebene entspricht vermége des ersten 
Komplexes ein Punkt P,, vermége des zweiten ein Punkt Ps. Die Verbindungs- 
gerade P,P, gehért der durch die beiden Komplexe bestimmten Kongruenz 
an, wird also von den Leitlinien derselben in zwei Punkten A und A’ geschnitten, 
Liegen die beiden Komplexe involutorisch, so unterscheiden sich die beiden 
Wurzeln von (2) nur durch das Vorzeichen und fiir das Doppelverhaltnis der vier 
Punkte P, P,A A’ erhalt man den Wert —1, d. h. die Punkte P, und Pf. werden 
von den Punkten A und A’ harmonisch getrennt. Die linke Seite der dritten 
Gleichung (3) ist eine projektive Simultaninvariante der beiden Komplexe. 
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Die Achsen aller Komplexe des Biischels bilden eine Regelflache, die Achsen- 
flache. Sie ist im allgemeinen Fall eine Flache dritter Ordnung (Zylindroid) ; 
ihre Gleichung kann in rechtwinkligen Koordinaten auf die Form 


p == u(cosvt + sinvj) + asin2vf 
z(a? + y?) = 2axny 


gebracht werden. Aus der Parameterdarstellung gewinnt man leicht AufschluB 
iiber ihre Gestalt. Die Flache spielt bei gewissen Anwendungen in der Mechanik 
eine Rolle. ; 


oder 


VI. Nichteuklidische Geometrie. 


32. Das Parallelenaxiom. In Euxtiips Elementen, der 4ltesten syste- 
matischen Darstellung der Geometrie, lautet das finfte Axiom: ,,Zwei Gerade 
einer Ebene schneiden sich, wenn sie mit einer dritten Geraden, und zwar auf 
derselben Seite von dieser, Winkel bilden, deren Summe kleiner als zwei Rechte 
ist.“ Daraus folgt unmittelbar, daB zu einer gegebenen Geraden durch einen 
auBerhalb gelegenen Punkt eine einzige nichtschneidende, d. h. parallele Gerade 
geht. Durch rund 2600 Jahre hat man sich vergeblich bemiiht, das Parallelen- 
axiom mit Hilfe der vorhergehenden zu beweisen; alle diese Beweise benutzen 
aber mehr oder weniger versteckt ein anderes, im wesentlichen gleichwertiges 
Axiom. So geht z. B. der Araber Nastr-EDDIN (1201—1274) von einem Dreieck 
aus, dessen Winkelsumme zwei Rechte ist. Nimmt man den letzteren Satz als 
Axiom, so lat sich das Parallelenaxiom beweisen. Dieser Gedanke wurde von 
dem Ménch GrroLamMo SACCHERI (1667—1733) und von J. H. LAMBERT (1728 
bis 1777) weiter ausgefiihrt ; ihre Ergebnisse lassen sich in dem spater und un- 
abhangig von ihnen von LEGENDRE aufgestellten Satz zusammenfassen: Wenn 
in einem einzigen Dreieck die Winkelsumme gréBer, gleich oder kleiner als zwei 
Rechte ist, so gilt dasselbe entsprechend auch fiir jedes andere Dreieck. Be- 
merkenswert ist, daB schon LAMBERT erkennt, daB die erste Annahme auf der 
Kugel, die zweite auf einer Kugel mit imaginarem Radius erfiillt ist (vgl. Kap. 4, 
Ziff. 24). Trotzdem war GAuss zweifellos der erste, der die Unbeweisbarkeit 
des Parallelenaxioms und damit zugleich die Méglichkeit einer von diesem Axiom 
unabhangigen allgemeinen oder, wie man meist sagt, ,,nichteuklidischen‘‘ 
Geometrie klar erkannte. (Streng genommen ist unter nichteuklidischer Geometrie 
jene zu verstehen, die aus der Negation des Parallelenaxioms entsteht und 
nicht die beide Falle, auch den euklidischen umfassende Geometrie, die damit 
in der Regel gemeint ist.) GAUSS wagte es nicht, mit seinen Resultaten vor die 
Offentlichkeit zu treten; die ersten Publikationen iiber den Gegenstand stammen 
von N. LoBATSCHEWSKIJ (1829) und J. Botyai (1832). Beide halten an der 
Unendlichkeit der Geraden fest und behandeln also bloB den Fall, wo sich durch 
einen Punkt P zwei Parallele zu einer gegebenen Geraden g legen lassen und die 
Winkelsumme im Dreieck kleiner als zwei Rechte ist. Der zweite Typus nicht- 
euklidischer Geometrie wurde erst von RIEMANN entdeckt; bei ihm ist die Gerade 
eine geschlossene Linie von endlicher Lange, durch P geht keine Parallele zu g, 
die Winkelsumme im Dreieck ist gréBer als zwei Rechte. 

Die drei Typen von Geometrien, die auf den Annahmen von LOBATSCHEWSKI J- 
Botyar, EuKiip und RieMANN beruhen, werden als hyperbolische, para- 
bolische und elliptische Geometrie bezeichnet. 

Bemerkt sei, daB der Begriff des Parallelismus und der affinen Geometrie, 
wie er in Ziff. 9 gegeben wurde, von der Annahme ausgeht, daB die uneigentlichen 
Punkte eine Ebene erfiillen, eine Annahme, die vom Standpunkt der allgemeinen 
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(nichteuklidischen) Geometrie aus nur im euklidischen Fall erfiillt ist (vgl. unten 
Ziff. 34 u. 35). Man bezeichnet daher den Parallelismus von Ziff. 9 als eukli- 
dischen Parallelismus und spricht mitunter auch von einer euklidisch- 
affinen Geometrie. 

Fur die Veranschaulichung der nichteuklidischen Geometrien bieten sich 
zwei Méglichkeiten. Die erste ist durch die Flachen konstanter Kriimmung 
gegeben (Kap. 4, Ziff. 24). Je nachdem das Kriimmungsma8 der Flache 
positiv, null oder negativ ist, fallt die Geometrie auf der Flache mit der ellip- 
tischen, parabolischen oder hyperbolischen Geometrie zusammen. Ein Nachteil 
dieser Interpretation ist, daB eine solche Flache niemals auf die ganze Ebene, 
sondern immer nur auf ein Stiick derselben abgebildet werden kann. Auch bei 
der einzigen unberandeten und singularitatenfreien Flache konstanter Kriimmung, 
der Kugel, kommt man zu Unstimmigkeiten, wenn man die ganze Flache be- 
trachtet; zwei Hauptkreise (,,Gerade‘') schneiden sich doch in zwei Punkten 
und das Postulat ,,Zwei Punkte bestimmen eine Gerade‘‘, wiirde eine Ausnahme 
erleiden. Die Sache ist die, da die Geometrie der vollstandigen elliptischen 
Ebene nicht auf der Kugel, sondern im Biindel dargestellt wird, d. h. wenn man die 
Geraden und Ebenen des Biindels bzw. ,, Punkte“‘ und ,,Gerade‘‘ nennt, so stimmt 
die Geometrie der elliptischen Ebene vollstandig mit der Geometrie im Biindel iiber- 
ein; man sieht unmittelbar, daB hier von Parallelen keine Rede sein kann, und 
daB die Winkelsumme in einem Dreieck (d. h. die Summe der Flachenwinkel eines 
Dreiflachs) gréBer als zwei Rechte ist. Die Kugelgeometrie (Ziff. 2) selbst bezeichnet 
man daher in der Regel nicht als elliptische, sondern als spharische Geometrie. 

Wegen einer entsprechenden Deutung fiir den drei- und mehrdimensionalen 
Raum vgl. Kap. 5, Ziff. 23. 

Als wesentlich besser erweist sich der von KLEIN beschrittene und der folgen- 
den Darstellung zugrunde hegende Weg, der kaum mehr eine Interpretation 
oder Veranschaulichung genannt werden kann, da er geradezu zur _nicht- 
euklidischen Geometrie selbst fihrt. Der Grundgedanke dabei ist folgender: 
Die euklidische Geometrie einer Figur ist die projektive Geometrie der Figur 
und eines bestimmten absoluten Gebildes (Ziff. 10 u. 13); dabei ist das absolute 
Gebilde in der Ebene eine ausgeartete Kurve, im Raum eine ausgeartete 
Flache zweiter Klasse. Es lag nahe, die metrischen Verhdltnisse unter Zugrunde- 
legung einer beliebigen Kurve bzw. Flache zweiten Grades zu untersuchen 
(Cayleysche MaBbestimmung). Kern gelang der Nachweis, daB sich auf 
diese Art ein Zugang (und wohl der bequemste) zu den nichteuklidischen 
Geometrien eréffnet. . 

Eine weitere Frage ist, ob neben der rein logischen auch eine physische 
Realisierungsméglichkeit besteht. Tatsache ist, daB es in Anbetracht der Un- 
moglichkeit absolut genauer Messungen nie mdglich sein wird, die Giiltigkeit 
der euklidischen Geometrie, die doch nur ein Grenzfall ist, streng zu beweisen. 
Die Méglichkeit, daB der Raum unserer AuBenwelt nichteuklidisch ist, besteht 
sicherlich. Aber die Frage, welche Metrik ihm aufgepragt ist, wird sich kaum 
jemals in aller Strenge entscheiden lassen. 

38. Die Cayleysche Ma&bestimmung in einstufigen Gebilden. Sind 1%, x, 
(ebenso 1, V2 oder %, %) homogene projektive Koordinaten in einem Gebilde 
erster Stufe (Punktreihe, Geraden- oder Ebenenbiischel), so definiert man nach 
KLEIN zundchst zwei absolute Elemente x und «@ durch die Gleichung 


f (2%, 2) = Gy 98 4 2 ayy % 1% + Aggy = 0. 


Die Diskrimante @,, 42 — a3, der quadratischen Form / (x, x) bezeichnen wir mit A. 
Unter dem Intervall (Abstand oder Winkel) zweier beliebiger Elemente 
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y = (Vy, Ya) und z= (2%, 2) versteht man den Wert 


pinto) +Viy, 2? —fly. yt, 2) 
—— n 5 
fly, 2) —Vily, 2? — fly, ) f(z, 2) 


wo D(y,z,x®, x®) das Doppelverhaltnis der vier Elemente y, 2, x) und 
x), f(y, 2) = ayy 141 + Aye (V1%_ + V2.2) + 220% die Polarform von f(x, x) 
und & einen konstanten Faktor bedeutet. 

Ist A> 0, so spricht man von einer elliptischen MaBbestimmung. 
Der Faktor k wird in der Regel rein imaginaér genommen, so daB das Intervall yz 
stets reell wird. Die absoluten Elemente sind natiirlich imaginar. Setzt man 








ye =kigDly, z, x), x) 





insbesondere k = = so wird 
Ty, 2) 
Viiv, y) f(z, 2) 


d. h. die Metrik stimmt mit der gewohnlichen Metrik im Bischel tberein. Das 
ganze Gebilde hat eine endliche ,,Lange*’, die im Fall k = 55 (naturliche Mab- 


einheit) den Wert 2a hat. Die Ma8bestimmung hat die reelle (da # rein imaginar 
ist) Periode 2k x1. 

Ist A <0 (hyperbolische MaBbestimmung), so nimmt man & reell; 
das Interval] ist aber nur dann reell, wenn die beiden Elemente y und z das absolute 
Paar nicht trennen. Das Intervall zwischen einem absoluten und einem beliebigen 
anderen (reellen) Element ist stets unendlich, das Gebilde besitzt also zwei 
unendlichferne Elemente. Aus den beiden ietztangefiihrten Griinden betrachtet 
man nur die Elemente eines der beiden durch die absoluten Elemente bestimmten 
Segmente des Gebildes und sieht von den ,,idealen‘‘ Elementen des anderen 
Segmentes vollstandig ab. Die MaBbestimmung hat die rein imaginare Periode 
Po ea 

Ist schheBlich A =O (parabolische MaBbestimmung), so fallen die 
beiden Fundamentalpunkte zusammen und die obige Formel fiir das Intervall 
zweier Elemente versagt. Setzt man jedoch zunachst bei A #0 die Konstante 


Wz == are cos 


P= e a und 148t dann A nach Null konvergieren, d.h. die absoluten Elemente 
zusammenrticken, so gelangt man zur euklidischen MaBbestimmung in der 
Punktreihe, wobei die unbestimmte Konstante c die Willkiirlichkeit in der Wahl 
der MaBeinheit zum Ausdruck bringt 

34. Die Cayleysche MaBbestimmung in der Ebene. Wir gehen ganz analog 
vor wie in Ziff. 33. Der MaBbestimmung zugrunde gelegt wird ein Kegelschnitt ©, 
dessen Gleichung in Punktkoordinaten /(*, «) =0, in Linienkoordinaten g (w, ~) =0 
sein mége. Dann ist die Entfernung zweier Punkte x und y gegeben durch 








Deeb ne De ee) 
t(,¥) —Vil@, v)? —#@, Fy, 9) 


und der Winkel zweier Geraden uw und v durch 








Ae In oh v) + Vg (u, v)? — g(u,u) g(v,v) 

g(u,v) —Vg(u, v)? — g(u, u) g(v, v) 

Man setzt fest, daB die MaBbestimmung im Biischel stets elliptisch ist, wahlt 
also k’ rein imaginar. Es bleiben dann drei Falle zu betrachten: 

_ 4. & ist ein nullteiliger Kegelschnitt (elliptischer Fall), & ist rein imaginar. 

Die Geraden sind geschlossen und haben endliche Lange; die elliptische Ebene 

hat einen endlichen Inhalt und ist, was besonders bemerkenswert ist, einseitig, 
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d. h. es gibt auf ihr keine Unterscheidung zwischen zwei Drehungssinnen um einen 
Punkt, die nicht ineinander iiberfiihrbar sind, wie man sich z. B. an der in Lift. 32 
erwahnten Veranschaulichung im Biindel leicht deutlich machen kann (vgl. hierzu 
Zilf. 38). Das Dualititsgesetz der projektiven Geometrie bleibt voll aufrecht. 
Durch einen gegebenen Punkt geht keine Parallele zu einer gegebenen Geraden 
(das Unendlichferne ist imaginir). 

2. © ist ein einteiliger, nicht zerfallender Kegelschnitt (hyperbolischer 
Fall). Die Geraden sind offen und von unendlicher Lange. Betrachtet werden nur 
Punkte im Innern von ©. Die hyperbolische Ebene ist offen (einfach zusammen- 
hangend) und zweiseitig. Das Dualitiatsgesetz l4Bt sich nicht mehr aufrecht- 
erhalten, denn dem Ausschlu8 der ,,idealen‘‘ AuBeren Punkte von © steht nicht 
der Ausschlu8 der den Kegelschnitt © in reellen Punkten schneidenden Geraden 
gegentiber, wie es das Dualitatsgesetz verlangen wiirde. Jede Gerade besitzt zwei 
unendlichferne Punkte, ihre Schnittpunkte mit ©; es gibt also durch einen ge- 
gebenen Punkt zwei Parallele zu einer gegebenen Geraden. 

3. © artet in ein imaginares Punktepaar aus (parabolischer Fall). Die 
Verbindungsgerade der beiden absoluten Punkte ist die unendlichferne Gerade; 
man hat die euklidische Metrik. Erwahnt sei nur noch, daB das Dualitats- 
gesetz sich auch hier nicht ausnahmslos aufrechterhalten 1aBt, da der absolute 
Kegelschnitt als Kurve zweiter Ordnung doppelt, als Kurve zweiter Klasse ein- 
fach ausgeartet ist. 

Sehr bequem gestaltet sich die Rechnung, wenn man 


f(x, x) = x3 — a(x? + 22) und g(u, u) = aw — (2+ v3) 


nimmt. Man erhalt fiir a < 0 die elliptische, fiir a > 0 die hyperbolische und, 

wenn man k = Ta setzt, und dann @ nach Null konvergieren 1a8t, die para- 
a 

bolische Geometrie. 

Eine deutliche Vorstellung von den verschiedenen obenerwahnten Zu- 
sammenhangsverhaltnissen erhalt man, wenn man eine nichtgeradlinige Flache 
zweiter Ordnung F aus einem Punkt P auf eine nicht durch P gehende Ebene x 
projiziert. Der aus P an F gelegte Tangentenkegel schneidet a in einem Kegel- 
schnitt ©’, der imaginar oder reell ist, je nachdem P im Inneren oder AuBeren 
von F liegt, oder schlieBlich in ein imaginares Punktepaar mit reeller Verbindungs- 
linie ausartet, wenn P auf F liegt. Nimmt man nun ©’ als absoluten Kegelschnitt 
in a, so itbertragt sich die sich so ergebende MaBbestimmung wieder riickwarts 
auf die-Flache. Als unendlichfernes Gebilde erhalt man auf F die Projektion © 
von @&’, die in den drei erwahnten Fallen bzw. imaginar oder reell ist oder schlieB- 
lich in einen einzigen Punkt, den Punkt P selbst, ausartet. Man erhalt so als 
Bild der elliptischen Ebene (© und ©’ imaginar) die ganze Flache F’, aber nicht 
eindeutig, sondern zweideutig, da jeder Projektionsstrahl F in zwei reellen 
Punkten schneidet. Ist F die Einheitskugel und P ihr Mittelpunkt, so erhalt 
man auf diese Weise die MaBbestimmung der spharischen Geometrie. Als Bild 
der hyperbolischen Ebene (€ und ’ reell) erhalt man die eine der beiden Kalotten, 
in die F durch © zerlegt wird und als Bild der parabolischen Ebene (© und @’ 
ausgeartet) ergibt sich die ,,punktierte“ Flache F, d. h. die ganze Flache mit 
Ausnahme des einzigen Punktes P. 


Der Ausdruck — oe heiBt das Kriimmungsmaf der betreffenden Mab- 

bestimmung. Die Bezeichnung ist von der Differentialgeometrie her itbernommen ; 
Ps 1 

die Geometrie auf einer Flache der konstanten GauBschen Krimmung — ra 
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stimmt mit der Geometrie der betreffenden Ebene iiberein (vgl. Ziff. 32 und 
Kap. 4, Ziff. 24). ae” 

Die oben gegebenen Ausdriicke fiir Abstand und Winkel sind invariant 
gegeniiber allen Kollineationen, die den absoluten Kegelschnitt in sich itberfihren. 
Diese Kollineationen entsprechen also den Bewegungen der euklidischen 
Geometrie, doch ist zu bemerken, da8 gerade die parabolische Geometrie gegentiber 
dieser allgemeinen Definition der Bewegung insofern eine Ausnahmsstellung ein- 
nimmt, als hier unter den Kollineationen, die das absolute Punktepaar ungedndert 
lassen, auch die Ahnlichkeitstransformationen erscheinen, was mit dem Auf- 
treten der willkiirlichen Konstanten c beim Grenziibergang zusammenhangt. 
Diese Ahnlichkeitstransformationen sind also etwas spezifisch euklidisches; 
in der elliptischen und hyperbolischen Geometrie existiert nichts Entsprechendes. 
Es 1aBt sich zeigen, daB die Annahme der Existenz zweier ahnlicher, aber nicht 
kongruenter Dreiecke der Annahme des Parallelenaxioms gleichwertig ist, also 
mit Notwendigkeit auf die euklidische Geometrie fihrt. 

Da die Kollineationen eine achtgliedrige Gruppe bilden und ein Kegelschnitt 
von fiinf Parametern abhangt, ist die Bewegungsgruppe eine dreigliedrige Gruppe. 

35. Die Cayleysche Ma&bestimmung im R,. Fixiert man eine V?_, 


[Op 2) SOD 0g =O 
i, k=0 

als absolutes Gebilde, so ist der Abstand zweier Punkte und der Winkel 
zweier Hyperebenen auch hier durch die beiden Formeln aus Ziff. 34 zu de- 
finieren, wobei wir uns wieder auf reelles beschranken. Die Forderung, da die 
MaBbestimmung im Biischel (co! R,_, durch einen R,_,) elliptisch ist, fihrt 
auch hier auf drei Falle; und zwar auf die elliptische MaBbestimmung, wo 
/(*, x) definit, die absolute V2_, also nullteilig ist, ferner auf die hyperbolische, 
wo / (x, x) die Signatur » — 1 hat und schlieBlich auf die parabolische oder eukli- 
dische, wo die absolute V?_,(als Hyperflache zweiter Klasse) in eine nullteilige 
V2.2 eines R,_, ausartet, der dann die uneigentliche Hyperebene des R,, ist. 

Die Polaritaét beziiglich der absoluten V2_, heiBt Orthogonalitat; zwei 
Punkte heiBen orthogonal, wenn sie beziiglich der V?,_, konjugiert sind. Zwei 
Raume R, und R; (h=k) heiBen (f+ 1)-fach orthogonal, wenn es im R, 
einen kK, von Punkten gibt, die zu allen Punkten des R, orthogonal sind. Ist 
b =k, so heiBen die beiden Raume vollstandig orthogonal. Eine Gerade 
ist orthogonal zum R,, wenn sie seinen Polarraum R,_;_-, beziiglich der ab- 
soluten V;,_, schneidet, nur wenn sie auBerdem den R, selbst trifft, sagt man, 
sie steht auf dem A, senkrecht oder normal. Im parabolischen Fall sind 
diese Definitionen auf die uneigentlichen Raume von R, und R, anzuwenden; 
orthogonale Punkte gibt es hier natiirlich nicht. 


VII. Topologie. 


36. Begriff der Topologie. Unter Topologie oder Analysis situs versteht 
man im Sinn von Ziff. 41 die Invariantentheorie der allgemeinsten ein-eindeutigen 
und stetigen Punkttransformationen (Kap. 2, Ziff. 20) im R,, 

My Nyy as sy Xp (Ota) (1) 
Xp = Su (%1, %,---, Xm) (R=1,2,...,n) (1’) 
wo die / und g stetig differenzierbare Funktionen mit nirgends verschwindender 


Funktionaldeterminante sind (vgl. auch Kap.1, Ziff. 24). Samtliche Ver- 
anderliche und Funktionen sind als reell vorausgesetzt. Eine Eigenschaft eines 


bzw. 


. 
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geometrischen Gebildes, d. h. einer oder mehrerer Mannigfaltigkeiten V wird 
dann als topologische zu bezeichnen sein, wenn sie bei allen Transformationen (1) 
und (1’) ungeandert bleibt. Man sieht leicht, daB diese Transformationen, bildlich 
gesprochen, ein recht weitmaschiges Sieb bilden, in dem nur mehr wenig hangen 
bleibt; dieses Wenige ist aber von um so gréBerer Wichtigkeit. 

Das Hauptproblem der Topologie ist das Problem der Homoéomorphie 
zweier Gebilde; dabei heiBen zwei Gebilde homéomorph, wenn sie durch eine 
Transformation (1) oder (1’), d. h. durch stetige Deformationen ineinander 
tibergefiihrt werden kénnen. Dieses Problem ist bisher nur fiir Flachen Vy 
gelost (Ziff. 39). 

Die Probleme der Topologie kénnen nach verschiedenen Methoden behandelt 
werden, ahnlich wie es in der projektiven und metrischen Geometrie eine ana- 
lytische und eine synthetische Methode gibt. In diesem Sinn kénnte man die 
kombinatorischen und mengentheoretischen Methoden!) als synthetische, die 
im AnschluB an Poincaré?) hier im wesentlichen befolgte als analytische be- 
zeichnen. 


37. Allgemeines iiber Mannigfaltigkeiten im R,. Eine Mannigfaltigkeit. 


im R, la8t sich auf zweierlei Arten analytisch definieren. Es seien <n 
Gleichungen 


Pte ae, (f= 1 2. .., 6) (2) 
und gq Ungleichungen 
Sle ten es tal 0 = 1 2a <2, 9g) (3) 


vorgelegt. Von den F ist vorausgesetzt, daB sie in dem durch die Ungleichungen (3) 
bestimmten Bereich stetig differenzierbare Funktionen der x sind, und daB ihre 
_ Funktionalmatrix (2 Fi) 





Op 


den Rang # hat. Die samtlichen Punkte des R,, die (2) und (3) geniigen, erfiillen 
dann eine (w — )-dimensionale Mannigfaltigkeit V,_, des R,. (Ist =O, 
so bestimmen die Ungleichungen (3) eine V,,, die nichts anderes ist als ein Bereich 
im R,.) Seien x’ und «’’ zwei beliebige Punkte der V,,_,. Ist es méglich, diese 
beiden Punkte (wo immer sie auf der V,,_, angenommen sind) durch eine ganz 
auf der V,,_, verlaufende Kurve zu verbinden, so heift die V,,_, zusammen- 
hangend. Das kommt analytisch darauf hinaus, daB man stetige Funktionen 
x; = x,(t) so bestimmen kann, daB 4%; (t)) = xj, x; (4) = x/ wird, und daB fiir 
alle ¢ des Intervalls [%, ¢,] (2) und (3) erfiillt sind. Eine Mannigfaltigkeit heiBt 
endlich, wenn ihre Punkte einer Ungleichung 


e@+tea+t+.-.+82< A? 


geniigen, also im Inneren einer Hypersphare des R, vom Radius A [(m —1)- 
dimensionale Kugel] liegen. Ersetzt man in einer der Ungleichungen (3) das 
Ungleichheitszeichen durch ein Gleichheitszeichen, so definieren diese Relationen 
zusammen mit (2) im allgemeinen eine V,_,_,, die zusammenhangend sein kann 
oder nicht. Es kann natiirlich auch der Fall eintreten, daB dann iiberhaupt kein 
(reeller) Punkt bestimmt ist, oder daB zwar solche Punkte existieren, aber eine 


1) Beziiglich der ersteren vgl. das Referat von DEHN u. HEEGARD im dritten Band 
der Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften, beziiglich der letzteren vor allem 
das Buch von KEr&xKJARTO, Vorlesungen itiber Topologie, Berlin, Julius Springer 1923 (bi 
jetzt nur der erste Band erschienen). 

2) Insbesondere ,,Analysis situs‘‘ (Journ. de 1’école polytechn. (2) Bd. 4. 1895) und 
,,Complément a l’analysis situs‘‘ (Rend. del circolo matem. di Palermo Bd. 13. 1899). 
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Mannigfaltigkeit von weniger als n — p — 4 Dimensionen erfiillen. Die Gesamt- 
heit der Punkte, die einem der g Systeme 


F,=0(=1,2,..--,P), G =O; GOs 
F, 2064, 2) Dy. Gr= Oy Geeta 2) (4) 
Fi=0¢=1,2,..)) Gj =O 2 ew 


geniigen, bilden den (vollstandigen) Rand der durch (2) und (3) definierten 
Vn—p- In der Regel zahlt man nur die durch (4) definierten V,-,-, zum Rand 
der V,». Ist durch (4) itberhaupt keine Vn-p-1 definiert, so heiBt die V,_» 
unberandet, im anderen Fall berandet. Eine Vane ae zusammenhangend, 
endlich und unberandet ist, wird als geschlossen bezeichnet. 

So ist z. B. die Cassinische Kurve (Kap. 4, Ziff. 8) fir c? < a? eine nicht 
zusammenhingende V, des R,. Nimmt man Zu ihrer Gleichung jedoch einmal 
die Ungleichung x > 0, einmal « <0 hinzu, so erhalt man jedesmal eine ge- 
schlossene V,. Die durch «? + ye a ee 22<—4 a? definierte V, des R, 
besteht aus jenem Teil des Kreiszylinders vom Radius a und der z-Achse als 
Achse, der innerhalb der Kugel vom Radius 2 a hegt; ihr Rand ist die durch 
vty=az= +ay3  definierte (nicht zusammenhangende) V,. 

Eine zweite Moglichkeit einer Darstellung einer V,,, ist die durch unbestimmte 
Parameter y,, V2, ---» Ym, namlich 


MS OAV, auc ein) = eee eee) (5) 
vel. hierzu, insbesondere itber die Aquivalenz mit der ersten Darstellungsart 
(Kap. 4, Ziif. 26). Zu den Gleichungen (5) treten im allgemeinen noch eine 
Anzahl von Ungleichungen hsv OF (6) 


die den Variabilitatsbereich der y einschranken. Die Funktionen q; seien in 
dem durch (6) definierten Bereich als analytisch (d. h. in Potenzreihen ent- 
wickelbar) vorausgesetzt; ihre Funktionalmatrix habe den Rang m. Dann de- 
finieren (5) und (6) eine V,, des R,. Es sei V;, eine zweite, durch 


%, = Pils Yor +++» Ym) (= 1,2,... 0) 

und irgendwelche Ungleichungen definierte Mannigfaltigkeit von ebenfalls 
m Dimensionen. Haben V,, und Vj, eine Vj, gemeinsam, d. h. gehdrt jeder 
Punkt von V%, sowohl zu V,, als auch zu V;,, so lassen sich im Inneren von V7, 
die y’ als analytische Funktionen der y darstellen; von V,, und V;, sagt man dann, 
daB die eine eine analytische Fortsetzung der anderen sei (vgl. Kap. 6 
Ziff. 10). Ist eine Folge von Mannigfaltigkeiten Vy,, Vn, ..-, Viv gleicher 
Dimension gegeben, deren jede analytische Fortsetzung der vorausgehenden ist 
so spricht man von einer (Zzusammenhangenden) Kette, die als geschlossen 
bezeichnet wird, wenn die V® analytische Fortsetzung der V%, ist. Ist in einer 
Gruppe von Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension jede gleichzeitig analytische 
Fortsetzung von mehreren anderen, so spricht man von einem (zusammen- 
hangenden) Netz. Man kann nun die Gesamtheit der Mannigfaltigkeiten einer 
Kette oder eines Netzes als eine einzige Mannigfaltigkeit ansehen und hat so 
eine umfassende Definition dieses Begriffes (es ist z. B. nicht méglich, die ganze 
Kugelflache im R, mittels analytischer Funktionen zweier Parameter eindeutig 
darzustellen). Man iberzeugt sich leicht, daB alle hier aufgestellten Begriffe 
topologischen Charakter haben. 

388. Einseitige und zweiseitige Mannigfaltigkeiten. Sei V,, eine Mannig- 
faltigkeit, die in der am SchluB von Ziff. 37 angegebenen Art definiert ist, also 








Ziff, 38. Einseitige und zweiseitige Mannigfaltigkeiten. 4147 


aus einer Kette oder aus einem Netze von Teilmannigfaltigkeiten Vi), V®, . .., VE 
besteht. Die Darstellung von V¥ sei 
ae PONE: Wye WR) Me AD ms f St 2). 5, 8) 


zusammen mit irgendwelchen Ungleichungen fiir die y), Die VY und. Ver 


gemeinsame Mannigfaltigkeit sei V¥/+. Wir betrachten zunidchst den Fall 

j O (yi. 
p =2. Im Innern von V4 kann die Funktionaldeterminante Ae sea 
. . . - : 4) 
ihr Zeichen nicht d4ndern; andernfalls miiBte sie in Vi) entweder Null oder 
unendlich werden. Nun ist aber (Kap. 1, Ziff. 26) 














A el (Hays Hays e+e, tay) 0 (¥ays ¥ag» +++; Xan) 
1: ees pay an) 2) * I 1 D\? 

OVP Va YO) Ay, yh, ..., y) 

WO 4, 4g, ..., A, irgendwelche m (verschiedene) der Zahlen 1, 2,..., sind; 
+ O(a, ays sneha O (Xa 9 Vans © os Ve 
es miiBte also entweder a ae ce) Sin otter os *) =o 
OT cn ve) OL Vans ote» Vag) 
nl wee er . : 

sein fiir beliebige Wahl der a,, a3, . . ., a, und der Rang der betreffenden Matrizen 


ware gegen die Voraussetzung kleiner als m. Ist nun V‘4? zusammenhangend, 
so kann man evtl. durch eine Vertauschung zweier y) erreichen, daB Ay, > 0 
ist. Ist aber VJ” nicht zusammenhangend, besteht sie also aus mehreren Mannig- 
faltigkeiten V’,, Vy, ..., so kann der Fall eintreten, daB Aj, nicht in allen 
Mannigfaltigkeiten V7,, V%, ... dasselbe Vorzeichen besitzt. In diesem Fall 
heiBt die gegebene V,, einseitig. Wir nehmen nun an, daB das nicht der Fall 
sei, d. h. daB Vj;” zusammenhiangend ist und betrachten die Kette V®, V®,. . ., 
Vy, die wir als geschlossen voraussetzen; die Mannigfaltigkeiten Vi42, V2, 
..., Vib”), Vii” seien alle zusammenhangend. Wir bilden nun die p Funk- 
7 Oly rs) (p) 
tionaldeterminanten Aj j41 = Brea oy (12 we. Pp — 4) und: Aga 5 (itly on : 
Das Vorzeichen von 4; ;,, 1aBt sich evtl. durch Vertauschung zweier y¥+ 
sicher positiv machen; wir denken uns das fiir die  — 1 ersten A durchgefiihrt. 
Das Vorzeichen von J,,, ist dadurch aber eindeutig festgelegt, denn wiirden wir 
zwei y® oder zwei y) vertauschen, so wiirde sich entweder das Vorzeichen 
von 4,,, oder das von A,_,,, ebenfalls 4ndern. Je nachdem also 4, < 0 oder 
A,,, > 0 gilt, nennen wir die Kette einseitig oder zweiseitig und definieren 
allgemein: Eine beliebige V,, heiBt einseitig oder zweiseitig, je nachdem 
sich auf ihr eine (geschlossene) einseitige Kette bilden 1aBt oder nicht. 
Geometrisch ]aBt sich die Sache so formulieren: In jedem Punkt P einer 
V» gibt es ein durch m linear unabhangige Richtungen oder Vektoren (z. B. 
durch die Tangentenvektoren der Parameterkurven durch P, vgl. fir m = 2 
die Vektoren y, und zx, in Kap. 4, Ziff. 17) bestimmtes m-Bein. Halt man 
die Reihenfolge der m Vektoren fest, so spricht man von einer Indikatrix des 
Punktes P. Zwei Indikatrizes eines Punktes P heiBen gleich oder entgegengesetzt 
orientiert, je nachdem sie durch eine in den Vektorkomponenten homogene 
affine Transformation von positiver oder negativer Determinante ineinander 
iibergefithrt werden kénnen; oder, wenn sich die Vektoren der beiden Indikatrizes 
nur durch die Reihenfolge unterscheiden, je nachdem diese Permutation eine 
gerade oder ungerade (Kap. 2, Ziff. 1) ist. Gibt es nun auf der V,,, geschlossene 
Kurven V, von der Art, daB sich die Orientierung der Indikatrix eines Punktes P 
umkehrt, wenn P die Kurve einmal durchlauft, so ist die V,, einseitig, im 
anderen Fall, d. h. wenn es keine derartigen Kurven gibt, zweiseiti g. Das hat 
zur Folge, daB sich im Fall m = 2, also auf einseitigen Flachen, kein bestimmter 
Drehungssinn, im Fall m = 3 kein bestimmter Schraubungssinn auszeichnen laBt. 
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Aus diesem Grunde werden einseitige V,, auch als nichtorientierbar, zwel- 
seitige als orientierbar bezeichnet. Ein sehr bekanntes Beispiel einer ein- 
seitigen Flache V, ist das M6biussche Band (Abb. 9; man beachte das Ver- 
halten der in mehreren Lagen gezeichneten Indi- 
katrix beim Durchlaufen der Mittellinie des 
Bandes! Der projektive Raum R, ist einseitig 
oder zweiseitig, je nachdem gerade oder un- 
gerade ist; eine Tatsache, die im Fall einer 
elliptischen MaSbestimmung (Ziff. 35) erhalten 
bleibt, wahrend alle hyperbolischen oder 
A parabolischen Raume, bei denen reelle unend- 
Abb. 9. Das Mébiussche Band. lichferne Elemente aus dem projektiven Raum 
ausgeschieden werden, zweiseitig sind. 

39. Zusammenhang und Geschlecht zweiseitiger Flachen. Wir miissen 
uns hier der Kiirze halber auf endliche zweiseitige Flachen beschranken, die 
iibrigens in der Funktionen- und Potentialtheorie allein von Bedeutung sind. 
Hinsichtlich der einseitigen Flachen sei nur bemerkt, da sich die folgenden 
Uberlegungen ohne sonderliche Schwierigkeit iibertragen lassen. 

Wir definieren zunachst: Ein Riickkehrschnitt ist eine ganz im Inneren 
der Flache verlaufende, geschlossene und sich selbst nicht durchsetzende Kurve. 
Ein Querschnitt ist ein am Rand der Flache beginnender und wieder am Rand 
endender Kurvenbogen. Wird eine Flache langs eines Riickkehrschnittes auf- 
geschnitten, so erhdht sich die Zahl ihrer Randkurven um 2; zerschneidet man 
eine Flache langs eines Querschnittes, so erhéht oder vermindert sich die Anzahl 
der Randkurven um 1, je nachdem die Endpunkte des Querschnittes auf derselben 
oder auf verschiedenen Randkurven der Flache liegen. Man spricht von einer 
Punktierung einer Flache, wenn man in ihrem Inneren ein kleines, nadelstich- - 
artiges Loch anbringt, das natiirlich nachher im Wege einer stetigen Deformation 
beliebig vergréBert werden kann. Die Punktierung erhéht die Anzahl der Rand- 
kurven um 1. Eine Flache, die eine einzige Randkurve besitzt und durch jeden 
Querschnitt in zwei getrennte Stiicke zerfallt, wird als einfach zusammen- 
hangend bezeichnet. Zerfallt eine Flache durch g Querschnitte in a einfach 
zusammenhangende Flachenstiicke, so wird ihr die Zusammenhangszahl 





N=q-—a+2 (1) 
zugeordnet; man spricht von einer N-fach zusammenhangenden Flache. Fiir 


Die Zusammenhangszahl bleibt bei Ausfiihrung eines Riickkehrschnittes un- 
geandert; sie erhoht sich durch jede Punktierung um 41 und erniedrigt sich durch 
jeden Querschnitt um1. Auf eine geschlossene Flache 
14Bt sich (4) nicht unmittelbar anwenden, sondern erst 
nach Anbringung eines Riickkehrschnittes oder einer 
Punktierung. So erhalt man z. B. fiir die Kugel die 
Zusammenhangszahl N = 0, da die punktierte Kugel 
durch jeden Querschnitt in zwei getrennte Stiicke zer- 
fallt, also einfach zusammenhangend ist. 

Eine Flache hei8t schlichtartig, wenn sie durch 
























































Abb. 10. Schlichtartige Flache ; * 2 : : : 
miiNe4 | «e Jeden oRuekkebrschnitt. im getrennte Teile zerfallt, 


Eine schlichtartige Flache ist stets homéomorph mit 
emem durch mehrere Kreise begrenzten ebenen Bereich (Abb. 10). Die maxi- 
male Anzahl ~ der Riickkehrschnitte, die sich auf einer Flache anbringen 
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lassen, ohne sie zu -zerstiickeln, wird als Geschlecht der Flache bezeichnet. 
Zwischen der Anzahl R der Randkurven, der Zusammenhangszahl N und dem 
Geschlecht # einer Flache besteht die leicht nachweisbare Relation 


N=R+26. (2) 
Es gilt der Satz: Zwei zweiseitige Flachen sind homéomorph, wenn sie in zwei 


der drei Zahlen R, N und  iibereinstimmen. Es lassen sich leicht Normalformen 
fiir die Flachen mit R Randkurven und dem Geschlecht p angeben; die ge- 


ENN 
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Abb. 11. Erste Normalform. Abb. 12. Zweite Normalform. 





brduchlichsten sind erstens die Kugel mit p Henkeln H und R Léchern L (Abb. 11, 
p = 3, R= 4) und zweitens die Kreisscheibe mit R — 1 einfachen Briicken B 
und # Doppelbriicken D (Abb. 12, = 3, R = 5). Diese Flachen lassen sich auf 
unbegrenzt viele Arten so zerschneiden, daB sich ein einfach zusammenhangendes 
Flachenstiick ergibt; wir erwahnen nur 
als einfachste und iibersichtlichste die 
sog. kanonische Zerschneidung der 
ersten Normalform (Abb. 13). Von einem 
auf der Kugel willkiirlich gewdahlten 
Punkt O legen wir das Paar der Schnitte 
S; und S/’, von denen der erste entlang 
des i-ten Henkels H; und der zweite um 
diesen herum lauft, und fiihren das fiir 
alle # Henkel (2 = 1, 2,..., #) aus.. Von 
diesen 2 p Schnitten ist der zuerst aus- 
gefiihrte offenbar ein Riickkehrschnitt, Abb. 13. Kanonische Zerschneidung. 

alle folgenden sind aber Querschnitte, 

da fiir sie O ein Randpunkt der Flache ist. Ferner ziehen wir von O aus die R 
Querschnitte C; zu den Léchern L; (k =1,2,..., R). Man sieht ohne Schwierig- 
keit, daB nach Ausfithrung dieser 2 + R Schnitte die Flache einfach zusammen- 
hangend ist; da unter ihnen 2 — 1 + R Querschnitte sind, folgt aus (1’) 


N=26-14+R4+1=R+26, 
also gerade die Formel (2). Bei einer geschlossenen Flache (R = Q) ist somit N 


stets gerade. 

40. Uberlagerungsflachen. Wir betrachten zwei Flachen F und F’, zwischen 
deren Punkten eine Zuordnung oder Korrespondenz (m, 1) besteht, d. h. daB 
jedem Punkt P’ von F’ ein bestimmter Punkt P von F entspricht, aber umgekehrt 
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jedem Punkt P von Ff genaun Punkte P’ von F’ zugeordnet sind. Der bequemeren 
Veranschaulichung halber kann man F in der ersten Normalform von Ziff. 39 
annehmen und sich vorstellen, daB Ff’ aus n Blattern bestehe, die dicht iiber F 
ausgebreitet sind, und daB entsprechende Punkte durch die gemeinsamen Flachen- 
normalen bestimmt sind. Die Flache F’ heifbt n-blattrige Uberlagerungs- 
flache von F. Sei P, ein Punkt von PP SP ay le dariiberliegenden 
entsprechenden Punkte von I’. Beschreibt ein Punkt P auf F einen von Po 
ausgehenden geschlossenen Weg ©, so beschreibt einer der entsprechenden 
Punkte P’ einen Weg, der in einem der 
Punkte Pj, etwain P{, beginnt und ent- 
weder in P% oder in einem anderen 
Punkt, etwa in P%, endigt. Sei » die 
kleinste Anzahl der Umlaufe des Punktes 
P, nach deren Ausfithrung der Punkt 
P’ zum erstenmal wieder mit P; zu- 
sammenfallt (1 »= 7). Dann gibt 
es im Inneren von © einen Punkt A, 
von dessen 7 entsprechenden Punkten 
in einem Punkt A’ zusammenfallen; in 
Abb. 14. Verzweigungspunkt erster Ordnung. AY hangen dann » Blatter von F’ zu- 
sammen (Abb. 14, vy = 2). Der Punkt 

A’ wird als Verzweigungspunkt (y—1)-ter Ordnung der Flache Ff” be- 
zeichnet. Ist fiir alle Punkte von F’ die Verzweigungsordnung »v — 1 = 0, 
so heiBt F’ unverzweigt. Die Summe w = > (y; — 1) der Ordnungen aller 





v 
Verzweigungspunkte von F’ heiBt Verzweigungszahl dieser Flache. Auf I” 
denken wir uns g Querschnitte ausgefiihrt, durch die F in a einfach zusammen- 
hangende Flachenstiicke zerfallt, und zwar so, daB in jedem dieser Flachenstiicke 
héchstens ein Punkt liegt, der einem Verzweigungspunkt von F’ entspricht. 
Fithren wir diese Querschnitte auch durch alle 7 Blatter von Ff” hindurch, so gibt 
das auf F’ genau ng Querschnitte, die F’ in va einfach zusammenhangende Flachen- 
stiicke zerlegen wiirden, wenn nicht in jedem Verzweigungspunkt eine gewisse 
Anzahl der Blatter zusammenhinge. Gibt es auf F’ ry Verzweigungspunkte mit den 
Ordnungen »; —1 (¢ =1,2,...,7), so zerfallt F’ durch die mg Querschnitte 
in na — w einfach zusammenhangende Flachenstiicke; ist N = gq — a + 2 der 
Zusammenhang von F, N’ = n (¢ — a) + w + 2 der von F’, so erhalt man die 
Hurwitzsche Formel 

N'’—2=n(N—2)+w. . 


Daraus folgt unmittelbar, da die unverzweigten Uberlagerungsflachen eines 
einfach zusammenhangenden Flachenstiickes oder die der Kugel stets einblattrig 
sein miissen. Ist F die Kugelflache, so wird die Uberlagerungsflache F’ als 
Riemannsche Flache bezeichnet; wegen N = 0 wird N’ = 2 — 2-4 w; die 
Verzweigungszahl der Riemannschen Flachen ist also stets gerade. (Das gilt 
allgemein, wenn F geschlossen ist; da dann offenbar auch F’ geschlossen sein muB, 
sind N und N’ und somit auch w gerade.) Fiir das Geschlecht p’ = $ N’ der 
Riemannschen Flache folgt p' =}w—n+1 


_ Als Beispiel betrachten wir die zweiblattrige (hyperelliptische) Riemannsche Flache 
mit 2p-+ 2 Verzweigungspunkten erster Ordnung. Wir denken uns die 2+ 2 Ver- 
zweigungspunkte auf einem Hauptkreise der doppelt belegten Kugel angeordnet, die beiden 
Blatter langs der p + 1 Hauptkreisbogen, die je zwei Verzweigungspunkte verbinden, auf- 
geschnitten und die Rander kreuzweise wieder verbunden (vgl. Abb. 14) und erhalten da- 
durch ein recht anschauliches Bild der Flache. Spiegeln wir nun etwa das innere Blatt 
(Kugel) an dem Hauptkreis, so erhalten wir an Stelle der obigen Verzweigungsschnitte p + 1 
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zylindrische Lécher, die das auBere mit dem inneren Blatt verbinden (Abb. 15, wo ein 
Schnitt durch die Flache, der einen der Verzweigungsschnitte senkrecht trifft, vor und 
nach der Spiegelung dargestellt ist). Erweitert man eines dieser Lécher immer mehr und 
breitet man das Ganze schlieBlich in die Ebene aus, so erhalt man das schraffierte Gebilde 
von Abb. 10 (p = 3), das man sich aber jetzt als aus zwei Blattern bestehend denken muB8, 
die langs des 4uBeren Randes (der aus dem erweiterten Loch der Kugelflache entstanden 
ist) und langs der Rander der # Liécher zusammenhangen. Daf diese Gebilde schlieBlich 
durch eine stetige Deformation in die Normalform der Kugel mit # Henkeln iibergefiihrt 
werden kann, ist wohl unmittelbar einzusehen. Fir p = 1 erhalt man den Torus (Ring- 
flache, Abb. 16), der durch die angedeutete kanonische Zerschneidung sich in ein einfach 
zusammenhangendes Flachenstiick (das Perioden- 
parallelogramm der elliptischen. Funktionen) iber- 
fiihren 1aBt. 





ce TY 
ey) yy 


Abb. 15. Zur Uberfithrung der zweibliattrigen Riemann- Abb. 16. Die Riemannsche Flache der 
schen Flache in die Normalform. elliptischen Funktionen. 


Es sei F’ eine Uberlagerungsflache einer geschlossenen Fliche F und € eine 
geschlossene Kurve auf fF. Wir betrachten alle Kurven @, ©’, ... auf F, 
deren gemeinsames Bild © ist und deren Punkte den Punkten von € in einer be- 
stimmten Korrespondenz («, 8) entsprechen, d.h. daB jedem Punkt von © je 
« Punkte von ©’, ©” ..., jedem Punkt von & oder © usw. # Punkte von € zu- 
geordnet sind. Sind dann alle Kurven @’, ©” ... gleichzeitig entweder geschlossen 
oder ungeschlossen, so heiBt die Uberlagerungsflache F’ von Ff regular. Man 
erkennt leicht, daB bei einer regularen Uberlagerungsflache alle iibereinander 
liegenden Punkte dieselbe Verzweigungsordnung y — 1 haben, so da8 y ein Teiler 
von # sein muB. Eine solche regulare (mehrblattrige) Uberlagerungsflache besitzt 
stets eine Gruppe von Decktransformationen, d. h. von solchen stetigen 
Transformationen von F’ in sich, bei denen jeder Punkt P’ von Ff’ in einen 
Punkt P” iibergeht, der auf F demselben Punkt P entspricht wie P’. Die Ordnung 
dieser Gruppe stimmt stets mit der Blatterzahl m ttberein. Ist 7 die Anzahl der 
nicht jibereinanderliegenden Verzweigungspunkte von F’ und sind y;— 1 (¢= 1, 


2,..., 7) ihre Ordnungen, so ergibt sich fiir die Verzweigungszahl einer regularen 
i 

Uberlagérungsflache nach einer eben gemachten Bemerkung w = >= (v; — 1) 
i=1 


und die Hurwitzsche Formel liefert, wenn # das Geschecht von F ist, 


p—1=n|p—14 ihe a). 








: ; if 
Der kleinste Wert des Ausdruckes in der Klammer rechts ist — (6b =0, 7=3, 


84 
Vy = 2, Ye =3, ¥3 = 7); fir fp’ > 1 ist also 
n=84(p’ — 1). 
be , 


1 2 1 2 
Fir p = p’ = Oerhilt man >’ + (,—1)=2-2 oder >t=r Debs 


cane oe (1 
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das ist aber dieselbe Gleichung, die in Kap. 2, Ziff. 24 (an Stelle von v; steht dort k;) 
ausfiihrlich diskutiert ist und die auf die Drehungsgruppen der regularen Korper 
fiihrt, mit denen die Gruppen der Decktransformationen der Riemannschen Flachen 
vom Geschlecht Null homomorph sind. Uber die funktionentheoretischen Zu- 
sammenhange vel. die a. a. O. (S. 77) erwahnten , Vorlesungen tiber das Ikosa- 
eder“ von KLEIN. 

44. Die Eulersche Polyederformel. Zwischen der Anzahl ay der Ecken, 
der Anzahl a, der Kanten und der Anzahl a, der Flachen eines geschlossenen 
konvexen Polyeders besteht die Relation 

Ay — 4 + 4g = 2 
(Eulersche Polyederformel). Diese Relation hat dadurch topologische Be- 
deutung, daB sie bei stetiger Deformation des Polyeders in eine Aussage tiber 
Einteilungen von geschlossenen Flachen vom Zusammenhang 0 in (krummlinige) 
Polygone darstellt. Allgemein gilt fiir eine zweiseitige Flache vom Geschlecht #, die 
R Randkurven besitzt, Go ae ee 


(verallgemeinerte Eulersche Formel.) Der Gedankengang des Beweises sei im 
folgenden in aller Kiirze angedeutet. Zunadchst stellen wir fest, daB wir uns 
auf Dreiecksteilungen einer Flache beschranken kénnen. Verbinden wir naémlich 
einen Punkt im Inneren eines n-Eckes der Polygonteilung mit den Ecken, so 
erhoht sich a) um 4, a, um 7, a, um ” — 1:(m neue Flachen statt einer), so daB 
die Formel ungedndert bleibt. Wir nehmen zuerst den Fall R =1, = 0, also ein 
einfach zusammenhangendes Flachenstiick F. Fir den Rand © von F gilt die 
Formel (a) = 4, @2 = 1). Wir denken uns zunachst nur eins der Dreiecke ge- 
zeichnet, die mit © eine Kante gemeinsam haben. Wie man leicht tiberlegt, er- 
hdhen sich dabei je nach der Wahl des dritten Eckpunktes die drei Zahlen a), 
a,, 4, bzw. entweder um 1,2,1 oder um 1,3,2 oder um 0, 2, 2 oder schlieBlich 
um 0,1,4. Die Formel bleibt also richtig und ebenso, wenn weitere Dreiecke ge- 
zeichnet: werden. Sei nun RK beliebig, = 0. Die Flache F sei also ein schlicht- 
artiger Bereich wie in Abb. 10 mit dem auBeren Rand ©, und den inneren Ran- 
dern ©, ©3, ..., Gg. Fiillen wir die von den letzteren begrenzten Locher durch 
einfach zusammenhangende Flachenstticke aus, so da8 wir zum Fall mit einer 
Randkurve zuriickkommen, so erhéht sich a4, um R — 1, wahrend ay und a, un- 
geandert bleiben. Also ist a4)—a,+ (a. + R—1) =1 oder a,—a,+a,=2—R, 
was mit unserer Formel fiir 60 iibereinstimmt. Ist nun schlieBlich auch p be- 
liebig, so ziehen wir # Riickkehrschnitte so, daB sie die Flache nicht zerstiickeln, 
ganz aus Kanten der Dreieckseinteilung bestehen und einander nirgends treffen. 
Da auf jedem solchen Riickkehrschnitt die Anzahl der Ecken und Kanten iiber- 
einstimmen, bleibt die Differenz a) — a, ungeadndert, ebenso die Anzahl a, der 
Flachen, wahrend sich die Zahl der Randkurven um 2 # erhéht. Durch die  Riick- 
kehrschnitte verwandelt sich die Flache aber in eine schlichtartige; aus dem fiir 
solche eben bewiesenen Satz folgt aber sofort die allgemeine Formel. 


‘ Literatur (Auswahl): Beck, Koordinatengeometrie (Berlin 1919) ; BERTINI, Einfiihrung 
in die projektive Geometrie mehrdimensionaler Raume (Wien 1924); HEFFTER-KOEHLER 
Lehrbuch der analytischen Geometrie, 2 Bde. (Leipzig 1905/23); KEREKJARTO, Vorlesungen 
tber Topologie (Berlin 1923); KiEIn, Elementarmathematik vom héheren Standpunkte 
aus, Bd. 2 (3. Aufl. Berlin 1925); Krein, Vorlesungen iiber héhere Geometrie (3. Aufl. Berlin 
1926); KowaLEwsx1, Einfithrung in die analytische Geometrie (2. Aufl. Leipzig 1923); 
LIEBMANN, Nichteuklidische Geometrie (3. Aufl. Leipzig 1923); SaLMoN-FIEDLER, Analytische 
Geometrie der Kegelschnitte, 2 Bde. (9. bzw. 7. Aufl. Leipzig 1922 u. 1918) ; SALMON-FIEDLER- 
KOMMERELL, Analytische Geometrie des Raumes (5. Aufl. Leipzig 1923); ScHOENFLIES 
Einfihrung in die analytische Geometrie der Ebene und des Raumes (Berlin 1925): ZINDLER, 
Liniengeometrie, 2 Bde. (Leipzig 1902/06). 


Kapitel 4 


Differentialgeometrie. 
Von 
A. DUSCHEK, Wien. 


Mit 15 Abbildungen. 


I. Ebene Kurven. 


1. Allgemeine Bemerkungen zur Kurvendiskussion. Wir beschranken uns 
im folgenden auf die Angabe einiger Definitionen und der einfachsten Regeln, 
nach welchen man iiber die Gestalt einer ebenen Kurve AufschluB erhalt, die in 
einer der Formen y = f(x), F(x, y) =0 oder x = x(t), x = y() analytisch ge- 
geben ist. Von den vorkommenden Funktionen ist stets vorausgesetzt, daB sie 
samt ihren Ableitungen beliebiger Ordnung stiickweise stetig sind. Die Formeln 
sind meist nur fiir die explizite Darstellungsart angegeben; fiir die beiden anderen 
ergeben sie: sich leicht nach Kap. 1, Ziff. 43, 15 und 23. Mit x,y sind stets 
rechtwinklige, mit 7, g Polarkoordinaten bezeichnet. 

Im konkreten Fall suche man in erster Linie festzustellen, in welchen Ge- 
bieten der Ebene die gegebene Kurve ausschlieBlich legen kann (Definitions- 
und Realitatsbereiche, Symmetrieverhidltnisse), dann bestimme man die evtl. 
vorhandenen Asymptoten, singularen Punkte, Wendepunkte und Extrema. 
Erst wenn dadurch die Gestalt der Kurve noch nicht mit geniigender Genauigkeit 
bekannt ist, berechnet- man einzelne Punkte mit den zugehdrigen Tangenten- 
richtungen und Kriimmungskreisen. 

2. Tangente, Normale und BertihrungsgroBen. Die Gleichung der Tangente 
im Punkt (x, y = f(*)) ist in laufenden Koordinaten é, 


Hf IS eat) 
und die Gleichung der Normalen 
tee 
ae Sire rte 


Bei Polarkoordinaten verwendet man zur Festlegung der Tangente in 
einem Punkt (7, y) den Winkel # zwischen Radiusvektor und Tangente (vgl. 
Abb. 2). Es ist (Kap. 1, Ziff. 26, Beispiel) 


__ i “sing + rcosy 
ee = ycosy —rvsing’ 





al 
a tgo =. 


Y 
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Unter BeriihrungsgréBen versteht man in rechtwinkligen Koordinaten 
(Abb. 1) die Strecken 


PQO=T= iio (Tangente), PR=N= yyity”? (Normale), 
QOP'=T’= a (Subtangente), P’R=N=yy' (Subnormale) 
und in Polarkoordinaten (Abb. 2) 
PO= T=) +r? (Polartangente), PR=N= /7?+7'2(Polarnormale), 
Q0=T'=" (Polarsubtangente), OR=N’'=r' (Polarsubnormale). 


R 





0 P? R 
: Q 


Abb, 1. Beriihrungsgré8en in rechtwinkligen Abb. 2. BeriihrungsgréBen in Polarkoordinaten. 
Koordinaten. 


Wahrend T und N in beiden Fallen stets =O sind, haben 7” und J N’ ein durch 
die Definition festgelegtes Vorzeichen (in Abb. 2 ist auf der zu OP senkrechten 


Geraden jene Richtung positiv, die durch Drehung von OP um =. in positivem 
Sinn entsteht). J 

3. Asymptoten. Asymptoten sind die Tangenten in den uneigentlichen 
Punkten einer Kurve. 

A. Rechtwinklige Koordinaten. Man bestimme stets zuerst die zur 
y-Achse parallelen Asymptoten! Ist x = a eine solche, so ist lim |y| = + oo oder 

Ta 
times 
y—> oo : 

ist y = f(x) die Gleichung und /(«) ein Quotient, so gilt diese Beziehung fiir 
alle Nullstellen des Nenners! 


Ist y = px + q die Gleichung einer anderen Asymptote, so ist 


p == lim-y" == limi a und g= lim (y — px). 
w%—> oo u—> oo w%—> oo 

Zur x-Achse parallele Asymptoten ergeben sich einfacher aus limy; ist f(x) ein- 
deutig, so kann héchstens eine solche existieren. ter oe 

Bei einer algebraischen Kurve n-ter Ordnung F(x, y) = 0 empfiehlt 
sich ein anderes Verfahren, das auf der Uberlegung beruht, daB von den  Schnitt- 
punkten einer Geraden Ax + By + C =0 mit der Kurve mindestens zwei ins 
Unendliche fallen miissen, wenn die Gerade Asymptote, also Tangente in einem 
unendlich fernen Punkt sein soll. Bemerkt sei, da8 eine Kurve m-ter Ordnung 
hoéchstens ” verschiedene reelle Asymptoten hat. 
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Um zunachst die zur y-Achse parallelen Asymptoten zu finden, ordnet man 
F(x, y) nach Potenzen von y und setzt den Koeffizienten q(x) der héchsten 
vorkommenden Potenz von y gleich Null. Sind a; die Wurzeln der so entstehenden 
Gleichung y(«) = 0, so ist jede Gerade » = a; Asymptote der Kurve. Analog 
bestimmt man die zur x-Achse parallelen Asymptoten, die sich ttbrigens auch 
aus dem folgenden Verfahren als Sonderfille # = 0 ergeben. 

Zur Bestimmung der geneigten Asymptoten y = px -+ gsetzt man die Koeffi- 
zienten der beiden héchsten Potenzen von x in der Gleichung F (x, 6x -+ q) =0 
gleich Null; es ergeben sich zwei Gleichungen zur Bestimmung von # und q, von 
denen die erste nur # enthalt, wahrend die zweite # und qg, und zwar letzteres linear 
enthalt, so daB zu jeder Wurzel #; der ersten Gleichung eindeutig eine Wurzel q; 
der zweiten gehért. Jede Gerade y = p;x + q; ist dann Asymptote. 

B. Polarkoordinaten. Man begniigt sich hier mit der Angabe des 
Neigungswinkels « zur Polarachse und des orientierten Abstandes £ vom 


Ursprung. Es ist « = lim (d.h. es mu8B lim7v=oo sein), f= lim7T”’ = lim x 


r—> co eae po po 
(Grenzwert der Polarsubtangente, Ziff. 2. Achtung auf das Vorzeichen!). 


Ist lim 7 =a, so ist y=a ein asymptotischer Kreis, der sich im Fall 


a4=0 auf einen Punkt reduziert. 

4. Verhalten einer Kurve in der Umgebung eines ihrer Punkte. Sei 
P, = (%o, Vo) ein Punkt einer Kurve y = /(x). Hinsichtlich der Lage der Kurve 
beziiglich ihrer Tangente in Py, innerhalb einer geniigend kleinen Umgebung 
dieses Punktes sind drei Falle méglich: 

4. Die Kurve liegt ganz oberhalb der Tangente, sie ist konkav nach oben 
(konvex nach unten); Abb. 3a. 

2. Die Kurve liegt ganz unterhalb der Tangente, sie ist konvex nach oben 
(konkav nach unten); Abb. 3b. 

3. Die Kurve durchsetzt in P, ihre Tangente, sie hat in P, einen Wende- 
punkt (Abb. 3c u. 3d). 


) 
7 ge ¥y yo 
ao 
fo Py Po Py 
i) Xs a) ea 0 We 0} eo 
a b c d 


Abb. 3. Verhalten einer Kurve in der Umgebung eines ihrer Punkte. 





Welcher der drei Falle eintritt, hangt von dem Verhalten der zweiten und 
héheren Ableitungen von f(x) an der Stelle x) ab. Sel { (xo), % = 2 die Ab- 
leitung niedrigster Ordnung [von /’ (x,) abgesehen], die an der Stelle x) nicht 
verschwindet. Es gilt dann (vgl. auch Kap. 1, Ziff. 35): 

4. Ist m gerade und /) (x9) > 0, so ist die Kurve in Py konkav nach oben. 

2. Ist m gerade und / (%») <0, so ist die Kurve in P, konvex nach oben. 

3. Ist  ungerade, so ist Pp ein Wendepunkt [je nach dem Vorzeichen von 
{ (xo) ergibt sich der eine oder andere der in Abb.3c und 3d angedeuteten Falle]. 

5. Beriihrung zweier Kurven. Haben zwei Kurven y = f(x) und y g (x) 
in einem gemeinsamen Punkt Py = (%, 49) auch dieselbe Tangente, so berihren 
sie einander in P,. Die Bedingung dafiir ist offenbar, daB neben f(%») = g(%o) 
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auch f’(%») = g’(%») ist. Stimmen in Py auch noch weitere Ableitungen tiberein, 
so spricht man von einer Berithrung héherer Ordnung, und zwar genauer 
von einer Beriihrung u-ter Ordnung, wenn alle Ableitungen bis einschlieBlich 
der u-ten, aber nicht mehr die (7 + 1)-ten Ableitungen in P, tibereinstimmen. 
Man spricht in diesem Fall auch von, einer (nv + 1)-punktigen Berihrung, 
da von den Schnittpunkten der beiden Kurven ” + 1 in Py zusammenfallen. 

Enthalt die Kurve y = g(x) etwa # willkiirliche Parameter @,, a, ..., dp, 
so kann man verlangen, daB sie eine gegebene Kurve y = f(x) in einem gegebenen 
Punkt Py = (%9, Yo =f (%)) von (f — 1)-ter Ordnung oder p-punktig beriihrt, 
da sich dann gerade # Gleichungen g(x») =f (%), 2’ (%) =f’ (%), .--» @%- ) (%) = 
= /@- (¥)) zur Bestimmung der Parameter a; ergeben. Die Kurve y = g(x) 
,oskuliert“ dann die Kurve y = /(x) in Py. Sind die obigen Gleichungen er- 
fillt und stimmen dann von selbst noch weitere Ableitungen in P, iiberein, so 
da die beiden Kurven einander von hoéherer als (6 — 1)-ter Ordnung berihren, 
so spricht man von Superoskulation. 

So gibt es im allgemeinen in jedem Punkt einer Kurve y = f(x) eine zwei- 
punktig oskulierende Gerade (Tangente), einen dreipunktig oskulierenden Kreis 
(Krimmungskreis, Ziff. 6), eine vierpunktig oskulierende Parabel, eine fiinf- 
punktig oskulierende Ellipse oder Hyperbel usw. 


6. Kriimmung. Sind (Abb. 4) P und Q zwei Punkte einer Kurve © mit der 
Gleichung y = f(x), deren Abszissen x und x + Ax seien, so nennt man den 


Quotienten k,, = ae die mittlere Kriim- 


mung des Kurvenstiickes PQ. Dabei ist 
At der Winkel zwischen den Tangenten 
in P und Q und As die Lange des Kurven- 
stiickes PQ. Der Grenzwert 
pies link ie ee 
Q>P do>o4s V+ 8 
heiBt Kriimmung von © in P. 
Ist k = 0, so hat © in P einen Wende- 
Abb. 4, Mittlere Kriimmung eines Kurvenstickes. punkt oder die Tangente superoskuliert 
(Ziff. 5); ist R #0, so oskuliert der Kreis 
§ mit dem Radius @ = 1/k, welcher © in P beriihrt und auf derselben Seite der 
Tangente liegt; & hei8t Kriimmungskreis und g Kriimmungsradius. Der 
Mittelpunkt von %, der Krimmungsmittelpunkt M = (E,y) ergibt sich auch 
als Grenzlage des Schnittpunktes der Normalen von © in P und Q. Es ist 














as (4 + 72) yf 44 72 
E=% — yy ? Ne ear 


Bei impliziter Darstellung F (x, y) = 0 wird 
Fg Fi—2F yy Fy Fy + Fy, FA 
V(Fi+ F2)3 
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bei Parameterdarstellung x = x(t), y = y(d) ist 





al yl — allyl (x/2 72) 7 
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J (4/2 + y/?) x’ 
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Ziti. he Krimmung. Singulare Punkte algebraischer Kurven. 157 


und schlieBlich ist in Polarkoordinaten fiir r = /() die Kriimmung 
h a. af ee’ 





Ves rep 
wahrend die Polarkoordinaten R, ® von M sich aus den folgenden Gleichungen 
berechnen lassen: 

v2. yy""\ ¥ k ye 1. 7?) yf 

Reos(P — yy) = Pa) ss zy? 8 Rsin (© — yp) = a‘ alae 

In Punkten, wo die Kriimmung von © extreme Werte hat, findet Super- 
oskulation des Kriimmungskreises statt; ist die Ordnung dieser Superoskulation 
ungerade, so heiBt der betreffende Punkt Scheitel von ©; der Kriimmungskreis 
durchsetzt dann © nicht (Beispiel: die vier Scheitel einer Ellipse, vgl. Kap. 3, 
Abb. G, S. 129). 

Der Ort der Kriimmungsmittelpunkte einer Kurve © heiBt Evolute @’ 
von ©; sie ist zugleich Einhiillende (vgl. Kap. 9, Ziff. 6) der Normalen von ©. 
Umgekehrt heiBt © Evolvente von ©’. Die Lange eines Bogenstiickes M,M, 
von ’ ist stets gleich der Differenz der in M, und M, endenden Kriimmungs- 
radien von ©. Legt man daher einen nicht dehnbaren Faden um C’, so beschreibt 
jeder Punkt des Fadens, wenn man ihn unter Spannung von ©’ abwickelt, eine 
Evolvente. Die Normale in einem Wendepunkt von © ist Asymptote von C’, 
die Normale in einem Scheitelpunkt von © ist Tangente in einer Spitze von ©’. 

7. Singulare Punkte algebraischer Kurven. Sei in der Gleichung F (x, y) = 0 
von © das irreduzible reelle Polynom F(x, vy) in y vom Grad m. Dann folgt 
aus dem Fundamentalsatz der Algebra die Existenz von m eindeutigen Funk- 
tionen y =; (x), (2 = 1,2, ..., m), fiir die F(x, j;(*)) =0 ist und die reell oder 
konjugiert imaginaér sein kénnen und im allgemeinen hdéchstens in einzelnen 
Punkten zusammenfallen. Die durch die einzelnen Funktionen y = /;(x) dar- 
gestellten Kurven heiBen Zweige von ©. Alle Punkte von ©, in welchen zwei 
oder mehrere Zweige zusammentreffen, heiBen singulare Punkte von © (mit 
einer Ausnahme, vgl. unten). Schneiden sich zwei Zweige in einem Punkt P, 
so heiBt P Doppelpunkt (allgemein: mehrfacher Punkt, wenn sich mehrere 
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Abb. 5. Ubergang eines Zweiges von reellen zu imaginaren Werten. 


Zweige in P schneiden), berithren sich zwei Zweige in P, so ist P ein Selbst- 
bertihrungspunkt. Schneiden sich insbesondere zwei konjugiert imaginare 
Zweige in einem reellen Punkt, so heiBt der so entstehende Doppelpunkt isolier- 
ter Punkt; die Tangenten sind konjugiert imaginar oder fallen in eine reelle 
zusammen. Geht ein Zweig in einem Punkt P von reellen zu imaginéren Werten 
iiber, so gibt es stets einen zweiten, der dasselbe Verhalten zeigt (der konjugiert 
imaginare Zweig); die Tangente in P ist stets reell und fiir beide Zweige gemein- 
sam. Es kénnen hier zwei Falle eintreten: entweder ist P ein gewodhnlicher 
Punkt und die Tangente zur y-Achse parallel (Abb. 5a) oder P ist eine Spitze 
(Rickkehrpunkt) von © (Abb. 5b u. 5c). Man unterscheidet Spitzen erster 
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Art (Abb. 5b) und Spitzen zweiter Art (Schnabelspitzen, Abb. He je 
nachdem in der Umgebung von P die Kurve © auf verschiedenen oder derselben 


Seite der Tangente liegt. é' 
Ist Py = (%», Vo) ein singularer Punkt von ©, so miissen die drei Gleichungen 


F (%9, Vo) = 0, Fa (%o, Vo) = 0, Fy (Xp, Yo) = 0 


erfiillt sein. Zur weiteren Untersuchung des singularen Punktes ist es zweck- 
maBig, diesen durch die Parallelverschiebung & = x — %), 7 = — Yo In den 
Ursprung des Koordinatensystems zu verlegen. Ordnet man dann nach homo- 
genen Gliedergruppen: 


vile n) — Uy (E, n) + Uy, 1&3 1) abe ka u,(E, 1) = 0, 


wo die u;(é, 7) homogene Polynome 7-ten Grades sind, so gibt der Grad k der 
homogenen Gliedergruppe niedrigsten Grades ,(&, 1), die in /(&, 7) vorkommt, 
sofort die Anzahl der durch (0, 0) hindurchgehenden Zweige von © an. Die 
Gleichungen der Tangenten der einzelnen Zweige bekommt man, wenn man 
u,.(&, 7) in seine Linearfaktoren zerlegt, und diese gleich Null setzt?). 

Beispiele (das angeschriebene u,(¥%, y) ist stets die Gliedergruppe niedrigsten Grades): 

1. (y — #?)® — x5 = 0; uy(w, vy) = vy”, die #-Achse ist also doppelt zahlende Tangente. 
Aus der Auflésung y = #7(4 + yx) erkennt man, daB (0, 0) eine Schnabelspitze ist. 

2. y? + %? (4%? — y") = 0; ug(¥,v) =, der Ursprung ist isolierter Punkt mit der 
#-Achse als (reeller) Tangente. 

8. Besondere Kurvenklassen*). A. FuBpunktkurven. Der Ort der 
Punkte P, in welchen die aus einem festen Punkt O auf die Tangenten einer 
‘Kurve © gefallten Lote diese Tangenten schneiden, heiBt Fu8punktkurve 
von © beziiglich des PolesO. Macht man O zum Ursprung eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems und ist f(*, y) == 0 die Gleichung und M ein Punkt von ©, 
so kann © als Ort des Punktes P aufgefaBt werden, in welchem der tiber OM 
als Durchmesser errichtete Kreis die in M an © gelegte Tangente ¢ schneidet 
(Abb. 6). Die Gleichung von ©’ ergibt sich somit durch Elimination von x und y 

aus 





Y 11%, 9) = 0, 
E29 —xE—= YH = 0, 
fyi Jat = 0. 


Die Normale von © in M und die Normale 
von ©’ in P schneiden sich in einem Punkt Q 


des Hilfskreises; dabei ist PQ ein Durch- 
messer des Hilfskreises. 

B. Zissoiden. Sind zwei Kurven ©, und 

©, und ein Punkt O gegeben, so hei&t die durch 

—— Addition der gleichgerichteten, aber mit be- 

Abb. 6. Konstruktion der Fu8punktkurve ©’ von ©. hebigem Vorzeichen zu nehmenden, von O 

, nach ©, und ©, fiihrenden Vektoren die 
Zissoide der beiden Kurven in bezug auf den Pol O. 

Ist © der Kreis x2 — 2 ax + y® = 0, ©, die Gerade x = 2a undO = (0,0), so 

heiBt die durch Bildung der Differenz der beiden Vektoren entstehende Kurve 








*) Eine ausfiihrlichere Behandlung der Singularitaten algebraischer Kurven findet man 
in Britt, Algebraische Funktionen und Kurven. Braunschweig 1925. 

*) Die nachfolgende Zusammenstellung kann natiirlich keinen Anspruch auf Voll- 
standigkeit machen. Weiteres Material findet man bei Loria, Spezielle algebraische und 
transzendente ebene Kurven, 2. Aufl., 2 Bde. Leipzig 1910/11. 


Ziff. 8. Besondere Kurvenklassen. 
Zissoide des DioKiEs (Abb. 7). 
rcosp = 2asin®, 
zugleich die Fu8punktkurve der Parabel y2 + 8ax = 

Die Zissoiden, bei denen @, ein Kreis und O der 
Mittelpunkt von ©, ist, hei8en Konchoiden. Sie lassen 
sich auch kinematisch erzeugen: Jeder Punkt einer Ge- 
raden, die sich so bewegt, daB sie stets durch O geht, und 
da8 auBerdem ein auf ihr festgehaltener Punkt auf ©, 
gleitet, beschreibt eine Konchoide von G5." Ist C= (0,-0), 
a der Radius von ©, und ©, die Gerade + — b, so ergibt 
sich die Konchoide des NIKOMEDES mit der Gleichung 
r cosy = b + acosp bzw. (x? + y®)(x — b)2 — a2x? = 0. 
Der Ursprung O ist isoliert, Spitze oder Knoten, je nach- 
dem a <b, a=b oder a> 6 ist. 

Ist wieder O — (0, 0), a der Radius von @,, aber ©, 
der Kreis x2 — 20% + y2 = 0, so ergeben sich die Pas- 
calschen Schnecken rv = 20 cos +- a oder 


(x? + y® — 26x)? — a2 (x2 + y2) = 0. 
Der Ursprung ist isoliert, Spitze oder Knoten, je nachdem 
a> 2b, a=2b oder a< 20 ist (Abb. 8). Die Kurve mit einer 


Spitze (a = 26) wird auch als Kardioide bezeichnet. 
C. Cassinische Kurven. Diese sind definiert als 
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bb. Ihre Gleichung ist in Polarkoordinaten 
im rechtwinkligen Koordinaten x3 -+ "(t= 2a) = 0. Sie ist 
0 in bezug auf O = (0, 0). 


y 
(9) AB 43 
LL 





der Ort der Punkte, fiir die das Produkt der Abstande bb. 7. Zissoide des Droxuxs. 


von zwei festen Punkten, den Brennpunkten F, und F, 


konstant, etwa = c? ist (Abb. 9). Nimmt man F, = (0, —a), F, = (0, a), so wird 





ihre Gleichung («? + y?)? — 2a2(x2 — y?) + at 


(es (0), 


Pur) @ = cr ergibt 


sich die Bernoullische Lemniskate. Die Extrema liegen fiir c? < 2a? auf 
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Abb. 8. Pascalsche Schnecken. 
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Abb. 9. Cassinische Kurven. 


dem Kreis x? + y? — a2 = 0, fiir c? > a? auf der y-Achse. Ist a? << c? < 242, 
so hat die Kurve je drei Maxima und Minima und vier Wendepunkte. 

D. Kaustiken. Ist eine Kurve © gegeben, die als Grenzkurve zweier optischer 
Medien angesehen werde, und konstruiert man zu jedem durch einen festen 
(auch unendlichfernen) Punkt P gehenden Strahl den an © gebrochenen oder 
reflektierten Strahl, so hiillen diese Strahlen eine Kurve ein, die im allgemeinen 
Kaustik, im Fall der Brechung insbesondere Diakaustik und im Fall der 
Reflexion Katakaustik heiBt. Abgesehen von dem Satz, daB jede Katakaustik 
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zugleich Evolute einer algebraischen Kurve ist, die dann Antikaustik heibt, 
ist diese Kurvenklasse durch keine besonderen geometrischen Eigenschaften 
allgemeiner Natur gekennzeichnet. Ree 

E. Rollkurven. Als Rollkurve bezeichnet man den Ort © eines beliebigen 
Punktes P einer mit einer Kurve ©, (bewegliche Polbahn) fest verbundenen 
Ebene bei Abrollen (nicht Gleiten) von ©, auf einer anderen Kurve ©, (der festen 
Polbahn). Da im allgemeinen jede Kurve auf diese Art erzeugt werden kann 
(sogar dann noch, wenn eine Polbahn gegeben ist), bezeichnet man als Rollkurven 
nur solche mit besonders einfachen Polbahnen. Eine fiir alle Rollkurven, bei 
welchen P ein Punkt von ©, ist, giiltige Tangentenkonstruktion ergibt sich 
aus der Bemerkung, daB die Normale von © in P durch das Momentanzentrum, 
d.h. den jeweiligen Berithrungspunkt von ©, und @,, hindurchgeht. 

Ist ©, ein Kreis vom Radius a, 
©, eine Gerade (x-Achse) und hat 
P vom Mittelpunkt M von ©, 
den Abstand 0, so ergibt sich 
eine Zykloide, und zwar insbe- 
sondere eine verschlungene, ge- 
meine oder verkiirzte, je nach- 
dem a<b,-a=06 oder a>6 
gilt (Abb. 10). Ihre Gleichung ist 


x% = at — bsini, 








Abb. 10. Zykloiden. y=a— b cost, 


dabei bedeutet der Parameter ¢ den Walzungswinkel, d. h. den Winkel, um den 
sich ©, seit Verlassen der Ausgangslage t = 0 gedreht hat. Verschlungene und 
_ verkiirzte Zykloiden werden auch als Trochoiden bezeichnet. Die Kurven sind 
symmetrisch zu jeder Geraden 
% = aha (k ganz). 

Ist ©, eine Gerade, ©, der 
Kreis x2 + y2 = a? und hat P 
von ©, den Abstand 6, so ergibt 
sich die allgemeine Kreisevol- 


~ vente mit der Gleichung 
CR > x = (a+ b)cost + atsin#, 


y = (a + b) sint — atcost. 





Fur 6 = 0 hat man die gewohn- 
liche Kreisevolvente (Abb. 11) 
mit einer Spitze in (a, 0), fiir 
b = —a die Spirale des ARcuI- 
MEDES mit der Polargleichung 
¥=ag (p=2t). Der Parameter ¢ 
Abb. 11. Kreisevolvente und Archimedische Spirale. bedeutet in allen Fallen den 
Winkel zwischen der x-Achse 

und der Verbindungsgeraden des Ursprunges mit dem Momentanzentrum. 
Sind ©, und ©, Kreise mit den Radien b und a und hat P vom Mittel- 


punkt von ©, den Abstand c, so ergeben sich zyklische K 
besondere die Epizykloiden y e Kurven, und zwar ins- 








% = (a + b) cost — ecos = + 2y, y= (a + B)sint — csin 253, 
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wobei ©, und ©, einander von aufen beriithren, und die Hypozykloiden 


% = (a — b) cost + cos a a y = (a — db) sint — esin2 =", 





bei welchen der rollende Kreis den festen von innen beriihrt. Der Parameter ¢ 
ist der Winkel zwischen der x-Achse und der Verbindungsgeraden des Ursprunges 
mit dem Momentanzentrum, Fir 
a = b werden die Epizykloiden zu 
Pascalschen Schnecken; fiir a=b=c 
ergibt sich die Kardioide. Fir 
b = 4a werden die Hypozykloiden 
zu Ellipsen. Weitere spezielle (alge- 
braische) Hypozykloiden sind die 


Astroide (Abb. 1 hoe +) 


mit der Gleichung x? + yi = ai 
oder (x? + y? — a?) + 27a*x*?y? =0, 
deren Tangenten von den Koordi- 
natenachsen in Punkten mit dem 
festen Abstand a geschnitten wer- 
den, sowie die Steinersche Hy- 


pozykloide (Abb. 43, 6=0= =) 








mit der Gleichung 
5 (x? + y? + 4ax + a?)? 
— 4a(2x% + a)? =0. 
Rollt eine Parabel mit dem 
Parameter # auf der x-Achse, so 
beschreibt der Brennpunkt die 


Kettenlinie y=*# - cosh =e 


deren vom Scheitel ausgehende 
Evolvente die Traktrix (Abb. 14) 
ist, d. h. jene Kurve, die ein 
schwerer Punkt beschreibt, der an 
einem Faden von der Lange # 
gezogen wird, dessen anderes Ende 
auf einer festen Geraden g bleibt. 
Ist g die x-Achse und ¢ der Winkel 
des Fadens mit g, so ist die Glei- 
chung der Traktrix 


t= p(in tg — cost), 


y= psini. Abb. 13. Die Steinersche Hypozykloide. 








Abb. 14. Traktrix. 
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II. Raumkurven und Torsen. 


9. Darstellung. Das begleitende Dreibein. Sind x, y, 2 rechtwinklige Ko- 
ordinaten eines Punktes in bezug auf ein Rechtssystem (Kap. 3, Ziff. 12), so ist 
eine Raumkurve © in Parameterdarstellung durch 


x=x(), y=), 2=20 (4) 


gegeben. Die drei Funktionen sollen den in Ziff. 1 angegebenen Voraussetzungen 
geniigen. Ist p der Ortsvektor eines Punktes P von ©, so kann man die drei 
Gleichungen (1) in eine einzige vektorielle Gleichung p = p(¢) zusammenfassen ; ° 
die Komponenten von p sind dann die Koordinaten von P. Das Bogenelement 


(Kap. 1, Ziff. 50) wird Epes Vp2dt 


und die Lange von © zwischen zwei Punkten ¢ und ¢ 
t 
s=//pedt, (2) 
sae 


wobei, wie auch im folgenden, Ableitungen nach ¢ durch Punkte angedeutet 
sind. Der Vektor } fallt in die Tangente in p; der mit p der Richtung nach iiber- 
einstimmende Einheitsvektor heiBt Tangentenvektor. Deutet man © als 
Bahnkurve eines Punktes P und ¢ als Zeit, so ist p der Geschwindigkeitsvektor 
von P. Die auf p senkrechte Ebene 


(q—p)p=0, 


wo q Ortsvektor eines Punktes der Ebene ist, heiBt Normalebene von ©. Legt 
man durch drei Punkte mit den Parameterwerten t, t + h, ¢ + k von © eine Ebene 
und 148t dann # und & unabhangig voneinander nach Null konvergieren, so 
nihert sich die Ebene einer Grenzlage 


(q—, ), p) =0, 


welche Schmiegebene heiBt. Der Vektor ) bedeutet kinematisch die Be- 
schleunigung des Punktes P. 

Ist [pp] = 0 langs ©, so ist © eine Gerade. Da8B dann die Schmiegebene 
nicht bestimmt ist, ist anschaulich evident. 

Fiihren wir an Stelle von ¢ als neuen Parameter die durch (2) definierte 
Bogenlange s ein, und kennzeichnen wir Ableitungen nach s durch Striche, 
so wird der Tangentenvektor t = p’ ein Einheitsvektor, da t? = p’? = 1 ist; 
durch Differentiation dieser (langs © identischen) Gleichung folgt p’p’ = 0, 
d.h. p’’ steht auf p’ senkrecht. Der Einheitsvektor in der Richtung von )’’ 
hei8t Hauptnormalenvektor und der auf t und § senkrechte Einheitsvektor 
b = [th] Binormalenvektor. Unter Tangente, Haupt- und Binormale 
von © im Punkt P = x versteht man die unbegrenzten Geraden, die durch P 
hindurchgehen und bzw. die Richtungen t, ) und b haben. Die drei paarweise 
senkrechten Vektoren t, und b folgen aufeinander so wie die positiven Rich- 
tungen der Koordinatenachsen und bilden das begleitende Dreibein oder 
Dreikant von ©; die Ebenen durch ) und b bzw. t und § sind, wie erwahnt, Normal- 
und Schmiegebene, die Ebene durch t und 6 hei®t rektifizierende Ebene. 

10. Die Frenetschen Formeln. Es muB sich offenbar jeder beliebige Vektor 
mittels passender Skalarfaktoren (Komponenten) aus den drei unabhangigen 
Vektoren t, ) und 6 zusammensetzen lassen. Das gilt insbesondere auch fiir die 
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Ableitungen dieser drei Vektoren nach der Bogenlange s; die entsprechenden 


Formeln pres xy 
fy’ = —xt + tb 
i = —th 


heiBen Frenetsche Formeln und sind fundamental fiir die ganze Theorie 
der Raumkurven. Dabei ist x = x(s) die Kriimmung oder Biegung, t = 1(s) 
die Windung, Torsion oder zweite Kriimmung (weshalb man mitunter 
statt Raumkurve auch ,,Kurve doppelter Kriimmung“ sagt) von p= p(s) 
(vgl. die folgende Ziff. 11). Als Sonderfille ergeben sich fiir r = 0 aus der dritten 
Formel die ebenen Kurven und fiir x = 0 aus der ersten Formel die Geraden. 

. Aus p' =¢t folgt p’ = t' =xh und p’” =—x®t4+ xh + «rb. Setzt man 
diese Ausdriicke in die Reihenentwicklung ; 


p(s) = p(0) + p’(0)s + 4p" (0)s? + 4’ (0)s3 4 --- 


ein und macht noch das Dreibein im Punkt s = 0 zum Koordinatenkreuz, so er- 
gibt sich die sog. kanonische Darstellung von € in der Umgebung von s = 0 


Lass —txjs® +.---, 
yo tbmett gas to, 
i= +4x%%mS+-:--, 


Wo %) = x(0) und t)=1(0) gesetzt ist. Die Projektionen von € auf die Ebenen 
des Dreibeins erhalten in erster Annaherung (bei Beriicksichtigung der ersten 
Glieder der obigen Reihenentwicklungen) das in Abb. 15 dargestellte Aussehen. 

Beim Durchlaufen von © erfahrt das begleitende Dreibein gewisse Drehungen ; 
der beziigliche Drehvektor ) (dessen Richtung, Linge und Sinn bzw. durch 
die Drehachse, die Winkelgeschwindigkeit und die Festsetzung gegeben sind, 
da die positive Drehung nach links erfolgt) hat die Gestalt ) = tt + *b, d.h. 
seine Komponenten in die Richtungen von t, und b sind bzw. gleich t, 0 und x. 


h 6 b 


Abb. 15. Projektionen einer Raumkurve auf die Ebenen des begleitenden Dreibeins, 


11. Die spharischen Bilder. Kriimmung und Windung. Verlegt man die 
Anfangspunkte der drei Vektoren t, ) und b in den Ursprung, so beschreiben 
ihre Endpunkte Kurven auf der Einheitskugel x2 + y2 + 22 = 1, die bzw. Tangen- 
ten, Haupt- und Binormalenbild von € hei®en. Zwischen ihren Bogenelementen 
ds,, ds, und ds, besteht die Lancretsche Relation adst= asi dst ye Fir 
Kriimmung und Windung von © gilt 





ds we ds Fa WP PS) 
=a ra aaa 


nH ds payee 


Ist © auf einen beliebigen Parameter ¢ bezogen, so ist 


[p p}? (p, 8, P) 
2 = C= ana 
Cpe): 


eRe 
qe 
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Die erste Formel geht fiir ebene Kurven (z = 0) tiber in die entsprechende Formel 
Ziff. 6. 

Wahrend das Vorzeichen der Kriimmung willkiirlich ist, ist das der Windung 
durch die obigen Formeln in einem bestimmten Sinn festgelegt. Seine Bedeutung 
macht man sich am besten an der gemeinen Schraubenlinie 


x=acost, y=asint, z=bt 


b : ' 
klar. Es wird hier x Sern wae el eryress = Das Vorzeichen von t stimmt 


somit mit dem von 6 (der Ganghéhe) iitberein, Rechtsschrauben haben also 
positive, Linksschrauben negative Windung. Die (ganz analoge) Bedeutung 
des Vorzeichens von t bei einer beliebigen Kurve kann man sich mittels der 
kanonischen Darstellung oder an Abb. 15 deutlich machen. 

12. Kriimmungsmittelpunkt und Schmiegkugel. Legt man durch drei 
Kurvenpunkte mit den Parameterwerten ¢, ¢ + h und t+ einen Kreis, so 
nahert sich dieser, wenn und k nach Null konvergieren, einer bestimmten 
Grenzlage, dem Kriimmungskreis, der ganz in der Schmiegebene liegt und 


den Radius 9 = < hat, wobei x jetzt positiv zu nehmen ist; sein Mittelpunkt 7 


heiBt Kriimmungsmittelpunkt, liegt auf der Hauptnormalen und hat den 
Ortsvektor q = p + ob. 

Analog wie in Ziff. 5 definieren wir: Die Raumkurve ¢ = r(¢) wird von der 
Flache F(x, y, 2) =0 im Punkt ¢ = 4, von k-ter Ordnung oder (& + 1)-punktig 
beritthrt, wenn die Reihenentwicklung der zusammengesetzten Funktion 
G (t) = F[x(t), y(), z(t)] nach Potenzen von ¢ — fy erst mit Gliedern (k + 1)-ter 
Ordnung beginnt, d.h. wenn G(é.) = G'(é) = G’ (tp) = --- = GM () = 0, aber 
G+ (t)) #0 ist. 

Die Mittelpunkte aller die Kurve © in einem Punkt dreipunktig berithrenden 
Kugeln liegen auf einer Geraden, der Krimmungsachse, die durch den 
Krimmungsmittelpunkt geht und zur Schmiegebene senkrecht ist; sie ergibt 
sich auch als Grenzlage der Schnittgeraden der Normalebenen in den Kurven- 
punkten ¢ und ¢ + h, wenn h nach Null konvergiert. Unter diesen Kugeln gibt 
es eine, die © vierpunktig beriihrt, und als Schmiegkugel von © bezeichnet 


wird. Fiir den Ortsvektor r ihres Mittelpunktes folgt r= p + of + as bo eDie 


Kurve r = r(¢) heiBt Polarkurve von © (Ziff. 14). Ist r konstant, also r’ = 0, 
so ist © eie spharische Kurve, d.h. eine Kurve, die ganz auf einer Kugel 
(der Schmiegkugel) liegt. Diese Kurven geniigen der Differentialgleichung 


Ota (5) = 0. 

18. Isotrope Kurven. Die Uberlegungen von Ziff.9 bis 12 gelten im 
wesentlichen unverandert auch fiir imaginare Kurven p = p (¢), wo die Koordina- 
ten analytische Funktionen der komplexen Veranderlichen ¢ sind. Es gibt jedoch 
eine wichtige Klasse imaginarer Kurven, die durch besonders merkwiirdige Eigen- 
schaften ausgezeichnet sind und in der Theorie’ der Minimalflachen (Ziff. 27) eine 
groBe Rolle spielen. Es sind dies die durch verschwindende Bogenlange gekennzeich- 
neten 1sotropen oder Minimalkurven. Fiir sie ist also p? = 0 (eine reelle Kurve 
mit dieser Eigenschaft mu8 sich auf einen Punkt reduzieren), ferner ist 


(P, P, pte —1p7)" und (p, p,q)? = —p* (pq)? fiir einen beliebigen Vektor gq. 
Somit verschwindet (p, , p) nur, wenn [p §] = 0 ist, d.h. fiir (isotrope) Gerade. 
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Durch Lésung der Differentialgleichung $2 = 0 ergibt sich eine wichtige 
Parameterdarstellung der isotropen Kurven. Aus «?-+ 92+ 22=0 oder 





2 Vy? = (% + dp) (* — ty) = —2? folgt A £ Lae i bezeichnen wir den 
gemeinsamen Wert dieser Ausdriicke mit w, so kénnen wir mittels eines zweiten 
Proportionalitatsfaktors v setzen: x + iy) = w2v, % — 7 y =—v, z= uv. Daraus 
folgt 

1 


x =F fw? — 1)vdi, y= af (u+ 1) vat, z= | uvdt. 


Fiihrt man uw als neuen Parameter ein und setzt v oe = F(u), so wird 
uU 


Se Se 4f (uw? —1)F(u) du, 
1 Pp’ : 
y= sat (u? + 1) F(w) du, 
z= /uF(u) du. 
Setzt man hier F(w) = /’’’(w), so ergibt sich schlieBlich durch Integration 
x= 4 (uw? — 1) f" — uf’ +, 
Vine eB Ul yee aE th, 
z —= uf’ z= i 
14. Torsen (abwickelbare Flachen). Torsen oder abwickelbare Flachen 
sind Hiullflachen einer eimparametrigen, stetigen Schar von Ebenen. Die Schnitt- 
gerade zweier Ebenen F£, und £, der Schar nahert sich, wenn F, gegen £, riickt, 
einer Grenzlage, die ganz in der Torse liegt; die Torsen sind somit ein Sonderfall 
der geradlinigen oder Regelflachen (Ziff. 26). Ein Beispiel einer Torse ist die 
Tangentenflache einer Raumkurve; es gilt aber der allgemeine Satz, dal jede 
Torse entweder Tangentenflache einer Raumkurve oder ein Kegel ist, wobei die 
Zylinder als Kegel mit unendlich fernem Scheitel anzusehen sind. 
Die Grenzlage des Schnittpunktes dreier Ebenen der Torse, die einander 
unbegrenzt naheriicken, ist entweder ein Punkt der Kurve, deren Tangenten- 
flache die Torse ist (Gratlinie) oder der Scheitel des Kegels. Zwischen Raum- 


kurve und Torse, letztere als Ebenenschar aufgefaBt, besteht vollstandige 
Dualitat, wie aus der folgenden Zusammenstellung ersichtlich ist: 





oo! Punkte = Raumkurve; Tangente | oo! Ebenen = Torse; Erzeugende (Grenz- 
(Grenzlage der Verbindungsgeraden zweier lage der Schnittgeraden zweier Ebenen). 
Punkte). 

Schmiegebene (Grenzlage der Ebene durch | Punkt der Gratlinie (Grenzlage des 
drei Punkte der Kurve). Schnittpunktes dreier Ebenen der Torse). 

Tangentenflache Hillflache 

oo! Schmiegebenen = Torse. oo! Punkte der Gratlinle = Raumkurve. 

oo! Punkte einer Ebene = ebene Kurve. | oo! Ebenen durch einen Punkt = Kegel. 





Zu jeder Raumkurve © gehéren drei ausgezeichnete Torsen: 

4. Die Tangentenflache (Hiillflache der Schmiegebenen); ihre Gratlinie 
ist © selbst. 

2. Die Polarflache (Hiillflache der Normalebenen von ©); ihre Grat- 
linie, die Polarkurve, ist der Ort der Mittelpunkte der Schmiegkugeln von ©; 
ihre Tangenten sind zu den Binormalen, ihre Hauptnormalen zu den Haupt- 
normalen von © parallel. 

3. Die rektifizierende Flache (Hillflache der rektifizierenden Ebenen). 
Sie hat die besondere Eigenschaft, daB auf ihr © eine geodatische Linie (Ziff. 23) 
ist, woraus sich auch ihr Name erklart (bei der Abwicklung einer Torse geht die 
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geodatische Linie in eine Gerade iiber, so daB dann die Lange von © direkt ge- 
messen werden kann; vgl. auch Ziff. 22). j 

Die von den Haupt- und Binormalen von © beschriebenen Regelflachen 
sind dann und nur dann Torsen, wenn € eben ist; sie sind dann bzw. die Ebene 
von © selbst und der itber © senkrecht zu ihrer Ebene errichtete Zylinder. 

15. Einteilung der analy tischen Kurven. A.Regulare Kurven:[p f]?-0. 


4. Raumkurven: (p, p, p) 0. a 

2. Kurven in euklidischen Ebenen: (), ), p) = 0. 
B. Singulare Kurven: [p p]? = 0. ee 

4. Kurven in isotropen Ebenen: (p, p, p) = 0, ds? =£ 0. 

2. Isotrope (Raum-) Kurven: (p, p, p) 40, ds? = 0. 

3. Euklidische Geraden: [p $] = 0, ds? = 0. 

4. Isotrope Geraden: [b> 6] = 0, ds* = 0, 

16. Besondere Kurvenklassen. A. Evoluten und Evolventen. Legt 
man um eine Raumkurve © einen nicht dehnbaren Faden, so beschreibt jeder 
Punkt des Fadens, wenn man ihn unter Spannung von © abwickelt, eine Filar- 
evolvente & von &. Es gibt oot Filarevolventen; sie liegen alle auf der Tangenten- 
flache von © und sind die orthogonalen Trajektorien der Tangenten. Die Tangen- 
ten von W’ sind parallel zu den entsprechenden Hauptnormalen von ©, die Normal- 
ebenen von @’ sind die rektifizierenden Ebenen von ©. Umgekehrt heiBt © 
Filarevolute von @’; jede Raumkurve ©’ besitzt cot Filarevoluten, die geo- 
datische Linien (Ziff. 23) auf der Polarflache von ©’ sind. 

Denkt man sich in jeder Lage eines eine Raumkurve © durchlaufenden 
Punktes die Schmiegebene errichtet, so beschreibt ein mit dieser fest verbundener 
Punkt eine Planevolvente von © Jede Raumkurve © besitzt co? Planevolven- 
ten ©’; sie sind die orthogogalen Trajektorien der Schmiegebenen von ©, die 
zugleich die Normalebenen aller ©’ sind. Jede Raumkurve © kann als Plan- 
evolvente ihrer Polarkurve angesehen werden, die daher auch als Planevolute 
von © bezeichnet wird. 

B. Bertrandsche Kurven. Man versteht darunter Kurvenpaare ©, ©, 
mit gemeinsamen Hauptnormalen. Zwischen Kriimmung und Windung einer 
jeden von ihnen mu8 dann‘eine lineare Relation ax + bt =1 bestehen. Ent- 
sprechende Punkte der beiden Kurven haben den festen Abstand a; ihre Tangenten 


schneiden sich unter dem konstanten Winkel « = arc ctg Z: Fur ebene Kurven 
1st co" 

Ist b = 0, so ist fiir beide Kurven x = - (Kurven konstanter Krim- 
mung); jede ist Polarkurve der anderen, da der Mittelpunkt der Schmiegkugel 


in den zugehérigen Kriimmungsmittelpunkt fallt (Ziff. 12). Entsprechende 
Tangenten schneiden sich rechtwinklig. 


Fur a= 0 fallen beide Kurven zusammen, und es wird t = - (Kurven 
konstanter Torsion). 


C. Boschungslinien sind Kurven, deren Tangenten mit einer festen 
Richtung e einen festen Winkel # bilden. Sie sind dadurch charakterisiert, daB 


das Verhaltnis x:7 einen festen Wert hat. Es ist ~ — tg? und 
e=tcosd?+ b sin?#. 
III. Flachentheorie. 


17. Darstellung. Die beiden Grundformen. Als zweckmaBigste Darstellung 
einer Flache beniitzen wir die Parameterdarstellung 


xK=x(u,v), y=y(u,v), z=2(u, v) (1) 


he 
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oder in vektorieller Schreibweise 
P= plu, 2). 

Dabei _sollen (1) beliebig oft stetig differenzierbare Funktionen sein, deren 
Funktionalmatrix den Rang 2 hat. Ist namlich der Rang 1, so lassen sich 
(Kap. 41, Ziff. 24) etwa y und z als Funktionen y = /(x), z = g(x) von x an- 
sehen, d. h, die Flache reduziert sich auf eine Kurve. 

Wir bezeichnen die Flache selbst mit (p) und einen beliebigen Punkt auf ihr 
durch seinen Ortsvektor p. 

Sei durch “u = u(t), v = v(t) eine Kurve © auf (p) gegeben, Der Tangenten- 
vektor von © wird p = p,” + p,v, wo die Punkte Ableitungen nach ¢ bedeuten 


Ce} Sa 
und ), = a f= se die Tangentenvektoren der Parameterlinien v = konst. 


und «= konst. sind. Die Tangentenvektoren. aller Flachenkurven durch p 
erfiillen somit eine Ebene, die Tangentenebene von (p) im Punkt p. 

Die Tangentenebene ist unbestimmt, wenn p, und p, linear abhangig sind, 
also [p,),] = ist. Das ist nicht nur in singularen Punkten der Flache der Fall, 
sondern auch in Punkten, wo das Netz der Parameterlinien gewisse Singularitaten 
aufweist [z. B. bei der Kugel x =asinucosv, y=asinusinv, %=acosu 
die Punkte (0, 0, - a)}. 

Im folgenden ist [p, p,] = 0 angenommen. 

Das (quadrierte) Bogenelement einer Flachenkurve © wird ds? = p?di? 
= (p,du + p,dv)?; setzt man (vgl. Kap.1, Ziff. 55) 


; E = pi, F = py Po, G=p;, 
ee ds? = Edu? + 2 Fdudv + Gdv?. 
Die quadratische Differentialform rechts heiBt erste Grundform von (p). 


Der zur Tangentenebene senkrechte Einheitsvektor n (n? = 1) heiBt 
Normalenvektor oder Flachennormale von (p). Es ist 


_ Pu Pol [Pu Pel 
Vipupl? YEG — I 
Unter dem Flachenelement do von (p) versteht man den Ausdruck 


(vgl. Kap. 1, Ziff. 55) do = VEG — F*dudv. 


Die Parameterlinien schneiden sich im Punkt p unter einem Winkel o, 
der durch 
: ene sina = VEG— 


VEG VEG 
gegeben ist; sie sind insbesondere orthogonal, wenn F = 0 ist. 

Die Tangentenrichtung einer Flachenkurve ist durch das Verhaltnis du:dv 
gegeben; sind du:dv und 6w:dv zwei Kurvenrichtungen in p, so ist der von 
ihnen eingeschlossene Winkel ¢ gegeben durch 


: a — dvd 
ee Eduébu+ Sas Gata aad + Gdvov Pane VEC dudv vou 














dsos é 
wo ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv? und 6s? = Edu? + 2Fd udu + Gov? ist. 
Sind die beiden Flachenkurven gegeben durch (u,v) =0 und w(u, v) = 0, 
so wird ee as 

Cre SVs) 7 Si os : pie ere 
Wey VEG—-F® yVeyVy 
und die Orthogonalitatsbedingung 


Vip, y) = 0. 
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Dabei ist V(y, y) der erste Beltramische Differentiator (vgl. Kap. 5, Ziff. 18) 
E py» — F (PvPu — Pur) + GF PuPo ; 








V pp) = BG 
Eg — 2F puPo + FP 
Vp =V(v,¢) = EGU F 


Fiihrt man durch u = u(u, v),v = v(u, v) neue krummlinige Koordinaten 
auf (p) ein, so wird ds? = Edu2 + 2 Fdudv + Gdv*; dabei ist 
Vo ae —V (u, v) C= ds cual 
=~ uo —V(u,v)?’ ~ Yu Vu —V(u, v)?’ VuVo —V(u,v)? 


F 





3 





Die quadratische Differentialform 
— dpdn =—(p,du + pydv) (n,du + ny dv) = Ldu? +2Mdudv + Ndv? 


heiBt zweite Grundform von (p); fiir ihre Koeffizienten ergibt sich 





= oe (Pun Pu Po) 
Ti Pee Ae ae eee) 
(Puv Pu Pp») BSI ee a (Pow Pu Pv) : 
M = — py Ny = — Potty = Putt = EGo 72’ N = — Py My = Poot j/EG—F* 


Die Flichentheorie ist identisch mit der Theorie der Invarianten der beiden 
Grundformen. 
Ist die Flache in der Form z = 2(x, y) gegeben, so erhaélt man ohne weiteres 
den AnschluB an die obigen und folgenden Formeln, wenn man * =u, Vy = 2, 
z = z(u,v) setzt. Insbesondere ist 
Ped cee erage eee ey eG Eee ced +24 4, 
— Sux en fee a Fax 
Tt ee a aa 
und der Normalenvektor wird, wenn i, j und f die Einheitsvektoren der posi- 
tiven Koordinatenachsen sind, 
1 ; 
N= 4p (— Zt — zi + #. 


18. Die Kriimmung einer Flache. Langs einer Flachenkurve u = u(s), 
v = v(s) ist p’n=0, wo der Strich die Ableitung nach s andeutet. Durch 
Differentiation ergibt sich (p” = xh, vgl. Ziff. 10) 


Ldw+2Mdudv + Ndv? 
Edw+2Fdudv + Gdv? ~ 





1 Pap 
‘yn =—p 


Daraus folgt, daB alle Flachenkurven, die durch einen Punkt p gehen und in p 
dieselbe Schmiegebene haben, in p auch dieselbe Kriimmung x = + besitzen. 


Da es sich im folgenden um Aussagen uber die Krimmungen der Flachenkurven 
in p handelt, k6nnen wir uns auf ebene Schnitte der Flache beschranken. Wir 
betrachten samtliche ebene Schnitte durch p, fiir die du:dv fest ist, d.h. die 
in p eine gemeinsame Tangente haben. Ist # der Winkel der Schnittebene mit 
der Flachennormalen, so wird wegen hn = cos? 


cost 1 
0 = 7, oder o= Rceos?, 


wo 1:R die Kriimmung des Normalschnittes bedeutet. Somit gilt: Die Kriim- 
mungskreise aller ebenen Schnitte mit gemeinsamem Linienelement liegen auf 
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einer Kugel mit dem Radius R (Satz von MEUSNIER). Fiir die Kriimmungen 
4:R der Normalschnitte in p folgt 


A Ldw+2Mdudv+Ndv . 
R- EdwW+2Fdudv+Gdv?’ 
ist R gegeben, so berechnen sich die zugehérigen Fortschreitungsrichtungen aus 
(RL — E)du? + 2 (RM — F)dudv + (RN — G)dv? = 0. 

Die extremen Werte von 1:R, fiir die die obige Gleichung eine Doppelwurzel 
du:dv hat, hei8en Hauptkriimmungen der Flache in p, sie ergeben sich aus 
(EG — F*) — (EN —2FM+GL)R+ (LN — M2) R?=0. 

Die symmetrischen Funktionen der Hauptkriimmungen sind 

8 i 4 4 BN 2 Mee GL 
ae aoa %= pote Ee or 

Man nennt K das Gau8sche KriimmungsmaB und A die mittlere Kriim- 
mung der Flache. Wahrend das Vorzeichen von H von dem der Irrationalitat 
W = VEG — F? abhangt, ist dies bei K nicht der Fall. Man spricht von ellip- 
tischen, parabolischen oder hyperbolischen Flachenpunkten, je nachdem 
K > 0, K = 0 oder K < Oist. Legt man zur Tangentenebene « in p eine Parallel- 
ebene, deren Abstand von « sehr klein ist, so ist ihr Schnitt mit der Flache, die 
sog. Dupinsche Indikatrix bei K > 0 eine reelle oder imaginare (je nachdem, 
auf welcher Seite der Tangentenebene die Parallelebene gelegt ist) Ellipse, bei 
K <0 eine Hyperbel. Die Achsen dieser Kegelschnitte sind proportional zu 
den Wurzeln aus den Hauptkriimmungsradien. Im Fall eines parabolischen 
Punktes ist die Indikatrix im allgemeinen eine semikubische Parabel (uw? = &') 
mit einer Spitze in p. Die einzigen Flachen mit lauter parabolischen Punkten 














sind die Torsen. Ist K #0, so ergibt sich die Normalkriimmung a in einer 


Ebene, die mit der zur Hauptkriimmung 1:R, gehérigen Ebene den Winkel ? 
einschlieBt, aus der Eulerschen Formel 
1 cos*3 sin? ? 
hie By R, 
Das Kriimmungsma8 K laBt sich rational durch die Koeffizienten der 
ersten Grundform und ihre Ableitungen allein ausdriicken (Theorema egregium 


von Gauss). Es ist 








Braet oe Pete E F Sipe we oF I, 
iG, F G Pence Ae 





Denkt man sich den Normalenvektor 1 vom Ursprung aus aufgetragen, 
so beschreibt sein Endpunkt die Einheitskugel, auf die die Flache (p) somit 
durch parallele Normalen oder parallele Tangentenebenen abgebildet ist [spha- 


risches Bild von (p) nach Gauss]. Ist do = VEG — F? dudv=(np, p,)dudv 
das Flaichenelement von (p), so ist do=(un,1,)dudv das entsprechende 
: ‘ do (111, 1,) 
Flachenelement des spharischen Bildes (n) und ae saree Diss K 
Flachenpunkte, in denen alle Normalkriimmungen tibereinstimmen, heiBen 
Nabelpunkte; die Differentialgleichung der Kriimmungslinien (Ziff. 19, C) 
ist in solchen Punkten identisch erfiillt; die Dupinsche Indikatrix artet in einen 
Kreis aus, es ist also R,; = R,. Notwendig und hinreichend ist L:M:N = E:F:G 
oder L = M = N = 0. Die einzigen Flachen mit lauter Nabelpunkten sind die 
Kugeln und Ebenen. Uber Nabelpunkte der Flachen zweiten Grades vgl. Kap. 3, 


Ziff..26. 
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Zwei Flachen, deren Gleichungen wir fiir den Augenblick in der Form 
z= }(«, y) und z = g(x, y) annehmen, berithren einander in einem gemeinsamen 
Punkt P von n-ter Ordnung, wenn in P alle Ableitungen der beiden Funk- 
tionen f und g bis einschlieBlich der m-ten Ordnung, aber nicht mehr die Ab- 
leitungen ( + 1)-ter Ordnung iibereinstimmen, was fir die beiden Funktionen 

(n + 1) (n + 2) 


insgesamt ieee ec ole Bedingungsgleichungen gibt. Der Begriff der osku- 


lierenden Flachen ist ganz analog zu formulieren wie in Ziff. 5. 

Es gibt 001 Kugeln, die eine Flache () in einem Punkt ) (von erster Ordnung) 
berithren;. ihre Mittelpunkte liegen alle auf der Flachennormalen in p, Unter 
diesen Kugeln gibt es zwei, die dadurch ausgezeichnet sind, daB es auf ihnen 
je einen Hauptkreis durch p gibt, welcher die Flache von héherer als erster 
Ordnung beriihrt (vgl. Ziff. 12). Die Radien dieser beiden Kugeln stimmen mit 
den Hauptkriimmungsradien von (p) tiberein, die Ebenen der beiden er- 
wahnten Hauptkreise stehen aufeinander senkrecht und enthalten die Achsen 
der Dupinschen Indikatrix des Punktes p. Die Mittelpunkte der beiden Kugeln 
bezeichnet man als die Krimmungsmittelpunkte der Flache (p) im Punkt p. 
Unter den Zentraflachen oder Evolutenflachen von (p) versteht man die 
Orter der beiden Kriimmungsmittelpunkte (vgl. auch Ziff. 19, C). 


19. Besondere Kurvensysteme auf einer Flache. A. Unter den Asym- 
ptoten- oder Haupttangentenlinien versteht man das Netz der Integral- 
kurven der Differentialgleichung Ldu? + 2Mdudv+ Ndv?=0. Sie sind 
reell, wenn das KriimmungsmaB K <0 ist. Ihre Tangenten fallen in die 
Asymptotenrichtungen der Dupinschen Indikatrix, ihre Schmiegebenen in die 
Tangentenebenen der Flache. Sie sind daher invariant gegeniiber projektiven 
Transformationen. Macht man die Asymptotenlinien zu Parameterlinien 
u = konst., v = konst., so wird L = N = 0. 

B. Konjugierte Kurvennetze. Die langs einer Flachenkurve © er- 
richteten Tangentenebenen hiillen eine Torse ein; durch jeden Punkt P von € 
geht eine Erzeugende dieser Torse, deren Richtung zur Tangentenrichtung ~ 
von © in P beziiglich der Dupinschen Indikatrix von P konjugiert ist. Zwei 
konjugierte Richtungen du:dv und du:dv werden also durch die Asymptoten- 
richtungen harmonisch getrennt und geniigen daher der durch Polarenbildung 
aus der zweiten Grundform entstehenden bilinearen Gleichung 


Lduodu-+ M (dudv + dvdu) + Ndvdv=0. 


Zu jeder Kurvenschar auf der Flache (p) laBt sich eine konjugierte konstruieren; 
zwei solche Kurvenscharen bilden dann ein konjugiertes Netz. 

Die Parameterlinien bilden ein konjugiertes Netz, wenn M — 0 ist. 

C. Kriimmungslinien. Diese bilden ein Kurvennetz auf der Fliche (p) 
welches sich auf drei Arten definieren 14Bt: 

1. Das Netz der Kriimmungslinien ist zugleich konjugiert und orthogonal. 

2. Die Fortschreitungsrichtungen des Netzes in einem Punkt P sind gegeben 
durch die Achsenrichtungen der Dupinschen Indikatrix. 

3. Die Flachennormalen langs einer Kriimmungslinie bilden eine Torse. 

Thre Differentialgleichung ist 


(EM — FL)dw? + (EN — GL)dudv + (FN — GM)dv? =0, 


wie sich aus jeder der drei Definitionen durch einfache Rechnung ergibt. 

Auf der Kugel und der Ebene ist jedes orthogonale ‘Netz ein Netz von 
Kriimmungslinien, auf jeder anderen (reellen) Flache sind die Kriimmungs- 
linien eindeutig bestimmt (und reell) 


d 
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__ Die Bedingung, da die von den Flachennormalen lings einer Kriimmungs- 
linie gebildete Regelflache eine Torse ist (vgl. Ziff. 14), fithrt auf die wichtige 
Formel von RopDRIGUES dp + Rdn =o. 


Die Gratlinien der Torsen, die von den Flachennormalen langs der Kriim- 
mungslinien einer Schar gebildet werden, liegen auf einer Zentraflache und sind 
geodatische Linien (Ziff. 23) derselben. 

Aus der dritten Definition ergibt sich, da die Kriimmungslinien einer 
Drehflache die Meridiane und Parallelkreise sind, da die Flachennormalen lings 
dieser Kurven Torsen bilden. Von den beiden Kriimmungsmittelpunkten ist 
der eine der Kriimmungsmittelpunkt des zugehérigen Meridians, der andere 
liegt auf der Drehachse. 

Sind die Parameterlinien Kriimmungslinien, so ist zugleich F = 0 und 
M =. 

D. Isotrope Kurven (vel. Ziff. 13). Ihre Differentialgleichung ist Edu? +- 
+2Fdudv + Gdv? = 0; durch jeden Punkt P der Flache gehen zwei isotrope 
Kurven, deren Tangenten die beiden isotropen Geraden der Tangentenebene in P 
sind. Sind die Parameterlinien isotrop, so ist E = G=0, d.h. ds? = 2 Fdudv. 
Das GauBsche Kriimmungsma8 nimmt die besonders einfache Form 

1 ein & 
AS —  F dudv 

E. Isothermensysteme. Wird bei Einfiihrung neuer Parameter p'= # (u,v) 

g = q(u, v) das Bogenelement von (p) 


ds* = A(p, q) (4p? + 4q”), 


so heiBen # = konst. und g = konst. isotherme Parameter. Sie geniigen der 
Differentialgleichung (verallgemeinerte Laplacesche Differentialgleichung) 4p = 
= Ag = 0, wo A den zweiten Beltramischen Differentiator (Kap. 5, Ziff. 18) 


Nees 1 Co Eg —F ox 0 | 
ts VEG — F? Ov VEG — F? Ou JEG — F* 





bedeutet. : 
Ferner ergibt sich rar eae Vp —Vq. Zwischen den Funktionen p und gq be- 





stehen die Differentialgleichungen 


Eq. — F Qu Gq, -—F 4, 
——— iy) Ss ————— 
VEG-—F VEG —F? 





by = + 





(A) 


die als Verallgemeinerung der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 
bu=+%, Po =—G er Funktionentheorie angesehen werden kénnen; sind 
namlich u und v bereits isotherm, so gehen die Gleichungen (A) in die Cauchy- 
Riemannschen iiber. 

Hat man eine Lésung der Differentialgleichung 4p = 0, so ergibt sich g aus 


: - _ Epv—F Pu oe aa), 
a=|( jeGar ”* yecoF ; 





Der Integrand ist wegen 4p = 0 ein vollstandiges Differential. Ast ein Isothermen- | 
system f, g bekannt, so ergibt sich jedes andere #,g, wenn man p + 19 = f(b + 79) 
setzt, wo f eine willkirliche analytische Funktion der komplexen Veranderlichen 
z= p+ 7q bedeutet. Sa 
Auf Flachen mit positivem Kriimmungsma, wo die Asymptotenlinien 
imaginar sind, existieren unendlich viele Kurvensysteme, fiir die die zweite 
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Grundform eine isotherme Gestalt annimmt, also L = N und M =0 wird. 
Diese Systeme sind konjugiert und werden als isotherm konjugierte Systeme 


bezeichnet. 

20. Die Ableitungsformeln. Die drei Vektoren p,, p, und n bilden, analog 
wie t, ) und b bei einer Raumkurve (Ziff. 9), ein begleitendes Dreibein der 
Flache (p). Die Ableitungen py, Pus. Poo» Ty, My miissen sich daher als lineare 
Kombinationen von p,, ),, m darstellen lassen; die beziiglichen Formeln sind das 
flachentheoretische Analogon der Frenetschen Formeln der Kurventheorie. 
Fir die Ableitungen von n gelten die Weingartenschen Formeln 

W?n, = (FM — GL) p, + (FL — EM) p,, 

W2n, = (FN — GM) p, + (FM — EN) p»,, 
wo W?= EG — F? ist, fiir die zweiten Ableitungen des Ortsvektors p(w, v) 
die Gau8Bschen Formeln 


Pov = {iy fret {iy pp + En, 
Pus = {iy bee + ftp + Mn, 


roo =P beat Pt pe + Nn, 


wobei die Christoffelschen Dreiindizessymbole zweiter Art Ve fol- 
gendermafen erklart sind: 




















11) +GE,—2FF, + FE, 1.4) = FEA OE Be, 

ave 2w2 u 2a dee 2W2 ! 
12) GE, — FG, 12 EG ee 

an ee 2W2 q ey | ee DV 2a 

22| —FG,+2GF,— GG, DP) 2) 2G, 29a PGs 

1 2W? 2 2 2W? 


Sind die sechs Koeffizienten der beiden Grundformen gegeben, so ist dadurch 
auf Grund der GauBschen Formeln eine Flache (p) bis auf Bewegungen im Raume 
eindeutig bestimmt (Satz von BoNNET). Dazu miissen aber gewisse Integrabilitats- 
bedingungen erfiillt sein, die sich durch Berechnung von py, und Py» ergeben. 
Als erste Bedingung ergibt sich Gauss’ Theorema egregium (Ziff. 18), wo nur 


LN — M2 . . ; 4 
IX == a zu setzen ist; die beiden anderen sind 


iene ty tart eas SAVED (etd an {'> tM. 
one fits {iota Agr, eae 4 fo }™ 


(Formeln von Marnarpi und Copazz1). Die Koeffizienten der beiden Grund- 
formen sind somit nicht unabhangig voneinander. 

21. Verbiegung von Flachen. Denkt man sich eine Fliche aus biegsamem, 
aber nicht dehnbaren Material, etwa aus diinnem Blech, hergestellt, so wird 
eine solche Flache neben den Bewegungen im Raum im allgemeinen noch gewisse 
Verbiegungen gestatten, wobei wegen der Undehnbarkeit die Bogenlangen von 
Flachenkurven erhalten bleiben. Zwischen den Punkten der verbogenen und 
unverbogenen Flache besteht also eine eineindeutige Beziehung, die man als 
langentreue oder isometrische Abbildung bezeichnet. Es ist aber um- 
gekehrt nicht immer méglich, zwei langentreu aufeinander abgebildete Flachen 
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durch eine stetige Biegung wirklich ineinander iiberzufiihren; trotzdem behalt 
man auch dann meist die Bezeichnung Biegung bei, oder man sagt, die beiden 
Flachen seien aufeinander abwickelbar. (Unter abwickelbaren Flichen 
schlechthin versteht man solche, die auf die Ebene abwickelbar sind; vgl. Ziff. 14.) 
Zwei Flachen p = p(w, v) und q = q(f, g) kénnen dann und nur dann langentreu 
aufeinander abgebildet werden, wenn ihre beiden ersten Grundformen aquivalent 
sind, d.h. durch eine geeignete Substitution » = p(w, v), ¢g = q(u, v) ineinander 
ubergefithrt werden kénnen. 

Dieser Satz gilt fiir Flachen in ihrer Gesamtausdehnung im allgemeinen 
nicht, sondern nur fiir geniigend klein gewahlte Flachenstiicke; das Wort 
,,Flache“ ist hier wie tiberhaupt in der Differentialgeometrie in diesem Sinn zu 
verstehen (vgl. den letzten Absatz dieser Ziffer). 

Die wichtigste Biegungsinvariante ist das GauBsche Kritmmungsmaf K, 
dessen Invarianz wegen der GauBschen Formel’ (Theorema egregium, Ziff. 18) 
unmittelbar aus der Invarianz der ersten Grundform folgt. 

Soll bei einer stetigen Verbiegung einer Flache eine Kurve auf derselben 
starr bleiben, so ist das nur méglich, wenn die Kurve eine Asymptotenlinie ist. 

Es ist stets méglich, eine Flache so zu verbiegen, daB eine vorgegebene Kurve 
Kriimmungslinie der verbogenen Flache wird. 

Eine Eiflache, d.i. eine geschlossene, iiberall positiv gekriimmte Flache, 
kann als Ganzes nicht verbogen werden (Satz von LIEBMANN). Als Sonderfall 
ist darin der Satz von der Starrheit der Kugel enthalten; dagegen ist jeder Teil 
der Kugelflache verbiegbar. 

22. Geodatische Krimmung. Neben dem GauSschen KriimmungsmaB 
ist die geodatische Kriimmung oder Abwickelkriimmung einer Flachen- 
kurve © die wichtigste Biegungsinvariante. Dieser Begriff ist eme unmittelbare 
Verallgemeinerung des Begriffes der Kriimmung einer ebenen Kurve; ist © eine 
Kurve auf einer Torse, so stimmt die geodatische Kriimmung von © mit der 
(gewohnlichen) Kriimmung jener ebenen Kurve © iiberein, in die © bei der Ab- 
wicklung der Torse auf die Ebene von ©’ iibergeht. Liegt © auf einer beliebigen 
Flache (p), so ist die geodatische Kriimmung von © die (gewohnliche) Krimmung 
jener ebenen Kurve ©’, die man aus © durch Abwicklung der der Flache (p) 
langs © umschriebenen Torse auf eine Ebene erhalt. Dabei versteht man 
unter der einer Flache (p) langs einer Kurve © umschriebenen Torse die Hiill- 
flache der Tangentenebenen von () in den Punkten von ©. Ist © durch u = u(s), 
v = v(s) gegeben und s die Bogenlange von ©, so folgt aus dieser Definition fir 
die geodatische Kriimmung x, von © 


Hy = (Ps Psst), (4) 


wo mt wieder der Einheitsvektor der Flachennormalen ist. Zwischen x, und der 
Kritimmung x von ©’ besteht der Zusammenhang 


xOn = Hy, (2) 


wo 6 die Binormale von © ist. Aus (1) oder (2) folgt: 

Beriihren sich zwei Flachen langs einer Kurve ©, so hat © auf beiden Flachen 
dieselbe geodatische Kriimmung. a 

Legt man durch eine Flachenkurve © den zur Tangentenebene in einem 
Punkt von © senkrechten Zylinder und wendet man auf diesen den Satz von 
MEvusniER (Ziff. 18) an, so ergibt sich: Die geodatische Kriimmung von © in P 
ist gleich der gewohnlichen Kriimmung der senkrechten Projektion von © auf 
die Tangentenebene in P. Die geodatische Kriimmung wird daher oft auch als 
Tangentialkriimmung bezeichnet. 
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Wir erwahnen noch einige andere Formeln fiir die geodatische Krimmung ~, 
einer Flachenkurve ©. Ist © gegeben durch (u,v) = 0, so wird 


Bee Pe ar ee 
Sp (a7 











ran 1 ) Fo, — Gh ieee Fy, — £¢, )|: 
mele Be (es Ov \VEg: — 2F ey + GH 
Ist © gegeben durch u = u(t), v = v(t), So ist 
os! yj 
I~ W (EW +2F ud + Goh’ 
P= Wei — td) + (Eu + FIFE. —4E) P+ GC WI 46,8) + 
+ (Fu + Gi) [4 Ew + E,we + (F, — 4 Gq) 0] 
ist und die Punkte Ableitungen nach ¢ bedeuten. 
Sei © eine auf einer Flache (p) gezogene geschlossene doppelpunktfreie Kurve, 
die sich auBerdem durch den von ihr eingeschlossenen Bereich $ von (p) hindurch 


stetig auf einen Punkt zusammenziehen lassen médge; der Bereich % ist dann 
einfach zusammenhangend (Kap. 3, Ziff. 39). Das Flachenintegral f Kdo heibt 
8 





% 
WO 


dann nach Gauss Gesamtkriimmung des Bereiches § und steht in einem 
bemerkenswerten Zusammenhang mit der geodatischen Kriimmung der Rand- 


kurve ©; es ist namlich 
[Kdo + [xds = 20 
B € 


(Gau8-Bonnetsche Formel), wobei das Randintegral itiber © in dem Sinn 
zu erstrecken ist, daf8 der umschlossene Bereich zur Linken bleibt. Fiir eine 
geschlossene Flache % vom Geschlecht # (Kap. 3, Ziff. 39) folgt daraus mittels 
der kanonischen Zerschneidung, da die Randintegrale sich gegenseitig weg- 


heben, 
[Kado =4a2(1 — 9); 
AY 


insbesondere ist fiir eine Flache vom Zusammenhang der Kugel | KRd0 =A x. 


23. Geodatische Linien. Man versteht darunter die Hischaneae es mit 
%, = 0. Wie man aus den folgenden Satzen entnimmt, iibernehmen sie auf 
der Flache die Rolle der Geraden in der Ebene. Wegen (p,),,1) =0 lassen 
sie sich geometrisch dadurch kennzeichnen, da8 ihre Schmiegebenen die Flachen- 
normale n enthalten; durch jeden Punkt geht daher ein Biischel geodatischer 
Linien. Enthalt eine Flache gerade Linien, so sind diese wegen [p,),,] = 0 
sicher geodatische Linien. 

Die Extremalen des Variationsproblems der Bogenlange einer Flachenkurve 
u=u(t), v=vi(é): 


ol h 
d[ds = 6/ Ei + 2F di + Ge dt =0 
to to 





(vgl. Kap. 11) fallen mit den geodatischen Linien zusammen. Versteht man unter 
einem Feld eine einparametrige Schar geodatischer Linien, die ein Flachen- 
stiick schlicht itberdecken, so da® durch jeden Punkt des Flachenstiickes eine 
einzige Kurve der Schar hindurchgeht, so gilt: La&t sich ein Stiick einer geo- 
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datischen Linie in ein Feld einbetten, so stellt dieselbe die kiirzeste Verbin- 
dung zwischen zweien ihrer Punkte dar?). 

Die orthogonalen Trajektorien der geodatischen Linien eines Feldes nennt 
man geodatische Parallele; sie schneiden auf den geodatischen Linien des 
Feldes Kurvenstiicke gleicher Lange ab. Nimmt man als Parameterkurven die 
geodatischen Linien und Parallelen (und zwar bzw. als Kurven v = konst. und 
wu = konst.), so wird fiir diese sog. geoddtischen Parallelkoordinaten 
ds* = du? + Gdv?, wenn uw die Bogenlinge der geodatischen Linien ist; fir 

1 VG 
VG dw ~ 
datischen Linien v = konst. insbesondere durch einen Punkt, so spricht man 
von geodatischen Polarkoordinaten. Die Kurven wu = konst. sind dann 
sog. geodatische Kreise oder genauer geoditische Mittelpunktskreise, 
namlich Kurven, deren Punkte von einem festen Punkt, dem Mittelpunkt, 
konstanten Abstand haben. Diese Mittelpunktskreise sind immer geschlossene 
Kurven. Eine andere Art geodiatischer Kreise sind die Kurven konstanter 
geodatischer Kriimmung, die nicht notwendig geschlossen sind und als Krim- 
mungskreise bezeichnet werden. Auf Flachen konstanter Kriimmung fallen 
die beiden Arten geodiatischer Kreise zusammen. 

Aus der Gaub-Bonnetschen Formel (Ziff. 22) folgt, da8 der (verallgemeinerte) 
spharische ExzeB eines geodatischen Dreieckes (dessen Seiten geodatische 
Linien sind) mit den Winkeln 4; gleich seiner Gesamtkriimmung ist; d. h. 


[Kado =6,-- 02+ 03 — 7. 
24. Flachen konstanter Kriimmung. Es sind drei Falle zu unterscheiden: 


das GauBsche KriimmungsmaB ergibt sich K = 





Gehen die geo- 


4. K>0, spharische Flachen, ds? = du? + cos?(/Ku) Ue 
2. K =0, Torsen und Ebenen, ds* = du? + dv?. 


3. K <0, pseudospharische Flachen, ds? = du? + cosh?(/— Ku) dv®. 

Die angegebenen Normalformen fiir ds? beziehen sich auf geeignet gewahlte 
geodatische Parallelkoordinaten. In Ubereinstimmung mit Ziff. 21 folgt: Hin- 
reichend kleine Stiicke von Flachen mit demselben konstanten K sind aufeinander 
abwickelbar. Die Geometrie auf den Flachen mit K>0, K=0O und K<0 
stimmt bzw. mit der elliptischen, euklidischen und hyperbolischen Geometrie 
iiberein (Kap. 3, Ziff. 34); aus der letzten Formel von Ziff. 23 folgt ja, wenn F 
der Flacheninhalt eines geodatischen Dreieckes mit den Winkeln 4, ist, 


KE = &y 4 Og -+ Og — 7%. 


Von den Drehflichen konstanter Kriimmung sei neben der Kugel (K > 0, 
elliptische Geometrie) noch die Pseudosphare (K <0, hyperbolische Geometrie) 
erwahnt, die durch Drehung der Traktrix (Ziff. 8, E) um die x-Achse entsteht. 

Alle Flachen konstanter negativer Kriimmung sind mit singulaéren Linien 
behaftet; nach einem Satz von HitBERT gibt es keine unberandete und singulari- 
tatenfreie derartige Flache. 

95. Konforme Abbildung. Zwei Flachen sind konform aufeinander ab- 
gebildet, wenn entsprechende Bogenelemente einander proportional sind oder, 








1) Auf der Kugel sind z. B. die Hauptkreise die geodatischen Linien und die kirzeste 
Verbindung zwischen zwei Punkten, die nicht die Endpunkte eines Durchmessers sind, ist 
ein Stiick eines Hauptkreises. Das andere Stiick desselben Hauptkreises ist keine kiirzeste 
Verbindung der zwei gegebenen Punkte und 1laBt sich auch nicht in ein Feld einbetten, da 
durch irgend zwei diametral gegeniiberliegende Punkte dieses Stiickes unendlich viele Haupt- 
kreise hindurchgehen. 
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was auf dasselbe hinauskommt, wenn die isotropen Kurven der beiden Flachen 
einander entsprechen. Da zwei Flachen, die auf eine dritte konform abge- 
bildet sind, auch aufeinander konform bezogen sind, geniigt es, die konformen 
Abbildungen einer Flache auf die Ebene zu kennen. Man fiihrt zu diesem Zweck 
auf der Flache isotherme Parameter #, q ein (Ziff. 19, E), so daB das Bogen- 
element die Form ds? = 4 (dp? + dq?) bekommt. Deutet man dann # und g 
als rechtwinklige Koordinaten in der Ebene, so hat man eine konforme Ab- 
bildung der Flache auf die (fq)-Ebene. Die allgemeinste konforme Abbildung 
erhalt man dann durch w = /(z), wo f(z) eine beliebige analytische Funktion der 
komplexen Veranderlichen z= / + 7q ist (vgl. Kap. 6). Den meisten Land- 
kartensystemen liegt eine konforme Abbildung der Kugel auf die Ebene zu- 
grunde; eine langentreue Abbildung, die fiir die Praxis giinstiger ware, ist ja 
nach den Auseinandersetzungen von Ziff. 21 nicht mdglich. 

26. Regelflachen. Eine Flache p = p (u, v) heiBt geradlinig oder Regelflache, 
wenn sie sich in der Form 

p = q(v) + u-r(v) 


darstellen 1a8t; die Linien v = konst. sind Gerade und heiBen Erzeugende, 
die Linie wu = 0 nennt man Leitlinie; als solche kann jede Flachenkurve ge- 
nommen werden, die sadmtliche Erzeugende schneidet. Die eine Schar der 
Asymptotenlinien einer Regelflache ist die Schar der Erzeugenden. 

Ist r2= 0, so sind die Erzeugenden isotrop; derartige Regelflachen haben 
dann die leicht nachweisbare charakteristische Eigenschaft, neben einer einzigen 
Schar von Kriimmungslinien, die mit den Erzeugenden zusammenfallen, noch 
eine isolierte, d. h. nicht in dieser Schar enthaltene Kriimmungslinie zu besitzen 
(Mongesche Flachen). Beschrankt man sich, was wir im folgenden tun wollen, 
auf Reelles, so ist r?>=£0, und man kann w so bestimmen, daB r ein Einheits- 
vektor wird; u ist dann der Abstand des Flachenpunktes (wu, v) vom Schnittpunkt 
der durch ihn gehenden Erzeugenden mit der Leitkurve u=0. Wahlt man 
fir v auBerdem die Bogenlange auf der Leitkurve, so wird q/? = 1. 

_ Ist « der Winkel und # der kiirzeste Abstand zweier Erzeugenden, so ist 


(dq t dt) 


do* = dic de ond ap = — 
\dx? 


Man nennt da den Winkel und df den kiirzesten Abstand , benachbarter Er- 
zeugenden v und v + dv. Fallt man von der Erzeugenden v das Lot auf die 
Erzeugende v + h, so nahert sich der FuBpunkt dieses Lotes, wenn /# nach Null 
konvergiert, einer gewissen Grenzlage, die man als Mittel-, Haupt- oder 
Kehlpunkt bezeichnet. Fiir den Parameterwert u = ¢ des Kehlpunktes erhalt 
man 





q’ i 
lee 
Der Ausdruck , 
Fe) aoe dae) 
an 2 





ist eine Invariante der Regelflache und wird als Drall oder Verteilungs- 
parameter derselben bezeichnet. Sein Verschwinden ist fiir die Torsen kenn- 
zeichnend. Kehlpunkt und Drall verlieren ihre Bedeutung, wenn r’=0 ist: 
dann ist r konstant und die Flache ein Zylinder. 

Der Ort der Kehlpunkte heiBt Kehl- oder Striktionslinie der Flache 

Hat eine Flachenkurve zwei der drei Eigenschaften: a) Striktionslinie, 
b) geodatische Linie zu sein oder c) die Erzeugenden unter festem Winkel zit 
schneiden, so besitzt sie auch die dritte (Satz von Bonnet). 


_ oa 
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Die Leitkurve schhieBt mit den Erzeugenden den Winkel # ein, der durch 
cosd-='q tv. 


Die Koeffizienten der ersten Grundform sind: 





Papi, ot = cost = q'r, Gat a? 2q'tu +41, 
die der zweiten 
ier, Ma“) | Nae (q” + ur’, SE a’ + uv’) 


wo k=1r?u? + 2q ru -+ sin?’ ist. Die Asymptotenlinien der ersten Schar sind, 
wie schon erwahnt, die Erzeugenden, die der zweiten Schar ergeben sich aus 
der Riccatischen Gleichung 2Mdu+ Ndv=0.. 

27. Minimalflachen. Als solche bezeichnet man die Extremalen des Varia- 
tionsproblems der Oberflache; unter ihnen sind die Lésungen des Plateauschen 
Problems zu suchen, namlich die Flache kleinsten Inhaltes durch eine vorgegebene 
Randkurve zu legen. Sie sind charakterisiert durch identisch verschwindende 
mittlere Kriimmung (vgl. hierzu Kap. 11). 

Die Bestimmung der Minimalflachen 1a8t sich auf die in Ziff. 13 durch- 
gefiihrte Bestimmung der isotropen Kurven zuriickftihren. Fiihrt man auf einer 
Flache die beiden Scharen isotroper: Kurven als Parameterlinien ein, so wird 
(Ziff. 148 und 19, D) H=M/F. Aus H =0 folgt alco M=np,, =O und aus 
E=y2=0, G=p?=0 ergibt sich durch Differentiation py Pu» = PoPu» = 0. 
Da p,,), und n unabhangig sind, muB p,,, identisch verschwinden, die Flache 
sich also in der Form p (u,v) = q(u) + 1r(v) darstellen lassen. 

Versteht man unter einer Schiebflache eine Flache, die durch Parallel- 
verschiebung einer Kurve q = q(u) langs einer Kurve r = r(v) entsteht, so er- 
kennt man unmittelbar, daB jede Schiebflache sich in der Form p (u,v) = q(w) 
+ r(v) darstellen laBt. 

Unser obiges Ergebnis titber Minimalflachen 1aBt sich demgema8 so formu- 
lieren: Jede Minimalflache ist eine Schiebflache isotroper Kurven. 

Bei einer reellen Minimalflache miissen die beiden Scharen isotroper Kurven 
konjugiert imaginar sein, d.h. es muB r=q,v—=wsein. Daraus folgt p=q + q 
=2%q, wo % den reellen Teil des dahinterstehenden Ausdruckes bedeutet. 
Fihrt man fiir q die Parameterdarstellung der isotropen Kurven von Ziff. 13 ein, 
so erhalt man fiir die Minimalflache folgende Darstellungen 


a KR / (u2 — 1) F(u) du, 

y= Sf (vw? +1) F(u) du, 

z= { 2uF (uw) du 
oder 

x= R[(w? —1)f"’ —2uf'+2f], 

y= 3 [w+ 1)/"— 2uf + 27), 

z=2K[uf’— 7). 
Da f eine beliebige analytische Funktion ist, stellen diese Gleichungen einen be- 
merkenswerten Zusammenhang zwischen der Funktionentheorie und der Theorie 
der Minimalflachen her; zu jeder analytischen Funktion gehort eine bestimmte 
Minimalfliche und umgekehrt. Die obigen Gleichungen hangen natiirlich, da 
u = p + iq komplex ist, von zwei reellen Parametern p und g ab und stellen also 
wirklich eine reelle Flache dar. 
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Durch eine (nicht isotrope) Kurve geht eine einzige Minimalflache, die langs 
dieser Kurve vorgegebene Tangentenebenen hat (Satz von BjOrRLING). Daraus 
folgt: 

3 Enthalt eine Minimalflache eine (nicht isotrope) Gerade, so fihrt die Um- 
klappung (Drehung durch 180 Grad) die Flache in sich uber. ae 

Enthalt eine Minimalflache eine ebene geodatische Linie, so 1st sie symme- 
trisch zur Ebene derselben. 

Die Oberfliche einer Minimalflache lat sich durch das tiber die Randkurve 


erstreckte Integral O=4G (pd pn) 


ausdriicken. Daraus kann man eine weitere, fiir Minimalflachen kennzeichnende 
Beziehung ableiten: Es ist Gudp=—Qpdn=0, erstreckt iiber eine be- 
liebige, einen einfach zusammenhangenden Bereich umschlieBende geschlossene 
Kurve. 

Zum SchluB seien noch einige spezielle Minimalflachen aufgezahlt: 


14. Das Katenoid #7? + y? = h® cosh? = entsteht durch Drehung der Kettenlinie 


(Ziff. 8, E) und ist die einzige reelle Minimaldrehflache. 
2. Die Scherksche Minimalflache cosy = eé” cos, sie kann auf unendlich viele Arten 
als Schiebflache erzeugt werden. 


3. Die W endelflache Z =tg “ist die einzige reelle geradlinige Minimalflache. 


4, Die Schwarzsche Minimalflache; sie ergibt sich aus der obigen Integraldarstellung 


fir F(t) = d —und lést das Plateausche Problem fiir eine aus vier Kanten eines 


V1 —14u4* +48 
regelmaBigen Tetraeders bestehende Randkurve. 
5. Die Ennepersche Minimalflache 


ena dtc oo a 6) p= 9 BP = Gor 3h: $3 (pe 
Sie ergibt sich aus der erwahnten Darstellung fiir F(w) = 3. Ihre Kriimmungslinien sind 
durchweg ebene Kurven dritter Ordnung, ihre Asymptotenlinien kubische Raumkurven. 


28. Dreifach orthogonale Flachensysteme. Seien durch die Gleichungen 

Hy =%,(%,,2), Xy = X_(%,¥, 2) , Xg = X3(%,¥, 2) (A) 
krummlinige Koordinaten im Raum eingefiihrt (vgl. Kap.1, Ziff. 26; die Funk- 
tionen x; sollen den dort angefithrten Voraussetzungen geniigen). Jede der drei 
Gleichungen (A) stellt, x; als veranderlichen Parameter aufgefaBt, eine Flachen- 
schar dar. Unter den angegebenen Voraussetzungen geht durch jeden Punkt 
gerade eine Flache jeder Schar; die zugeh6rigen Parameterwerte x; sind dann 


die neuen Koordinaten des Punktes. Fiir das Linienelement ds einer Kurve 
= p(é) erhalt man in den neuen Koordinaten 








3 
dS = a dade 
i,h=1 

wobei Op Op 

ain = Ox, Ox, 
gesetzt ist. Daraus erhaélt man unmittelbar die notwendige und hinreichende 
Bedingung, daB die Flachenscharen (A) ein dreifach orthogonales System 
bilden, d. h. daB jede Flache einer Schar alle Flachen der beiden anderen Scharen 
rechtwinklig schneidet, namlich 


Ag = 433 = A. = 0. 


Fir diese Systeme gilt der wichtige Satz von Dupin: In jedem dreifach 
orthogonalen System schneiden je zwei Flachen, die nicht derselben Schar an- 
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gehoren, einander in einer Kurve (Parameterkurve), die fiir beide Flachen Kriim- 
mungslinie ist. Dieser Satz wurde von Darsoux folgendermaBen verschiirft: 
Soll zwei zueinander orthogonale Flaichenscharen eine dritte, zu beiden ortho- 
gonale zugeordnet werden kénnen, so miissen die beiden ersten Scharen einander 
in Kriimmungslinien schneiden. 

Man liberlegt leicht, da8 eine willkiirlich vorgegebene Flachenschar 
%4 (x, y, 2)im allgemeinen keinem dreifach orthogonalen System angeh6éren kann. 
Soll das der Fall sein, so muB es offenbar zu der Schar der oo2 Krimmungslinien & 
der Flachen x, = konst. eine Schar von Orthogonalflachen geben; ist t = t (x, v, z) 
der Tangentenvektor der Kurven ©, so ergibt sich daraus die totale Differential- 
gleichung t-dp—0 mit der Integrabilititsbedingung t-rot t=0. Da sich 
t durch die ersten und zweiten Ableitungen der Funktion 41 = %1 (x, y, 2) aus- 
driicken 1aBt, ist t-rot¢ = 0 eine Differentialgleichung dritter Ordnung fiir %. 
Aus der Tatsache, da8 auf Kugeln und Ebenen jedes orthogonale Netz ein Netz 
von Kriimmungslinien ist, folgt, daB jede Schar von Ebenen oder Kugeln einem 
dreifachen Orthogonalsystem angehéren kann. Dasselbe gilt von den Scharen 
von Parallelflachen P; die Flachen der beiden anderen Scharen werden hier von 
ve oom der langs der Kriimmungslinien von P errichteten Flachennormalen 
gebildet. 

Uber das besonders wichtige dreifach orthogonale System konfokaler Flachen 
zweiter Ordnung vgl. Kap. 3, Ziff. 26. 


IV. Strahlenkongruenzen. 


29. Darstellung. Die beiden Grundformen. Unter einer Strahlenkongruenz 
oder kurz Kongruenz versteht man ein System von oo? Geraden, die im Raum 
so verteilt sind, da8B durch jeden Punkt eines gewissen Bereiches eine und nur 
eime Gerade des Systems hindurchgeht. Zur analytischen Darstellung schneidet 
man die Kongruenz mit einer geeigneten Flache p= p(w,v); da dann durch 
jeden Punkt p dieser Flache, der sog. Leitflache, eine Gerade der Kongruenz 
hindurchgeht, kann man die ganze Kongruenz dadurch bestimmen, daB man den 
Richtungsvektor dieser Geraden als Funktion von u,v ansetzt: q=q(u,v). 
Dieser Vektor sei ein Einheitsvektor, also q? = 1. Denkt man sich q vom Ursprung 
aus aufgetragen, so beschreibt sein Endpunkt die Einheitskugel; ahnlich wie 
in der Flachentheorie nennt man gq dann das spharische Bild der Kongruenz. 
Die beiden Vektoren p und q bestimmen die Kongruenz vollstandig; zur Dar- 
stellung derselben verwendet man meist den Vektor r= p + ¢q, obwohl dieser 
einen fremden Parameter ¢, den Abstand des Punktes r vom Punkt p, enthalt. 

Das Bogenelement ds, des spharischen Bildes ist 


dst=dq@=Edu?+ 2Fdudv + Gdv?, (I) 
a7 E=q, F=qudo, GG 


ist. Die Form (I) heiBt erste Grundform der Kongruenz. Die zweite Grundform ist 


— dpdg = Ldu?+ (M,+ M,)dudv+ Ndv*, 
igh LD = — Gyles MM, =—QuPr» My = — Pu» N = — Qp y 
ist. Kongruenzen, fiir die EG —F?=0 ist und deren Strahlen einer Schar 


von col Zylindern angehéren oder alle untereinander parallel sind, seien im 


folgenden ausgeschlossen. 
Fiir die allgemeine Theorie ist die Darstellung der Kongruenzen zweck- 


maBiger, in welcher die Pliickerschen Linienkoordinaten (Kap. 3, Ziff. 15 und 28) 
42* 
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als Funktionen zweier Parameter angenommen werden. Dagegen eignet sich 
die obige, auf KumMMER zuriickgehende Darstellung im allgemeinen besser fur 
die verschiedenen Anwendungen’). 
30. Grenzpunkte. Die Formel von Hawmitton. Der Einheitsvektor $ in 
der Richtung des gemeinsamen Lotes zweier benachbarter Strahlen (u,v) und 


(u+du,v-+dv) ist 3= ara und daher der Abstand der Strahlen 
d — (gdqap) _ 1. |Edu+Fdv Fdu-+ Gdv . 
or ds, ds, VEG — F?|Ldu + M, dv M,du+Ndv 





Der Parameter ¢ hat im FuBpunkt von $ den Wert 


adpdqg _ Ldu? + (M,+ M,) dudv + Ndv? 
dst Edu? +2Fdudv + Gdv? 





In einem festen Punkt (u,v) hangt 7 offenbar noch von der Fortschreitungs- 
richtung dw:dv auf der Flache (p) ab; die extremen Werte von 7 bestimmen 
sich aus 


(EG —F*) * — [GL — F(M,+ M,) + EN]r+LN—4(M, + M,)?= : 


Die beiden stets reellen Punkte des Strahles (u,v), die den Wurzeln 7, und 7, 
dieser Gleichung entsprechen, heiSen Grenzpunkte. Fir die beiden zugehorigen 
Vektoren 8, und 8, gilt 8,3, 0, d.h. sie stehen aufeinander senkrecht. Die 
zu 8, und 8, senkrechten Ebenen durch den Strahl (w, v) werden als Haupt- 
ebenen bezeichnet. 

Ist « der Winkel, den der einem beliebigen Wert von 7 entsprechende Vektor $ 
mit 3, einschlieBt, so ist 


¥ = 71 (313)? + 72 (393)% = 7,cos? & + 7,Sin? & . 


(Formel von HAMILTON). 

Man beachte die Analogie dieser FormeIn mit den Formeln fiir die Krummung 
von Flachen (Ziff. 18); die Hamiltonsche Formel ist in diesem Sinn das Analogon 
zur Eulerschen Formel. 

Ist E: F:G = L:3(M,+ M,):N, so wird 1 = 72 =; und die Kongruenz 
heiBt isotrop. 

Eine Gleichung zwischen uw und v liefert eine Regelflache, deren Erzeugende 
der Kongruenz angehéren. Fihrt man die Kurven auf (p), die durch die den 
Vektoren 8, und 8, entsprechenden Fortschreitungsrichtungen gegeben sind, als 
neue Parameterlinien w, v ein, so wird F = M,+M,=0. Die durch die Kon- 
gruenzstrahlen langs dieser Parameterlinien gebildeten Regelflachen, die sog. 
Hauptflachen, sind dadurch gekennzeichnet, dab ihre Kehllinien mit dem 
Ort der Grenzpunkte ihrer Strahlen zusammenfallen. Bei isotropen Kongruenzen 
mu diese Eigenschaft fiir alle Regelflachen gelten. 

Unter der Mittelflache einer Kongruenz versteht man den Ort der Mittel- 
punkte der Grenzpunkte; sie fallt bei einer isotropen Kongruenz mit dem Ort 
der Grenzpunkte zusammen. 


31. Torsen und Brennpunkte einer Kongruenz. Sollen in einer Kongruenz 
Torsen enthalten sein, so mu8 fiir sie offenbar dp = 0 sein, d.h. 


(M,E — LF)du?+ [NE + (M,— M,) F — LG|dudv + (NF — M,G)dv2?=0. 


1) Die Grundformeln fiir die Darstellung in Pliickerschen Koordinaten finden sich 
bei ZINDLER, Liniengeometrie II (Leipzig 1906). 
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Es gibt also zwei Scharen von Torsen. Die beiden Tangentenebenen durch den 
Strahl (u, v) an die Torsen, die diesen Strahl enthalten, heiBen Brennebenen. 
Ist diese Gleichung identisch erfiillt, so artet die Kongruenz in ein Strahlenbiindel 


aus. Ist f der Wert von ¢, der dem Schnittpunkt der Strahlen (u,v) und (u + du, 
v + dv) entspricht, so ist 


(EG — F 4)? — (NE — (M, + M,)F + LG} + LN—M,M,=0, 


d. h. es gibt auf jedem Strahl zwei Punkte, fiir die d f = 0 wird und die als Brenn- 
punkte bezeichnet werden. Der Ort der Brennpunkte wird von den beiden sog. 
Brennflachen gebildet; dieselben arten dann und nur dann in zwei Kurven 6 
und @’ aus, wenn die Kongruenz aus simtlichen Geraden besteht, die sowohl & 
wie W’ schneiden. Fallen die beiden Brennflachen zusammen, so besteht die 
Kongruenz aus den Tangenten an die Asymptotenlinien der einen Schar der 
Brennflache. 

Die Brennpunkte liegen, wenn sie reell sind, stets zwischen den Grenz- 
punkten; ihr Mittelpunkt fallt mit dem Mittelpunkt der letzteren zusammen. 

Die Gratlinien © einer Torsenschar der Kongruenz liegen auf einer Brenn- 
tlache, die von der anderen Torsenschar in den zur Schar © konjugierten Kurven 
bertihrt wird. 

32. Normalenkongruenzen. Satz von Matus-Dupin. Unter einer Normalen- 
kongruenz versteht man die von den sémtlichen Normalen einer Flache p = p (uw, v) 
gebildete Kongruenz. Wahlt man yp als Leitflache, so wird offenbar M, = M, 
und die zweiten Grundformen der Flache (p) und der Kongruenz 3 = p (u,v) + 
+ tq(u,v), wo q=n nach der Bezeichnungsweise von Ziff. 17 ist, stimmen 
uberein. Die Bedingung M,= M, ist aber auch hinreichend dafiir, daB eine 
vorgelegte Kongruenz die Normalenkongruenz einer Flache (die nicht von vorn- 
herein mit der Leitflache tibereinstimmen muf) ist. Aus M, = M, folgt, daB die 
Brennpunkte mit den Grenzpunkten zusammenfallen oder, was dasselbe ist, 
daB die Brennebenen aufeinander senkrecht stehen. Die Brennflachen fallen 
natirlich mit den Zentraflachen zusammen. 

Fiir verschiedene Anwendungen in der Optik ist der Satz von MALus- 
DuPIN von Bedeutung: Wird eine Normalenkongruenz an einer beliebigen Flache 
gebrochen oder reflektiert, so bleibt sie immer eine Normalenkongruenz. 

Erwahnt sei ferner der von DARBoux herriihrende Satz (Stachelschwein- 
satz): Denkt man sich die von einer beliebigen Flache ausgehenden Strahlen 
einer Normalenkongruenz von einer Orthogonalflache begrenzt, so bleibt der Ort 
der Endpunkte der Strahlen bei jeder Verbiegung der Flache % eine zu den 
Strahlen orthogonale Flache. 


Literatur (Auswahl). Brancui, Vorlesungen tiber Differentialgeometrie @ Aufl, 
Leipzig 1910. — BiascuKe, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie Bd. 4 (2. Aufl, Berlin 
1924). — DargBoux, Lecons sur la théorie générale des surfaces et applications géométriques 
de calcul infinitésimal. 4 Bde. (Paris 1894/1925). — KNOBLAUCH, Grundlagen der Differen- 
tialgeometrie. (Leipzig 1913). — KOMMERELL, Allgemeine Theorie der Raumkurven und 
Flachen. 2 Bde. (3. Aufl. Leipzig 1921.) — KoMMERELL, Spezielle Flachen und Strahlen- 
systeme. (Leipzig 1911.) — LILIENTHAL, Vorlesungen ber Differentialgeometrie. 2eBGe. 
(Leipzig 1908/13.) — ScHEFFERS, Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf 
Geometrie. 2 Bde. (3. Aufl. Leipzig 1923). 


Kapitels: 


Vektor- und Tensorrechnung, 
Riemannsche Geometrie. 


Mit 1 Abbildung. 


Von TH. RaDakovic, Wien, und J. LENSE, Miinchen!). 


I. Tensoralgebra. 


1. Allgemeines. Kontravariante und kovariante Vektoren. Geometrische 
und physikalische Eigenschaften sind unabhangig von der Art der Be- 
schreibung, geometrische Satze und physikalische Gesetze miissen in einer 
Form dargestellt werden kénnen, die invariant ist gegentiber Koordinaten- 
transformationen. (Dabei kann es natiirlich Inhalt einer naturwissenschaft- 
lichen Theorie sein, zu entscheiden, was zur Beschreibung gehért.) Es sei gleich 
allgemein eine v-dimensionale Mannigfaltigkeit gegeben, in der jeder 
einzelne Punkt bestimmt werden kann durch die Angabe von 2 Zahlenwerten 
a, a®,..., a", die den innerhalb gewisser Grenzen stetig veranderlichen Koor- 
dinaten oder Urvariabeln x}, x?,..., x” beigelegt werden. Hier und im 
folgenden mégen die Indizes der Urvariabeln immer oben geschrieben werden. 

Von den zugelassenen Transformationen der Urvariabeln 


a = f(a, 92, ..., x”) (4) 
moge nur verlangt werden, daB die Funktionen /; stetig und hinreichend oft 
differenzierbar sind, sowie daf ihre Funktionaldeterminante im allgemeinen + 0 ist. 








Dann ist 
nr 
oP er, ORE OGG) eee T i Ox 
aa — x2 --. + dy" — ip aan (==, 
Sai al ea ae Sgr 2° : Bai: (2) 


und umgekehrt als Auflésung der linearen Gleichungen (2) 
— n 2 
Aiwa > pd ees 
k=1 


Die Koordinatendifferentiale transformieren sich also linear und homogen, 
und dies gibt die Veranlassung, sich besonders mit den linearen Transfor- 
mationen zu beschaftigen. Im folgenden mége das Summenzeichen immer 
weggelassen und dafiir die Verabredung getroffen werden, iiber einen Index, 
der gerade zweimal in einem Ausdruck vorkommt, immer zu summieren, falls 
nichts Besonderes bemerkt wird. 


1) Die Abschnitte I—III wurden von Tu. Rapaxovic, Abschnitt 1V wurde von J. Lense 
bearbeitet. 
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Es werde nun allgemein eine GréBe mit nm Bestimmungszahlen, v!, v?,..., v", 
die sich wie die Koordinatendifferentiale transformieren, als kontravarianter 
Vektor bezeichnet Pr 

x 





vi = Pv: v= Q',vF: Py = 5 (3) 
, 4 firi =] 

PQh = Pigs = a 

EQ. Q.% pomeoas (3a) 


wobei im ersten Falle nicht tiber 7 zu summieren ist. Die Indizes der kontra- 
varianten Vektoren mégen immer oben geschrieben werden. 
Dabei ist zu beachten, daB ein kontravarianter Vektor im allgemeinen eine 


ortsgebundene GrdéBe ist, da die P',, Q', Funktionen der Koordinaten 
und also die linearen Transformationen von Punkt zu Punkt verschieden sind. 

Als ein kovarianter Vektor (mit unten geschriebenen Indizes) wird eine 
Gr6Be mit m Bestimmungszahlen w,, wy, ..., w, bezeichnet, die sich folgender- 
maBen transformieren 


cha : paar 
W= QW; w= Pw, 
(also kontragredient zur Transformation der v'), Dann ist fiir zwei be- 
liebige kontravariante und kovariante Vektoren v', w; der Ausdruck v* W,; Zu- 
1 i t —— : 
folge (3a) eine Invariante Serene (4) 
GréBen, die bei den Koordinatentransformationen invariant bleiben, heiBen 
Skalare. Umgekehrt: falls die v' Bestimmungszahlen eines kontravarianten 
Vektors sind und v' w; eine Invariante ist, so sind die w; Bestimmungszahlen 
eines kovarianten Vektors. Die partiellen Differentialquotienten einer skalaren 
Funktion g(x’) bilden einen kovarianten Vektor, denn es ist 





De 


0 y ughe == 
dp = and == ax’. (5) 


oe heiBt der Gradient- 
vektor des Feldes y. Kovariante Vektoren sind ebenso wie kontravariante 
im allgemeinen ortsgebundene Gréfen. 

Dabei sprechen wir von einem Skalar- oder Vektorfelde (spater auch 
von einem Tensorfeld), wenn jedem einzelnen Punkte der Mannigfaltigkeit 
ein Skalar oder Vektor als Funktion des Ortes zugeordnet ist. Der Begriff 
des Feldvektors als einer Ortsfunktion ist wohl zu unterscheiden von dem 
Begriff des ortsgebundenen Vektors}). ror 

In jeden Punkt einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit kann b el fest- 
gewahltem Koordinatensystem ein System von  kontrav arianten 
MaBvektoren é', a, Soe e gelegt werden?). Ihre Bestimmungszahlen in diesem 


Dieser kovariante Vektor mit den Bestimmungszahlen 





Koordinatensystem sind gegeben durch die Gleichungen 


; 4 fiir 7 = k (nicht tiber 2 summieren!) 
v 


Apne (6) 
kt O4uE. 7 = F.. 

1) So sind z. B. im gew6hnlichen euklidischen Raume die Vektoren nicht ortsgebunden, 
sondern frei verschiebbar (im Gegensatz zum allgemeinen Falle). Trotzdem kénnen wir 
natiirlich auch im euklidischen Raume von Vektorfeldern und Feldvektoren Sprechen. 

2) Durch den unten angeschriebenen Index k soll der k-te Ma8vektor e individualisiert 





werden. Die Mafvektoren sind also nicht zu verwechseln mit den in der nachsten Ziffer zu 
besprechenden Tensoren mit rechts unten angeschriebenen kovarianten Indizes. Im drei- 
dimensionalen euklidischen Raum entsprechen den MaSvektoren die drei Grundvektoren 


c ie f. 
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Die Gleichungen v= vt (7) 
stellen die Zerlegung eines kontravarianten Vektors in seine eee — 
Ebenso kann ein System von ” kovarianten MaBvektoren ¢;, @;, -. Ga 
eingefiihrt werden, mit den Gleichungen 
k 4 fiir i = k (nicht tiber 7 summieren !) 
a= : (6 a) 
0 fir 7+, 


die die Komponentenzerlegung des kovarianten Vektors w;: 
k 


Ww ,= We (7a) 
ergeben, 
2. Tensoren. Werden aus # linear unabhangigen kontravarianten Vektoren 
v', v,. ,v in bestimmter Reihenfolge die 2” Produkte 
1 2 
ya te eee tp = yh vie eda yp 
2 P 


gebildet, so transformieren sich diese in bestimmter Weise linear homogen. Jede 
GréBe mit n? Bestimmungszahlen, die sich ebenso transformieren wie diese 
Produkte, heiBt ein kontravarianter Tensor #-ter Stufe oder f-ten Grades. 


Lassen sich # kontravariante Vektoren v', v', ann i so finden, daB fiir alle 
Bestimmungszahlen 
piste eee tp = yu yee a nye UP 
5 ee p 


ist, so heiBt der Tensor das allgemeine Produkt dieser Vektoren, sonst kann 
er wahrend der Rechnung als Produkt von # idealen, durch die obige Gleichung 
definierten Vektoren aufgefaBt werden. 

Analog werden die kovarianten und gemischten Tensoren eingefiihrt. So 
transformieren sich z. B. die Bestimmungszahlen eines gemischten Tensors 
dritter Stufe aj’ so, wie die 13 Produkte der Bestimmungszahlen eines ko- 
varianten und zweier kontravarianter Vektoren wu; v* w'. Die Bestimmungs- 
zahlen eines kontravarianten Tensors zweiter Stufe a’* transformieren sich 


folgendermaBen qim — Pi, p™ git (8) 


und die eines kovarianten Tensors zweiter Stufe 5;;, nach den Gleichungen 


bim = 0. Oe. biz. (8a) 


Umgekehrt kann ein Tensor, z. B. ein kontravarianter Tensor zweiter Stufe, 
auch definiert werden als eine Gré8e mit n? Bestimmungszahlen, die sich nach 
den oben angeschriebenen Gleichungen transformieren 4). 


4 yy) ‘ : 
Sei z. B. aj. ein Tensor vierter Stufe, so muB der Ausdruck 
kl 
Aj. mW Vy, Wye” 


eine Invariante sein, d. h. es mu8 die Gleichung 


—m kl i 
Gj..m U Vy WZ = Aj..mU VE Wz”). 


” Der Name Tensor stammt aus der Elastizitatstheorie, wo die Spannungstensoren 
zuerst betrachtet wurden. 


*) Dabei soll durch die Punkte in der Schreibweise ae m die Reihenfolge der (realen 


oder idealen) Vektoren, als deren Produkt der Tensor a: ee aufgefaBt werden kann, an- 


gedeutet werden. Wegen des spater einzufithrenden Prozesses des Herauf- oder Herunter- 
ziehens der Indizes ist auch auf die Reihenfolge der kontravarianten und kovarianten Indizes 
gegeneinander zu achten. 
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bei beliebiger Wahl der kontravarianten Vektoren u, z und der kovarianten 
Vektoren v, w bestehen. 

Von besonderer Wichtigkeit ist der gemischte Tensor 0), mit den Bestimmungs- 
zahlen : ; 
1 fiir 7 =k (nicht iiber 7 summieren!) 


v 
ac enter es (9) 
der in jedem Koordinatensystem die gleichen Bestimmungszahlen besitzt, wie 
man sich an Hand der Gleichungen (3a) leicht iiberzeugt. 

Im allgemeinen ist also bei einem Tensor auf die Reihenfolge der (realen 
oder idealen) Vektoren genau zu achten. Andert sich ein Tensor nicht, wenn 
zwei (reale oder ideale) Vektoren vertauscht werden, so hei&t er in den, diesen 
Vektoren entsprechenden, Indizes symmetrisch. Es ist also z. B. der Tensor 
a’*® symmetrisch, wenn a’* = a*' ist. Andert ‘ein Tensor bei Vertauschung 
zweier Vektoren sein Vorzeichen, so heiBt er in den entsprechenden Indizes 
schiefsymmetrisch (antisymmetrisch). Ist also z. B. 5;,=—dj;, so ist 
der Tensor 6,;;, ein schiefsymmetrischer Tensor zweiter Stufe (Flachentensor 
erster Stufe bei WEYL, kovarianter Bivektor bei SCHOUTEN). 

Bezeichnungen. Bei ScHoOUTEN (Ricci-Kalkiil) wird der Tensor als 
Affinor bezeichnet, wahrend der Ausdruck Tensor fiir einen in allen Indizes 
symmetrischen Tensor reserviert bleibt. Ein in zwei Indizes schiefsymmetrischer 
Tensor heiBt ein in diesen Indizes alternierender Affinor. Die Vektoren 
sind in der oben verwendeten Bezeichnungsweise als Tensoren erster Stufe auf- 
zufassen. 

3. Addition, Multiplikation, Verjiingung. Aus dem Vorhergesagten folgen 
die Operationen der Addition, Multiplikation und Verjiingung. Durch Addition 
zweier gleichartiger Tensoren entsteht wieder ein gleichartiger Tensor 


; Giz + Orn = Cix- (10) 
Durch Multiplikation z. B. eines Tensors zweiter Stufe a;, mit einem Tensor 
dritter Stufe };”” entsteht ein Tensor fiinfter Stufe 
Aik by” = Cine . (11) 
So kann aus zwei kontravarianten Vektoren a’ und 6! ein schiefsymmetrischer 
Tensor zweiter Stufe gebildet werden 
op — ah = c*, (12) 
wobei 
ke ee 
Ist at ein gemischter Tensor zweiter Stufe, so ist aj eine Invariante. 
Denn ebenso wie aj" v'w,; ist auch 
gs (13) 


eine Invariante: Daraus folgt die Operation der Verjiingung. LaBt man in 
einem gemischten Tensor einen bestimmten oberen (kontravarianten) Index 
mit einem bestimmten unteren (kovarianten) Index zusammenfallen und sum- 
miert nach diesem, so entsteht ein Tensor von einer um zwei geringeren Stufen- 


zahl. So entsteht z. B. aus dem Tensor aj iz” durch Verjiingung der Tensor 
air = diz- (14) 


Im besonderen erhalt man aus einem gemischten Tensor zweiter Stufe durch 
Verjiingung einen Tensor nullter Stufe (einen Skalar). 
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4. Fundamentalform. Herauf- und Herunterziehen der Indizes. In eine 
n-dimensionale Mannigfaltigkeit mége durch einen kovarianten symmetrischen 
Fundamentaltensor zweiter Stufe g;,() mit einer Matrix vom Range 7 eine 
Metrik eingefiihrt werden, d. h. es mége die Lange des Linienelements ax 
gemessen werden durch den Ausdruck 


isnt (15) 
und allgemein die Lange eines kontravarianten Vektors v' durch 
Uv = Veun.v'v'. (45a) 
Durch die. Gleichungen os : 
g gi = 0; (16) 


werde dann der zugehorige kontravariante, symmetrische Fundamentaltensor ge 
eingefiihrt?), und es mége die Lange eines kovarianten Vektors w" gemessen werden 
durch den Ausdruck 


w = [g'* w;w,. (17) 
Der Winkel zweier kontravarianten Vektoren v', w' wird gegeben durch den Aus- 
druck _- qt apy 
cos (v, w) = Beri (18) 
UW 


Eine Mannigfaltigkeit, in der eine solche Metrik eingefihrt ist, hei8t dann eine 
RiEMANNsche Mannigfaltigkeit (vgl. dariiber auch den Artikel iiber- RIEMANN- 
sche Geometrie). 
Setzen wir g;,v' = vz, So ist 
Sig Vik = u,v", (19) 
und es kénnen bei fest gegebener quadratischer Fundamentalform die v; und v* 
aufgefaBt werden als die kovarianten und kontravarianten Komponenten eines 


und desselben Vektors. Dann ist natirlich auch 


g* yy, = und ade iene heh ae (20) 


Analog kann man dann auch bei Tensoren hoherer Stufenzahl von kontra- 
varianten zu kovarianten Komponenten iibergehen und umgekehrt, z. B. 
a gs Sem = dim: (21) 
Dies ist der ProzefS des Herauf- und Herunterziehens der Indizes, 
Die gemischten Komponenten des Fundamentaltensors lauten 7 


gi = Of. (22) 
Aus dem Vorhergehenden ergibt sich auch die Invarianz der Ausdriicke 
Bp da Ope OEY, ae, 


die aus den Tensoren a;;,, 0j41, ... gebildet werden kénnen. 


II. Vektoren im dreidimensionalen euklidischen 
Raum. 


5. Allgemeines. Kovariante und kontravariante Vektoren in einer n-dimen- 
sionalen Mannigfaltigkeit sind im allgemeinen ortsgebundene GroSen. Um 
z. B. zwei kontravariante Vektoren in verschiedenen Punkten miteinander ver- 
gleichen zu kénnen, bedarf es erst der Einfiihrung eines Ubertra gungsprinzips 
durch das jedem kontravarianten Vektor im Punkte P ein iibe rtragener Vektor 


*) Die Bestimmungsstrahlen g‘* sind den al i ivi 
. gebraischen Komplementen der g,,, divi- 
diert durch die Determinante g = \gi,| der g, gleich, . : pace 
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im Nachbarpunkte Q zugeordnet wird. Wir werden uns weiterhin im nidchsten 
Abschnitt mit Ubertragungen zu beschaftigen haben, die dem Vektor v im Punkte x‘ 
den Vektor v' + dv' im Punkte x’ + dx! als iibertragenen Vektor zuordnen, 
wobei die dv' durch die Gleichungen 


dv = —I* vax! (23) 


gegeben werden. Dabei sind die J, Funktionen des Ortes in der Mannigfaltigkeit 
und transformieren sich in bestimmter Weise (itbrigens nicht wie ein Tensor 
dritter Stufe). Lat sich nun in einer Mannigfaltigkeit ein Koordinatensystem 


derart einfiihren, daB in diesem Koordinatensystem alle 7%, in allen Punkten 
gleich Null werden, d.h. daB in diesem System die itbertragenen Vektoren v! +. dv! 
im Punkte x’ + dx* dieselben Bestimmungszahlen besitzen wie die urspriing- 
lichen Vektoren v' im Punkte x*, so heiBt die Mannigfaltigkeit eine euklidisch- 
affine und das Koordinatensystem ein kartesisches (vgl. dariiber Abschn. IV 
dieses Kapitels). Jedes aus einem kartesischen System x* durch lineare Trans- 
formation mit konstanten Koeffizienten 


x = Oj, x" + B; (24) 


hervorgehende System ist wieder ein kartesisches. 

Offenbar wird dadurch die euktidisch-affine Mannigfaltigkeit als eine Mannig- 
faltigkeit definiert, in der die Vektoren ohne Anderung der Komponenten frei 
verschiebbar sind (im Einklang mit der elementaren Anschauung). 

Beschranken wir uns nun auf euklidisch-affine Mannigfaltigkeiten, bezogen 
auf kartesische Koordinatensysteme und schranken dementsprechend die 
Koordinatentransformationen auf die Gruppe aller linearen Transformationen 
mit konstanten Koeffizienten (die affine Gruppe) ein. In einer solchen Mannig- 
faltigkeit sind, wie gesagt, die Vektoren nicht mehr ortsgebunden. und ein kontra- 
varianter Vektor kann reprasentiert werden durch die Figur zweier durch einen 
Pfeil verbundener Punkte, da sich seine Bestimmungszahlen so transformieren 
wie die Koordinatendifferenzen zweier Punkte. Analog kann ein kovarianter 
Vektor w; reprasentiert werden durch die Figur zweier paralleler, durch einen 
Pfeil verbundener Hyperebenen die aus den Koordinatenachsen Stiicke von 
der Lange 1/w; (gemessen mit den kontravarianten MaBvektoren) ausschneiden. 
(Der Begriff des Parallelismus ist durch die Ubertragung definiert: Vektoren, 
die durch Ubertragung auseinander hervorgehen, sind parallel.) Durch eine qua- 
dratische Fundamentalform g;,v'v’ mit konstanten Koeffizienten g;, wird in 
diese Mannigfaltigkeit die euklidische Metrik eingefihrt. 

Beschranken wir uns weiter auf die Dimensionszahl = 3 und schranken 
die Koordinatentransformationen auf die affin-inhaltstreue Gruppe (mit 


der Transformationsdeterminante |a;,|—=-1) ein. Es werde inbesondere der 
von zwei kontravarianten Vektoren a’, b' gebildete schiefsymmetrische Tensor 
cik — gihk — gk pi, SE (25) 


betrachtet. Er hat dieselbe Anzahl (von Null und untereinander verschiedener) 
Bestimmungszahlen und transformiert sich wie ein kovarianter Vektor. Letzteres 
ergibt sich am einfachsten aus der Tatsache, daB die Determinante der drei Vek- 
toren a’, b' und des willkiirlichen Vektors /’, namlich 


a a ae 
A=|bt OB BF | = fic?’ + fc32 + Pol, 
Oe aaa is 
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zufolge des Multiplikationstheorems fiir Determinanten invariant ist gegentiber 
affin-inhaltstreuen Transformationen. Wird ein bestimmter Schraubsinn aus- 
gezeichnet (z. B. durch die Forderung, die drei Koordinatenachsen sollen ein 
rechtshandiges System bilden, welche Eigenschaft bei der jetzt verwendeten 
Gruppe erhalten bleibt), so kann also dieser Tensor auch aufgefaBt werden als 
ein kovarianter Vektor mit den Komponenten 


d= C8, dies) a ee (26) 
Verwenden wir insbesondere als kontravariante MaBvektoren ein System 


paarweise aufeinander senkrecht stehender Einheitsvektoren und lassen dem- 
zufolge nur eigentlich-orthogonale Koordinatentransformationen zu 


4 fiir 7 =k (nicht tiber 7 summieren!) 
0 fir z+ 
| %z| = +1, 
so wird die quadratische Fundamentalform 
ds® = dx* + dy* + dz? 

Bind ve = (v1)? + (v2)? + (v9)? (28) 
und die kovarianten und kontravarianten Vektoren transformieren sich in 
gleicher Weise. Denn jedes Element einer eigentlich orthogonalen Deter- 
minante ist gleich seinem algebraischen Komplement. Dann kann der Tensor 
c* schlechthin als Vektor aufgefaBt werden, und dieser Vektor wird bezeichnet 
als das Vektorprodukt der beiden Vektoren a‘ und 0’. Man nennt ein solches 


Vektorprodukt einen axialen Vektor, weil seine Komponenten sich bei der 
Koordinatentransformation mit der Determinante —414 


15 St = | (27) 


bzw. 


= —x1, a — x, x3 = — x3 
nicht andern, wahrend die Komponenten eines polaren Vektors dabei mit —1 
multipliziert werden. Beschrankt man sich aber auf eigentlich-orthogonale 
Transformationen mit der Determinante +1, so besteht kein Unterschied 
zwischen polaren und axialen Vektoren. 

6. Vektoralgebra. Es sei in eimem dreidimensionalen euklidischen Raum 
ein rechtshandiges Orthogonalsystem von Koordinaten eingefiihrt, mit den 
Achsen x1, x?, x8, die der Reihe nach mit x, y, z bezeichnet werden moégen. Der 
Vektor mit den Komponenten a@,, a,, a, mége durch das zusammenfassende 
Symbol a und die drei MaB- oder Grundvektoren der Reihe nach mit i, j, ¥ be- 
zeichnet werden. Als Summe zweier Vektoren a + 6 bezeichnet man den Vektor 
mit den Komponenten a, + b,, ay + by, 4, + b,. Er wird dargestellt durch 
die Diagonale des von den beiden Vektoren aufgespannten Parallelogramms. 
Dann kann auch geschrieben werden: 


a= a,i + a,j + af. (29) 

Die Lange des Vektors a ist 
lolsa=Je+ata. (30) 
Der Invariante a;b' entspricht das skalare Produkt zweier Vektoren 
acb=b-a=a,b, + a,b, + a,b,. (34) 


Fiir das skalare Produkt wird auch die Bezeichnung (ab) verwendet. Es ist 


a:b =a-bcos(a, b). 
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Das Vektorprodukt zweier Vektoren wird durch [ab] bezeichnet und ist ein 
Vektor, der auf den beiden Vektoren a und b senkrecht steht, so daB die drei 
Vektoren a, 6, [ab] der Reihe nach ein Rechtssystem bilden. Seine Lange ist 
gleich dem Flacheninhalt des von a, 6 aufgespannten Parallelogramms 





a l(a b]| = absin(a,b). (32) 
ae eae: 
[ab] = —[ba] = ey ene a (33) 
Be hy be 


Fir die Grundvektoren gelten die Formeln 


(ii) = (ij) = EF) =14, 





(ij) = G2) = (fi) =0, (34) 
ti] =i = (Ff =o, 
tut, Hi=i, (ft) =]. (35) 


Fur das skalare wie fiir das Vektorprodukt gilt das distributive Gesetz. 
Das skalare Produkt eines Vektors mit einem Vektorprodukt 


(a [b c}) 
ist gleich der Determinante 
G2."hy, 6; 
(abc) =|6, b, 06,| =6V. (36) 
Coie Gs 


V ist dabei das Volumen des von den Vektoren a, 6 und ¢ aufgespannten 
Tetraeders. Aus (36) folgt 


(a[b c]) = (bLea]) = (c[ab]). soa) 
Das Vektorprodukt eines Vektors mit einem Vektorprodukt ist 
[a [6 cj] = b(ac) — c(ab). (38) 
Das skalare Produkt zweier Vektorprodukte ist 
(La b] [ed]) = (ac) (6d) — (be) (ad). (39) 


Die Formeln (38), (39) bestatigt man am einiachsten durch Ausrechnen 
einer, Zz. B. der x-Komponente. Fir das Vektorprodukt [ab] wird auch oft die 
Bezeichnung a X b gebraucht. 

7. Vektoranalysis. Gradient, Divergenz, Rotation. Ist jedem Punkt des 
Raumes ein Vektor oder Tensor als Funktion des Ortes zugeordnet, so spricht 
man von einem Vektor- oder Tensorfeld. Benutzen wir fiir einen Augenblick 
die alte Bezeichnungsweise unter Beibehaltung der einschrankenden Voraus- 
setzungen, so sehen wir: ist z. B. a;, ein Tensor zweiter Stufe, so ist 


Aj, vw 
eine Invariante. Dabei mégen die Vektoren v', w' als konstant angenommen 
werden, was ja hier einen invarianten Sinn hat. Dann ist aber auch 


Cp as 
= wkd x! 
Ox 
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eine Invariante und ea — b;,, sind die Bestimmungszahlen eines Tensors 
- dritter Stufe1). Insbesondere liefert die Differentiation eines Skalars py einen 


Vektor oes b;, den Gradienten von gw. Die Differentiation eines Vektors 





Ox 
a; = a" liefert einen Tensor zweiter Stufe 
Oa; i 
Aye big = Oz. 


Verjiingung ergibt die Invariante bi, die Divergenz des Vektors a;. Der schief- 
symmetrische Tensor zweiter Stufe 
bin = — Ons 
kann auch als Vektor aufgefaBt werden, als die Rotation des Vektors q;. 
Es ist also der Gradient einer skalaren Funktion ~ ein Vektor 








aR OM Oy 
grady =i2 7 4 gy ogee ee (40) 
wenn mit V (Nabla) der symbolische Vektor 
we) mae 0 
Vleet es la tae (41) 


bezeichnet wird. Der Betrag von gradq ist gleich dem Maximum des Anstiegs 
dg/ds und seine Richtung zeigt die Richtung des gréBten Anstiegs (senkrecht 
zur Aquiskalarflache g = const) an. 

Die Divergenz schreibt sich als Produkt der Vektoren V und a 


Od, , Oty , O@, 7 ; 
Ox | oy | ae (42) 








iy: — 
und ist ein Skalar. 
Der Vektor der Rotation ist 





La HOGe Lea. OG, CaN. Ca Wah, 
also rot a= (Fe ral (a shi (ae mat 


Statt rota wird auch oft curla geschrieben. 
Fir die kombinierten Operationen ergibt sich 


ie “oleae ce 
grad diva =i =~ (diva) + lay (diva) + £— (diva) . (44) 


: oO? CO C7 
div gradpy = = ae ast - =A, 








wenn mit 4 der Laplacesche Operator 


(ol (ord 
aye t oR (45) 








ie Vee 
— Ox F 
bezeichnet wird. Unter 4a versteht man dann den Ausdruck 
Aa =iAa, + jda,+tAa,. 
") DaB durch Differentiation eines Tensors n-ter Stufe ein Tensor (m+ 1)-ter Stufe 


gewonnen wird, ist unabhangig von der Dimensionszahl n = 3 und gilt z. B. im vierdimensio- 
nalen euklidischen Raum ebenso wie im dreidimensionalen. 
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Weiter ist 


rot gradm = 0, divrota=0, rotrota = grad diva — da. 
div[ab] = brota — arotb, div(pa) = pdiva + (agradq). 





; (44) 
rot[ab] = (bgrad) a — (agrad) b + adivb — bdiva, 
grad (ab) = (agrad) b + (6grad) a + [arot b] + [brota). 
Dabei ist 
Db 0b, Db, 0b, Ob, Ob, 
(a grad) b, = a, 5: + ay r Ld s. » (agrad) d, =a, ay + % By | ae 


usw. 


Transformation von dq. Werden im dreidimensionalen Euklidischen 
Raum neue Koordinaten eingefiihrt durch die Gleichungen 


w= 4(6, 8,8), voy, &), 2=2(&, &. &) 


Eos Ox , oy dy , Ox dz au | 
Gee G8, Oh, OF, Of, ' OE, 08,’ © = l8te 








r) > 0é; 0&, | 0é,; og Mes iD oe 0 fir k=/ 
dx Oy Oy" Os 02," — > 4 fir k= 1, 


so transformiert sich der Ausdruck 





By Cp . yp 
AP = aa 1 oe oa 


1 é ess in OY 
sont Dale DOM) e 


Ist speziell das neue Koordinatensystem ebenfalls rechtwinklig: g,5 = 213 = £03 = 0, 
so ergibt sich ~ 


1 0 (0 ) ) i ois 0 ie =. 46a 
Ap = 15 (52) §11 v 3g, 0&, 822 © Bz, ae, | &33 ( ) 


AnschlieBend seien noch die Ausdriicke fiir die Vektoroperationen in zwei 
speziellen Fallen angegeben, in denen wir es mit krummlinigen Koordinaten- 
systemen zu tun haben, und zwar mit dreifachen Orthogonalsystemen, 
(vgl. Kap. 4, Ziff. 29), bei denen die durch einen Punkt gehenden Schnitt- 
kurven der drei Koordinatenflachen dort paarweise aufeinander senkrecht 
stehen. Seien i, tz, is die drei in diesem Punkte in den Richtungen der drei 
Schnittkurven gelegenen Einheitsvektoren und @,, a, a3 die Komponenten des 
Feldvektors nach diesen drei Richtungen, so gelten fiir Zylinderkoordi- 
Macken 7, @,, 2 


in folgender ‘Weise 

















S=1tes@, VYoxrsing, 221) 


1) Hier sind die Zylinder x* + y? = y? und die Ebenen y = ~tgg und z= konst, die 
Koordinatenflachen. 
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die Formeln 





of, 6 of. Frayne 1) Oa, , 04s 
’ gradf = Sig + Shin + 37 18? Ciivae == Y Kae aces Oz 
rota = a3 ali or 5 ae aa: Ig Or (745) v0 's 
14 0 (Of ish emo! 
Af=+ = (v3!) Pog | dz’ 


Fir Kugelkoordinaten 7, 9, 0 
x—=rsindcosy, y=rsindsing, 7= v cost 1) 


gelten die Formeln 




















OF, ey CTY 
gradf = a8 a vy sind OP la + 7098 
5 AO, 1 0 (sin Bas) 
div. 2 4 (7? a) + ysind Og > y sind oo 
1 Od 1° O(sin? as) li 
Hey: E sind Op rsind Oo ia 
Oa, 4 O(7as5)}. 4 O(ya,) 1 Oa , 
+533 — y OY [iat i Or, ne ae dp 18 
Anco Of 4 Of 1 =a of 
ss 7 OY (* 3) Z Psin2d dy? 7 yPsind oo sind r) : 
Ortsvektor. Sei r der Vektor vom Ursprung zum Punkte %, y, 2 
r=*i+yj+ z£, (47) 
dann ist 
divr=3, rotr=0O. (47 a) 


Durchlauft r = r(s) die Punkte einer Raumkurve (wo s ihre Bogenlange ist), 
so ist 


ein Einheitsvektor (Vektor vom absoluten Betrag eins) in Richtung der 
Tangente. Weiter ist 
Xs Kt 
a tie oa) 
wo %t ein Vektor von der Richtung und Lange des Kriimmungsradius ist. 
8. Die Integralsaétze von Gauss, Stoxes und Green. Unter dem Linien- 
integral eines Vektors entlang einer Kurve versteht man den Ausdruck 


fads =fasds =| (a3) ds, (49) 
wobei 8) der Einheitsvektor in Richtung der Kurventangente ist. 
Unter dem Flachenintegral eines Vektors iiber eine Flache versteht man 


den Ausdruck 
wobei ny der Einheitsvektor in Richtung der Flachennormalen ist. 
Dann gilt zunachst der Satz von Gauss 
fad =fdivady, (54) 


1) Hier sind die Kugeln 4? + y2 + 22 = 7?, 


die Ebenen y= xtgqm und die Kegel 
a2 + y? = 22 tg2%@ die Koordinatenflachen. 
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wobei das Volumintegral ttber das von der Flache umschlossene Volumen zu 
erstrecken ist und der Vektor der Flachennormale nach auBen weist. 
Dies ergibt fiir die Divergenz den Ausdruck 


: : ‘ad 
diva = limZ322, (54a) 


dv=0 





Der Satz von STOKEs lautet 
[ads =frotadf, (52) 


wobei das Flachenintegral iiber irgendein durch die geschlossene Kurve gelegtes 
Flachenstiick zu erstrecken ist und die Normale so gerichtet sein mu, daB, 
von ihrer Spitze aus geschen, der Umlaufssinn der Kurve positiv ist. 

Fur die Komponente der Rotation in Richtung der Flachennormale gibt 
das den Ausdruck ; 
‘ad8 
/ ap (52a) 





rot,a = lim 
af=0 


Anwendung des Gaufschen Satzes auf den Vektor ygrad@ liefert den 
Satz von GREEN 


[werad pdf =[pApdo + | (grady- grad yy) dv, (53) 
und daraus weiter den Satz Yara 
[(eradgy — pgrady) df =[(ydy — pAy) dv. (53a) 


9. Besondere Vektorfelder. Stellt man sich die Vektoren eines Feldes als 
Geschwindigkeitsvektoren einer Flissigkeitsstré6mung vor, so kann man jeden 
Punkt, in dem diva +0 ist, als Quellpunkt bezeichnen. Als die auf die 
Volumeneinheit bezogene Ergiebigkeit einer Quelle wird dann der Ausdruck 


0 = za iiva (54) 


bezeichnet. Quellpunkte von negativer Ergiebigkeit werden auch Senkpunkte 
genannt. 

Ist an einer Stelle des Feldes rot a + 0, so spricht man von einem Wirbel 
und bezeichnet als Wirbelstarke den absoluten Betrag von rot a. 

Aus der Gleichung rot grad my = 0 folgt: das Feld eines Gradienten 
ist wirbelfrei, das Integral fad3 verschwindet iiber jede ge- 
schlossene Kurve des Feldes. 

Es sei nun ein stetiges und wirbelfreies Vektorfeld a ge- 
geben mit stetig verteilten Quellen von der Ergiebigkeit 





‘inde 
C= diva. 
Wir wollen von ihm voraussetzen, da8 sein Quellensystem von einer Flache 
umschlossen werden kann. Dann ist der Vektor a darstellbar als negativer 
Gradient eines Potentals 





a = —gradg, (55) 
und es ist : ae 
yas dv-o “igen Sipe DUES eee Lt 3 


Y 
in jedem beliebigen Punkt P des Feldes, wobei 7 die Entfernung vom betreffenden 
Quellpunkt zum Aufpunkt P ist und die Integration tiber den Bereich der 
Quellpunkte zu erfolgen hat. j 


is 
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Ist das wirbelfreie Vektorfeld an einer Unstetigkeitsflache /,, nicht stetig, 
das Potential jedoch dort stetig, so ist 





Glee oes a the (56) 
Dabei ist 
@ = — 7 (am, + on,)- (56a) 


Gy, und ay, sind die Komponenten des Vektors ain Richtung der Flachennormalen, 
wobei die Flachennormale auf beiden Seiten der Flache zur Flache hin gerichtet 
ist. Der Ausdruck 42 heiBt dann die Flachendivergenz des Vektorfeldes, 
und w bedeutet die auf die Flacheneinheit bezogene Ergiebigkeit der tiber die 
Flache verteilten Quellen. 

Erleidet endlich auch das Potential an der Unstetigkeitsflache /,, einen 
Sprung vom Werte q; auf den Wert gy, so wird 


ie dv-e Bee — |ahe(engrad, +) (57) 





y 
Dabei ist 


t=2 (1-9). (57a) 


n ist der Einheitsvektor der Flachennormale von 2 nach 1 gezogen. Durch grad, 1/7 
wird angedeutet, daB der Ausdruck 1/7 nach den Koordinaten des Aufpunkts P 
zu differenzieren ist. Wird er nach den Koordinaten des Quellpunkts differenziert, 
so schreibt man grad, 1/7, und es ist ; 


1! 1 
grad, deal —grad, oe (58) 


Man’ spricht hier von einer Doppelschicht, die mit Doppelquellen belegt 
ist, wobei man unter einer Doppelquelle das durch das Zusammenriicken eines 
Quellpunktes und eines Senkpunktes von entgegengesetzt gleicher Ergiebigkeit 0, 
entlang der Verbindungsgeraden entstandene Gebilde versteht, wenn dabei das 
Produkt o/ (J = Entfernung vom Senkpunkt zum Quellpunkt) endlich bleibt. 
Als das Moment einer Doppelquelle wird ein Vektor m vom Senkpunkt 
zum Quellpunkt gerichtet und vom absoluten Betrage des Grenzwertes von ol 
bezeichnet. Das Potential der Doppelquelle ist gegeben durch den Ausdruck 


g=— (m grad, a 2 (59) 
Es ist auch 1 
—dfy,(rn+ grad, +) = 4-4Q)r|, (60) 


wenn 42 der kérperliche Winkel ist, unter dem das Flachenelement d/,. vom 
Aufpunkt P gesehen wird, und das Plus- oder Minuszeichen gesetzt wird, je 
nachdem ob der Vektor vom Quell/punkt zum Aufpunkt mit dem Vektor tndfj» 
einen spitzen oder stumpfen Winkel einschlieBt. 
Aus der Gleichung 
div rota = 0 

folgt, daB das Feld eines Rotationsvektors quellenfrei ist. Ist a ein steti gest 
quellenfreies Vektorfeld 

diva = 0, (61) 
dessen Wirbel in einem endlichen Bereich liegen und gegeben 


sind durch 
TOL =e ocr (62) 
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so kann a als die Rotation eines quellenfreien Vektors & dar- 
gestellt werden 





Q@=rotY, div% =o. (63) 
Der Vektor % heiBt Vektorpotential, und es ist 
dv-c 
Q =| ci (64) 


Ist der quellenfreie Vektor a endlich, jedoch an einer Fliche fi unstetig 
(wobei wegen der Quellenfreiheit von a seine Normalkomponenten die Flache 
stetig durchsetzen miissen), so ist 


fdv-c 
m= [+ fahy 8. (65) 
Dabei gilt fir den Flachenwirbel 47g die Gleichung 
4g = [m, a, — ag]. (65a) 


Ein beliebiges Vektorfeld a eines stets endlichen Vektors, 
das mit Ausnahme gewisser Unstetigkeitsflachen fimStetierist 
und dessen Quellen und Wirbel in einem endlichen Bereich 
liegen, 1a8t sich darstellen als Superposition eines wirbelfreien 
und eines quellenfreien Feldes 





a=a+a”’, (66) 
rota’—0, diva” =0, 
a’ = —grady, a= rot Wl, (66a) 
dv-o afin + @ 
ee er ae 
(66b) 





‘dv-c afie* G 
am fe 4 fitters, 


wobei 9, w, c und g die oben definierte Bedeutung haben. a4 
Sei in einem quellenfreien Vektorfelde a auch rota =O auBer auf einer 
Linie (Wirbellinie). Die Wirbellinie kann im Endlichen weder beginnen noch 


enden. Es ist 
fad3 = frotadj = konst. = 4ar (67) 


fiir jede die Wirbellinie einmal umschlieBende Kurve. 47 heiBt das Moment 
der Wirbellinie. Das Vektorpotential der Wirbellinie ist wegen dv = ds-df 


d (64 
und (64) : nee (68) 


Y > 
wobei das Integral iiber die Wirbellinie zu erstrecken ist. Daraus folgt «| 
(a8, t] 
3 ’ 


‘ (69) 
da = a (a3, tr]. 





a= rot %a =). 


Die Vektoren @8, r und da sind orientiert wie ein rechtshandiges Koordinaten- 

system (Ampéresche Schwimmregel). Das Vektorfeld einer Wirbellinie 

ist identisch mit dem Feld einer homogenen Doppelschicht von dem konstanten 
13* 


496 Kap. 5. J. Lense und Tu. RaDAKOVIC: Vektor- und Tensorrechnung. Ziff. 10. 


Moment 7, die durch irgendeine von der Wirbellinie umrandete Flache /,, ge- 
legt ist. Das Potential der homogenen Doppelschicht ist 


gy =+|z|2 (70) 
und erleidet an-der Flache /,, den Sprung 
Pi — Yo = 407. (71) 


10. Lineare Vektorfunktionen. Sind die Komponenten eines Vektors a 
als homogene lineare Funktionen der Komponenten eines Vektors 6 gegeben 
a, = Genus ef Gay Oy ss Gurls 
Ay = Fyn 0x + Iyy by + Gye (72) 
a, = eae oy Gayle os Oye: 
so sagt man: a ist eine homogene, lineare Vektorfunktion von b. Die g 
sind dann die Komponenten eines Tensors zweiter Stufe. Eine solche Vektor- 


funktion lat sich in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Teil 
zerlegen ; 





by Ss Ea mya ae Zu 
Se = Vente + 22S bot = b, 


zy Tt Gye j et Gey 
Diaem es On 1 Iyy Oy + a b, (73) 





pppoe zx Pais z 
ee if b, + & att by + Gog be 


und 
ly = 4 (Gey mae a) by ae 4 (Geo aor x2) b, 
ty = $ (Qyz me Gey) b, [33 3 (Quy 7 Yyz) bz (73 a) 
ae, = 4(G20 = ez) by = 3 (Yyz vial Izy) b, , 
a= $-~-it (76b) 
wird. 
Die Komponenten des symmetrischen Teiles speziell mégen mit Szz, Syy, Szz, 
Say seSn est Sia ezelcnmet (z. Bas. a Tex des) . Sie sind die Komponenten eines 


symmetrischen Tensors zweiter Stufe. s,,, Syy, Sz, heiBen die Tensorkompo- 
nenten erster Art, °Sz,, Syz, S;, die zweiter Art. Pur die Invariante 


3b 
ergibt sich . 
k= 07 Sp_ + B* Syy + y? S822 + 20 BSzy =|; 2PY Sys + 204 Sz¢. (74a) 


a, B, y sind dabei die Richtungskosinus von 6 mit den Koordinatenachsen z. B. 
by 
a 


b . Setzen wir &= TE usw., so erhalten wir 





1= Se So =| HE Say = cise = ZEN Sz, =" 2H C Sue st Ze Sey 


als Gleichung einer Flache zweiten Grades, die gebildet wird von den Endpunkten 


der im Ursprung aufgetragenen Vektoren von der Linge a , wobei k der laut (74a) 
k 


zur Richtung «, B, y gehérige Wert ist (Tragheitsellipsoid, Tensorellipsoid). 
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Transformation auf die Hauptachsen (vgl. dazu den Abschnitt iiber Algebra, 
Kap. 2, Ziff. 33) gibt 


Sy = 54,0, Sp = So bp, Sg = S33 0g, (75) 


Sea b Syy + Szz = Sy + Sy2 + Soe (75a) 
zufolge der Uberlegungen von Ziffer 6. 

11. Differentiation von Vektoren nach der Zeit. Die Komponenten eines 
Vektors kénnen auBer von den Raumkoordinaten auch noch von einem Para- 
meter, z. B. der Zeit, abhaingen. Fiir die Differentiation eines Vektors nach 
diesem Parameter, z. B. der Zeit ¢, gelten die Regeln 


d(a+b) da , db 


und zugleich ist 





gf Tae (70) 
gs 94 it 9 
Sea eb eer, (76b) 
ey cha 63 
Ist insbesondere r der Vektor vom Ursprung zum Punkt P, so ist 
Tab 


der Geschwindigkeitsvektor des Punktes P. 
Wird die zeitliche Anderung eines Vektorfeldes von einem mit der Ge- 
schwindigkeit » geradlinig fortschreitenden System 


r=r— vt (77) 
aus beurteilt, so ist 
dd da 
Ai = ae (v grad) a, (77a) 


wobei da/dt die zeitliche Anderung in dem als fest betrachteten System darstellt. 

Die zeitliche Anderung eines Vektorfeldes werde andererseits von einem 

mit der Winkelgeschwindigkeit dw/dt rotierenden Bezugssystem aus beurteilt. 
Dann legt man in die Rotationsachse den Vektor der Rotationsgeschwindigkeit u 

vom Betrage dw/dt derart, daB, von seiner Spitze aus gesehen, die Rotation in 
positivem Sinne erfolgt. Dann ist 
da’ 


= at lau. (78) 


III. Tensoranalysis. 


12. Allgemeine lineare Ubertragungen. Kovariante Differentiation. Uber- 
tragungen von Wiretincer. Kehren wir zum allgemeinen Fall einer n-dimensionalen 
Mannigfaltigkeit zuriick. Die Gesamtheit der Linienelemente in einem Punkte 
mit den aus ihnen zu bildenden Figuren ist eine infinitesimale euklidisch-affine 
Mannigfaltigkeit E,, aber die E, in verschiedenen Punkten werden bei einer 
allgemeinen Koordinatentransformation in verschiedener Weise linear trans- 
formiert und stehen zundchst in keiner Verbindung miteinander, sie sind orts- 
gebunden. Sei ein Feld kontravarianter Vektoren lings einer Kurve gegeben, 
so kann der Vektor v' im Punkte P mit dem Vektor v' + dv'im Nachbarpunkte Q 
zunachst nur in einer euklidisch-affinen, auf kartesische Koordinaten bezogenen 
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Mannigfaltigkeit verglichen werden; in einer allgemeinen Mannigfaltigkeit, in 
der alle Koordinatensysteme gleichberechtigt sind, hat der Ausdruck dv' zunachst 
keinen geometrischen Sinn, da durch spezielle Wahl des Koordinatensystems 
simtliche dv' zu Null gemacht werden kénnen. Das kommt daher, daB zwei 
Vektoren in verschiedenen Punkten verglichen werden, Erst wenn eine Uber- 
tragungsvorschrift gegeben ist, durch die dem Vektor v' im Punkte P der 
Vektor v' + d,v' im Nachbarpunkte Q zugeordnet wird, kénnen zwei Vektoren 
im gleichen Punkte verglichen werden, und es wird dann der Ausdruck 
dv' = (v' + dv') — (v' + dyv') 

als das kovariante Differential des Vektors v' bezeichnet. Es definiert also 
jede irgendwie gegebene Ubertragung eine kovarianteDifferentiation, und um- 
gekehrt definiert jede irgendwie gegebene kovariante Differentiation eine Uber- 
tragung, deren Differentialgleichungen man erhalt, indem man das kovariante 
Differential dv‘ in der gewadhlten Richtung Null setzt?). 

Man kann nun nach dem Vorgang von SCHOUTEN (vgl. SCHOUTEN, Der 
Ricci-Kalkiil) durch eine Reihe von Forderungen an die kovariante Diffe- 
rentiation aus der Gesamtheit der Ubertragungen die linearen Ubertragungen 
herausgreifen. ~Diese Forderungen sind folgende: Sei ® ein (ohne Indizes ge- 
schriebener) kontravarianter, kovarianter oder gemischter Tensor beliebiger 
Stufe, so mége das kovariante Differential 6® folgenden fiinf Bedingungen ge- 
niigen: 

I. d® und @ sind GréBen gleicher Art. d® hat dieselbe Anzahl von Be- 
stimmungszahlen wie ® und sie transformieren sich in gleicher Weise. 

II. 6@ ist eine lineare Funktion des Linienelements 


6D = VD) dx. (79) 
III. Regel zur Differentiation einer Summe 
6(i +P) = d6@+ OW. (80) 
IV. Regel zur Differentiation eines allgemeinen Produkts 
6(OY) = PiD+ PSY. (81) 


V. Regel zur Differentiation eines Skalars: das Differential eines Skalars 
ist dem gewohnlichen Differential gleich 


Sfaafi. Wiens (82) 


Dann ergibt sich fiir das Differential eines kontravarianten oder kovarianten 
MaBvektors 
6 =I dx’, 
k m 


(83) 


a . Mm 

Oe = pet ey aie 

= ees ; ; 

ts Im sind dabei 2n3 voneinander vollkommen unabhangige, beliebig wahl- 


bare Parameter. Fiir das kovariante Differential eines kontravarianten oder 
kovarianten Vektors ergeben sich aus der Zerlegung in Komponenten 


a er ; 
Maat AE ia Wy = Wie 


1) Wir haben uns hier der Veranschaulichung halber des Begriffes Nachbarpunkt be- 


: i é 
dient, statt direkt an dem Ausdruck S - ae zu argumentieren. 
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die Formeln 
éu' = dul et + vk de a ay! + Tei e' vk dx! =dv' + It vkdx'. (84) 
Ow, = dw, — Tyi wddx". 
Bg se 4.7% yt, (84a) 
Pw, = Set — 1d Wi - (85 a) 


V ;v' und V,w, sind GréBen, die einen kovarianten Index mehr besitzen als 
v und Wy und die kovarianten Differentiale von v', w, genannt werden. 
Fur die Differentialgleichungen der Ubertragung ergibt sich dann 


dv' = —Thjv' dx, (84 b) 
dw, =Tyiw;dx'. (85 b) 


_ Die kovariante Differentiation eines Tensors héherer Stufe ergibt sich aus 
seiner Zerlegung in (reale oder ideale) Vektoren und Differentiation nach der 
Produktregel 


0 (a; x) = 6 (a; ay) = d (a; Ces ee ay, dx! = Eta , dx! (86) 


a Ui fy U 
= (ax) — Typ a,,dx — Ty a;,dx , 


OAix tp Sp 
Viadix = bin = xt Lit re — Let ir (87) 
oder 
ot 
i t Oa.%, i+ Arlt 
Vian = bn = or + Da — Dui ay (87 a) 
usw. 


Damit sich die dv‘, dw, ebenso transformieren wie v', w;, miissen sich die 
Ii in folgender Weise transformieren 


=O Oi Pal + tO Pin (88) 
und dieselben Transformationsgleichungen ergeben sich fir I;,7". Die I’, I” sind 
also keine Tensorkomponenten. : 

Man kann, wieder nach dem Vorgang von SCHOUTEN, zu einer invarianten 
Charakterisierung der vorliegenden Ubertragung kommen, indem man die J’, I” 
durch Tensoren ausdriickt. Setzt man 


Cig = Thi — Dei =Vidk (89) 
Siti =4( Ti — Th)» (90a) 
Sue = 4 (Tai — Tit), (90b) 
Sid = Sei’ + 4(Cizk — Cie), (90) 


so sind Ci}, Se Soa Bestimmungszahlen von Tensoren dritter Stufe. Wird 
endlich noch die kovariante Ableitung eines symmetrischen Tensors zweiter 
Stufe g** vom Range m (der zunachst nichts mit der Metrik zu tun haben muB) 


vorgeschrieben i ae 
: Vig = Oi | (91) 
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und damit auch die kovariante Ableitung des zugehdrigen kovarianten Tensors giz 
singe = OF, Gi” = (Ki in) OO" + ea OT = Ci be) 
Vi Sir = Qhir = — Bieri Qi + Cif Bret Cir Bie» (91a) 
so sind damit I’, I” gegeben, da in den Cae age’ zusammen 


‘ n(n — 1) n?(n + 1) 


= 275 
2 2 





n> 4 


Bestimmungsgr6Ben zur Vertiigung stehen. Denn S;;’ ist in den Indizes 7 und k 
schiefsymmetrisch und Q;’* in denselben Indizes symm er Nach den Regeln 
fiir die kovariante Saar a ist een 


, Qi" _ Vg! = £8 


Hieraus erhalt man durch Multiplikation mit g,; g,, und Verjiingung 


“Pat Ln 





a a Ogi® tk 
Sil'ss + Soil ti = —kes Sor Agi + £isn Qi 


Wi 
oe ches ; 





0g? t 

O= arg Bs = Bei A eS e 
kann dies auch so geschrieben werden 

i i __ OB ts “ik 

Gi l's1 + Bilin = aa + 8i8eeQi' 


Durch zyklische Indizesvertauschung (¢—s—/ und t+/-—:s) gehen daraus die 
zwei weiteren Formeln hervor 


Silt + Gil’ = ae + i 8nOis gilts — ile =a 81: 8e Qs - 
Addition dieser drei Formeln sibt bei Beriicksichtigung von (90a) 

2¢il' = (eee cg a m oe) + 8122 Qi” + Bein Ql” — erieinQs'* 
— 2B Ssi' — 2eis Set + 2Bes Sti" 





und daraus folgt 


4 OR Oe: OLin 4 on ann s - 
Tiny a (Se la a ) =F 2 (te i a gui Qi; ea 4 ” ore Ste Oo) 


+ Sti? — 8°" (eri Sit’ + B75 Sit’). 
Fuhren wir die Christoffelschen Symbole erster Art durch die Gleichungen 














| ‘ (se | as fe) (92) 
ein und ebenso die Christoffelschen Symbole zweiter Art 
ik), [tk 
eee bea (92a) 


so erhalten wir bei geeigneter Indizesvertauschung und Einfiihrung des Tensors Hes 
tk 1 : : ; 56 

= | ] ay: (gin Qk + eee Qi* — ges Sir Oi") + Siz | 

— 8 ir Sik + Ber S57) = al pl ep 


*) Vgl. unten Formel (94). Verjiingung der obenstehenden Formel mit Emr gibt (91a). 


(93) 
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Aus (89) ergibt sich dann -p Eee 
: / 1 Joe 
Tea [lhe ig, (93 a) 


Vie = Tix — Ci. (92b) 

Es seien noch die Formeln angegeben 
6(w; v') = d(w; v') = w,dv' +0'dw,; = v' dw; + w,d0' — Civ wp dx, (94) 
8(v"* wy) = o' Swix + wip dv" — Cii*v"* wy dx! — Cie" w,,dx', (94a) 


die aus (84), (85) und (89) abgeleitet werden kénnen. Der der Rotation ent- 
sprechende Ausdruck lautet : 


1 ) 
= Vite — Fi : ee oe 


5 (st — $8) — Sie. (95) 


Ist Cae = ty De so nennt man nach ScHouTeN die Ubertragung in- 
zidenzinvariant, weil die Inzidenz eines kontravarianten und eines ko- 
varianten Vektors w;v' = 0 laut (94) bei der Ubertragung erhalten bleibt. Sind 


alle Cj}*= 0, so heiBt die Ubertragung iiberschiebungsinvariant?), Ist 
Si = 4(S, 6% — S, 08), so heiBt die Ubertragung kovariant halbsymme- 
trisch; sind alle S7;* = 0, so heiBt sie kovariant symmetrisch. 

Ubertragungen von WrrTINGER. Man kann auch von anderen Forde- 
rungen.an die Ubertragung ausgehen. Stellt man z. B. die Forderung, die Uber- 
tragung moge inzidenzinvariant sein, linear in den dx’ und eine Berithrungs- 
transformation in den kovarianten und kontravarianten Vektoren, so gelangt 
man zu den Ubertragungen von WIRTINGER?) 





év' = dvi + eee r,v')daxt (96a) 
Sw, = de, — (5% — tw,)dae. (96b) 


Dabei sind die q@ homogen von erster Ordnung, die 7,, %; homogen von nullter 
Ordnung in den v', w, und auBerdem Funktionen der x. Setzt man dv'= dw,=0, 
so kommt man zu den Wirtingerschen Formeln. 


13. Affine, Weylsche, Riemannsche Ubertragung. Sind bei einer Uber- 


tragung alle Ci? =0, Sere = 0 und also auch alle S;;’=0, so spricht man 
von einer affinen Ubertragung?%). Gelten fiir eine affine Ubertragung die 


Formeln Q;*! = 0, e**, (97) 


so heiBt sie eine Weylsche Ubertragung. Eine Weylsche Ubertragung ist 
konform: die mit den Tensoren g,;, und g'* gemessenen Winkel der kontra- 
varianten und kovarianten Vektoren bleiben bei der Ubertragung erhalten. 


1) Bei SCHOUTEN heiSen die Ausdriicke w,v’, v'*w,, usw. Uberschiebungen. 

2) Vgl. WIRTINGER, On a general infinitesimal geometry, in reference to the theory 
of relativity. Transact. Cambridge Phil. Soc. Bd. 22, S. 439—448. 1922. _ Ca, 

8) Eine affine Ubertragung ist dadurch charakterisiert, daB8 sich in einem beliebigen 


Punkte P durch geeignete Transformation der Urvariabeln alle I, auf Null transformieren 
lassen, so daB dann die Ubertragung in diesem Punkte ohne Anderung der Be- 
stimmungszahlen vor sich geht. 
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Sind alle Q; = 0, so heiBt die Ubertragung eine Riemannsche (Parallel- 
verschiebung von Levi Civita). Bei ihr bleiben wegen (94a) und (91) die 
Langen der kontravarianten und kovarianten Vektoren 


ginviv® , ge WW, 


ungedndert (vgl. dariiber den Abschn, IV iiber RremANNsche Geometric). 

Wev1 gelangt zu seiner Ubertragung auf folgendem Wege: er geht zundchst 
von der Riemannschen Ubertragung aus. Diese ist insofern eine Verallgemeine- 
rung der Euklidischen Geometrie, als es bei ihr keinen Fernvergleich der 
Richtungen gibt. Dies ist ja gerade der Sinn der Nichtintegrabilitat der 
Richtungsiibertragung (vgl. Ziff. 16dieses Abschnitts und den Abschnitt iiber 
Riemannsche Geometrie). Ubertragt man einen Vektor auf zwei verschiedenen 
Wegen von P nach Q, so fallen die nach Q iibertragenen Vektoren im allgemeinen 
nicht zusammen, es ist also dem Vektor im Punkte P nicht mehr eindeutig ein 
Vektor im Punkte Q zugeordnet. Nur die infinitesimale Richtungsiibertragung 
vom Punkte P in den Nachbarpunkt P’ ist eindeutig. Dagegen gestattet die 
Riemannsche Ubertragung einen Fernvergleich der Langen; der Lange 
des Vektors im Punkte P ist eindeutig eine Lange im Punkte Q zugeordnet, 
die allen Ubertragungen dieses Vektors von P nach Q zukommt. Um auch dieses 
ferngeometrische Element zu beseitigen, geht WEYL folgendermaBen vor: In 
einer affin zusammenhangenden Mannigfaltigkeit sei durch eine metrische 
Fundamentalform g;,é'é* festgelegt, wann zwei Vektoren £ und 7 im selben 
Punkte die gleiche Lange haben. Durch diese Forderung ist die Fundamental- 
form selber nur bis auf einen Faktor, das Eichverhdltnis, bestimmt. Durch 
Wahl dieses Faktors wird die MaBzahl 7 der Lange eines Vektors & bestimmt; 
wir nennen sie die MaBzahl der Strecke €. Der metrische Zusammenhang 
eines Punktes P mit seiner Umgebung sei dadurch gegeben, da8 von jeder 
Strecke im Punkte P eindeutig feststehe, in welche Strecke im unendlich be- 
nachbarten P’ sie durch eine kongruente Verpflanzung iibergefihrt 
werde. Von dieser kongruenten Verpflanzung werde weiterhin verlangt: die 
Mannigfaltigkeit soll sich im Punkte Pso umeichen lassen, daB die kongruente 
Verpflanzung in den Nachbarpunkt P’ ohne Anderung der Mafzahl J der 
Strecke € vor sich gehe. Aus diesen Forderungen folgt fiir die Anderung der 
MaBzahl der Strecke /: 


| dl=—ldg, (98) 
wobei 


eine lineare Differentialform in den dx* ist. Dadurch ist dann der affine Zu- 
sammenhang eindeutig bestimmt: 


tk 
y= - } + es (ive + OL; — of gin (1) (100) 


‘also genau dasselbe, was wir erhalten, wenn wir in die allgemeine Formel (93) 
fir I, die Bedingungen einsetzen: 


Dell : lem . 4 et 
Ci, = 03 Siz = 05 Qi" = Qi = gigh (101) 


In den folgenden Nummern wollen wir uns auf die. Riemannsche Uher- 
tragung beschrinken. 
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_ 14, Formeln fiir die Riemannsche Ubertragung. Die Formeln fiir die 
Riemannsche Ubertragung ergeben sich aus den allgemeinen durch Speziali- 
sierung 


Tay i rie 3 
Cy, = 0; Six =0; Sy} =0; Qi =; Qizr = 0; (102) 
; ke]. fi k 
raft; The rt. (103) 


7 is (Cex, O80 Ex) 
ats § (et + Ses — Se : 


Dabei ist 

















Ox! ox" Ox! 
hl 2] Ogi 
i l+[e] =. (104) 
kl lk 
b | om i |, 
tts] 
AuBerdem gilt noch 
1@logg 1 Ove _ fil 
2 Ox a6 Ox! = {7h (105) 


wobei mit g die Determinante der giz bezeichnet ist?). 
Es gelten also die Formeln 











Viv = aa + fife (106) 
Vw, = any ae (| We, (106a) 

Vidix = bin = ae = at ark — a Gir, 
Via, = by = ae — fn (pe | a (107) 





usw. [vgl. oben (87)]. 
Daraus durch Verjiingung der beiden letzten Formeln nach 7 und / und 


Vertauschung des Indizes ¢ und k 


dat, , frk tk) x 
a= St + Lppats— LM a, 





tty fice : (108) 
; a** Y rf Y 
ée= aa + {phat + [Pat 
Der Rotation entspricht der schiefsymmetrische Tensor 
Ow Ow 
Vw; — Vim = ae — Gy (109) 


a5) Denies 1st 08 = gitg, da g** die adjungierte Unterdeterminante von g;; ist. 
Daraus ergibt sich O8ix 

‘1 no 

1 ia tte feof} 


t a 
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Der Divergenz entspricht zufolge (105), (106) der Skalar 
. vt 1 d(Vg a‘) 
a DP es aig = , 110 
Via ge tele yg an (110) 
: Chime 
Die Rotation eines Gradienten w; = % : ; ist Null. 
Fir den metrischen Fundamentaltensor gilt nach (102) 
Vig'* =Vigi, = 0. (111) 


Das liefert nach (107) und fiir die letzte Formel nach (108) und (105) fiir 
a'® — gtk ysw. die Gleichungen 


) pik L L ; 
a [het + [ibe = 0, 











O Lin lk li } : 
see LN ee — {fore = 0, (112) 
deg) | [esl ah 
Ve, gt +{Ffe"=0- 


Die Prozesse des Herauf- und Herunterziehens der Indizes und der ko- 
varianten Differentiation sind zufolge (111) vertauschbar. 
SV nae = Vin G1 - (113) 


15. Aquivalenz zweier quadratischer Differentialformen. Zwei quadra- 
tische Differentialformen 


Lin dx’ dxk und gi, dx dx* 114 
werden Aquivalent genannt, wenn es eine Transformation 
xt = xi (xl, 2, x) (115) 


gibt, durch die die eine aus der anderen hervorgeht. Ist dies der Fall, so gelten 
die Transformationsformeln 


ors a 0%, Q", gik> (116) 


und fiir die Christoffelschen Dreiindizessymbole zweiter Art bestehen nach (103) 
und (88) die Beziehungen 











{7s ik tk OM 
{f= OeQ% Pin | + ae Our (117) 
Multiplikation dieser letzteren Beziehungen mit Q', und Summierung uber ¢ 
liefert 
(le OO a eg (118) 
Setzt man hierin fiir die Q gemaB ihrer Bedeutung 
i oat 
03; =e ie 
eam ae __ dx Ox (a 4. 8 (Oat) oat a 
tas ~ ag aeltt + ast (ge) on oo 


und schlieBlich 





Px Ox Ox { i Cx a 
Ox dx Ox Olt) Ox 
als partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung fir die Funktionen 


ees 


(120) 
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16. Der Kriimmungstensor und seine Relationen. Die Integrabilitats- 


bedingungen fiir die Differentialgleichungen der Parallelverschiebung eines 
kontravarianten Vektors 


Ovi Wisi oa 
aa fs}? 
lauten 
0 fh 0 {ik ; vy h) ov" vk) Ov" 
(sal stoamti het { ise {ASS =o. (121) 


Dies fiithrt auf einen Tensor vierter Stufe - 


nist PAPA EPH AEAPD,  cn 


den Riemannschen Kriimmungstensor}). - 





Setzt man BaiRaep = Razji, So gelten fiir den Kriimmungstensor folgende 
Relationen 


Rpegt + Reaja = 0, 
Razzi + Razyy = 0, 
Rieti — Rytar = 0; 
Rregt + Regnt + Ryazi = 0- 


Durch Verjiingung entsteht aus Rjj;’ein Tensor zweiter Stufe 


Ram Ril = sale] aetr| teed ttelte 24 


(123) 





und daraus wieder durch Verjiingung ein Skalar 


R= g'* Riz, (125) 
die invariante Kriimmung. 

17. Flachen- und Raumtensoren einer vierdimensionalen Mannigfaltig- 
keit. Skalare und Tensordichte. Verallgemeinerung der Satze von Gauss und 
Stoxes. Im besonderen spielen in einer vierdimensionalen Mannigfaltigkeit eine 
wichtige Rolle der Flachentensor 


Ek — gi yk — xh yi (126) 
der Raumtensor ; ; ; 
x, yy", gt 

feel = ae yy, gk (127) 


x, yy, gl 








1) Uber die geometrische Bedeutung des Riemannschen Kriimmungstensors vgl. das 
Kapitel tiber Riemannsche Geometrie. Will man nicht auf seine geometrische Bedeutung 
zuriickgreifen, so kann man seine Tensoreigenschaft auch auf folgendem Wege einsehen. 


2 al 2 al 
— und dann fiir ——— auf. Hierauf diffe- 
MiOne Ox Ox" 
renziere man die erste Formel nach x“ und die zweite nach #*, wobei man auf der linken 
Of ox 
Seite of, = f oo 
Ox Ox Ox" at 
Ox! Ox* Ox = % Ait Be : 
so erhalt man R:+*!_— —_ ——- = R:--™ — oder auch Ryy?Q! OQ! Oh = Remgi 
*™* Og Ox! Ox om ae pigs 
Multiplikation mit P! : und Summation iiber / gibt dann Eee Oe: OF Ot! pe = rene 


Man schreibe Formel (120) zuerst fiir 








zu setzen hat. Subtrahiert man die zweite Formel von der ersten, 
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und der Welttensor lh igen eee nae 

xk, yk ok lk 

wt, yh ot, wh? (128) 
a Wies ga w™ | 


Ekim mri 


die alle in je zwei Indizes schiefsymmetrisch sind. Die 256 Bestimmungszahlen 
des Tensors &'*!™ sind daher nur der drei Werte +, 0, —& fahig. Allgemeiner 
bezeichnet man als Flachen- bzw. Raumtensor jeden in je zwei Indizes schief- 
symmetrischen Tensor 7** bzw. '*!, Diese allgemeine Definition fallt fiir **? 
mit der oben gegebenen engeren zusammen; ein jeder allgemeine Flachen- 
tensor 7'* 14Bt sich hingegen als Summe von zwei einfachen Flachentensoren 
gk Ck darstellen. Als Beispiele mégen dienen das Flachenelement 





do’ = dja. — ay d.d, (129) 
das Raumelement PSY ee pe 
Hote hy at eee ee oe (130) 


dite ase 

und das Weltelement 
Di, dee Med en ed 
Gide ae ee 

* 1 1 ‘ 1 : Ele (131) 
OX ye dgh ss Aske Ge 
Oi Eg OO ao a ee | 
dessen 256 Komponenten wiederum nur der drei Werte +dV, 0, —dV fahig 
sind. Fallen die Linienelemente in die Parameterlinien, so erhalt man 


Ye 7 k 
dott = dy x'dyx*, 





dVikim — 


DSU idee dad xs (132) 
d Vitim — 4, dow dex da. 
Der Ausdruck = 
VeadV (133) 
ist eine Invariante) und das Volumintegral 
lVgav (133) 


ist also ebenfalls eine Invariante, durch die das Volumen gemessen wird. 
Ist nun T ein Skalar, so ist auch 


[TYgav 
eine Invariante und man nennt rs 
TVg=X (134) 
eine skalare Dichte. Entsprechend nennt man z. B. 
Ve D? = 3" (135) 


eine Tensordichte, wenn J“* ein Tensor ist. 

Als das zu do’® duale Flachenelement do** bezeichnet man ein Flachen- 
element von gleichem Betrage, dessen sAmtliche Vektoren normal auf den Vektoren 
von do'* stehen. Aus 

do**h — dy x*i dg. yeh — dy x¥* d %' 


und dy%¢dx=0, dyxpdgx'=0, dyxtdye=0, dgxt dx =o, 


2 A rast 
gund-aV¥ oo 2 


a3| 4V, 


1) Denn es ist g = 5a 


Ox 
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erhalt man 
dot — 1 go,,, aq et = Sdn, dot — 1 dg, 
Ve Ve Ve (136) 
dot — “do, , dot1 =o : dot® = do. 
Nes se fer Ven 


Als das zu dS**! duale Linienelement dx*' bezeichnet man ein Linienelement, 
dessen Betrag gleich ist dem Volumen des Raumelement dS‘*! und das auf allen 


‘aa von dS‘*! senkrecht steht. Man erhalt fiir jede gerade Permutation 
iklm 


aT fe 5 
Br ie ake eee (137) 


Verallgemeinerung der Integralsatze von Gauss und STOKES}), 
Sind 7’, F'*, A**’ die Bestimmungszahlen eines, Linien-, Flachen- und Raum- 
tensors, so sind ihre Projektionen auf dx’, do**, dS**’, multipliziert mit dem 
Betrage der letzteren Tensoren invariante Bildungen 

feds = fidx, 
Pode =F ,,a0'", (138) 
AgdS — Ayyd S**’. 


Ebenso sind ihre Projektionen auf die dualen Erganzungen dS*', do***, ds***! 


invariant ; Bas 4 
fr,adS = fidSt = Py yepast™ at 3, ficou: 
(kim) (kim) 
F,do = F** doy. = g Fikdgim = eg om, 
ha bin’ G Fin? j (A 3 9) 


A,ds = A**ldst., = > VeAitdx™ = > wax, 
(ikim) (ikim) 


Dabei sind die Summen > iiber alle geraden Permutationen (¢k/m) zu 


(ikim) 

erstrecken, f, %, % sind die Tensordichten von /, F, A. Integration dieser For- 
meln, und zwar jeweils der beiden ersten, iiber geschlossene Kurven-, Flachen- 
und Raumstiicke, liefert die Verallgemeinerungen der Satze von Gauss und 
StoKEs; wenn die Integrale in Integrale iiber das eingeschlossene Flachen-, 
Raum- und Weltgebiet verwandelt werden 


[feds = [Rot, fdo= [Roti do, 
[Feds — [Rot, Fds = fRoty.Fds’, 





fndS = [DivfdV = [Divfdx, (140) 
[Fydo= [Div, FdS = [ >) Div’ Fash. 
(ikim) 
Dabei ist 8 0 
Rotief = Se: — py 


OF, , OFu , OF 
RotiusF = gg + Gg + Gat? 











rive 6 men Pie VE fis: (141) 
Div} se Oxt ’ Div} x Ve ax , 
4 : ‘tk 
eee iy Fae Oe 


DE ane Ve Ox 
1) Vgl. den Enzyklopadieartikel von W. Pavtt, S. 605f. 
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Rot;,f/ ist ein Flachentensor, Rot,z,,F ein Raumtensor, Div eine skalare und 
Div'F eine Vektordichte. Fiir die kombinierten Operationen gelten die Formeln 





Rot gradp = Div Div F = Rot Rotf=0. (142) 
18. Differentialparameter von Bettram. Als einen Differentialpara- 
meter der Funktionen 9, y,...- bezeichnet man einen Ausdruck 
Ogi oy 
(sce, Fab ne t Oe See): 


der bei Transformation 
Saxe) 


in einen gleich gebauten Ausdruck 








ieee _ > 6F 
| Bee eS a OF Oy are 
lene ax YP, ox ) 
iibergeht. 
Werden die ersten kovarianten Differentialquotienten von y, y, ... mit 
0 Ow 
Vi = 4a: WA ee te (143) 
und die zweiten kovarianten Differentialquotienten mit 
OV: tk 
p= si — file. (144) 
bezeichnet, so heiBen der Reihe nach 
Vp = 8 DE (145) 
der erste Differentialparameter von BELTRAMI, 
Vp,y) = 8° Dive (146) 
der Zwischenparameter von mw und w und 
: Ap = 8 ix (147) 


der zweite Differentialparameter von BELTRAMI. Fir das Bogenelement 
der elementaren Flachentheorie 


Edu? + 2Fdudv+Gdv? (148) 
lauten sie ausgeschrieben 


Ey oe 2F Ps Pv + Go 








Ee = EG —F , . 
Egy Po — F(PuYo + Vv Pu) + GC Pu Yu 
Vp, y) = se (149) 











pages ott Bye Fe) Gas 
: aesalne= a” eqs) 


IV. Riemannsche Geometrie. 


19. Lange und Winkel. In einer v-dimensionalen Mannigfaltigkeit V, ist 
ein Punkt durch ein System von ” Zahlen in bestimmter Reihenfolge (Koordinaten) 
x, x, ..., x” gegeben, eine Mannigfaltigkeit V, von der Dimension # durch n — p 
nicht widersprechende unabhangige Gleichungen 


LAG, Cena OF (yaa 4 2 eect) (150) 
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(Funktionalmatrix der f bez. der x daher vom Rang 4), oder in Parameter- 
darstellung i i . 
Mo eaNG7 Og, 26, Oy) (het, 2, eis, 0) (154) 
(Funktionalmatrix der x bez. der o vom Rang #). Samtliche auftretenden 
Funktionen sollen entsprechend oft differenzierbar bzw. analytisch sein. Eine V, 
heiBt eine Kurve, eine V. Flache, eine V,,_, Hyperfliache. 
Die Bogenlange s einer Kurve zwischen zwei Punkten P, und P,, ent- 
sprechend den Parameterwerten 6, =a und o,= 6, wird gegeben durch 
‘ 


s= | en Gee da. : (152) 
a 
ds* = gy g¢dx* dx? 1493} 
heiBt das quadrierte Bogendifferential. Die g,,° sind ss in den Indizes 
symmetrische Funktionen von x}, x7, ..., x" (g«¢ = 8), die von vornherein 


gegeben sind und die MaBbestimmung in der ganzen V,, festlegen. Ihre Deter- 
minante g wird von Null verschieden vorausgesetzt. Sie sind die Komponenten 
eines symmetrischen Tensors zweiter Stufe, wenn man ds? seiner Definition 
gemaB als Invariante gegeniiber der unendlichen Gruppe G aller eindeutig um- 
kehrbaren Koordinatentransformationen ansieht. Eine solche V,, heiBt eine 
Riemannsche Mannigfaltigkeit, wenn die quadratische Differential- 
form (153) im Reellen positiv definit ist (vgl. Kap. 1, Ziff. 7). Die Richtung 
einer Kurve oder ihrer Tangente in- einem Punkte wird festgelegt durch die 
Differentiale dx’ in diesem Punkte, also durch einen kontravarianten Vektor. 
Der Winkel w zwischen zwei Richtungen dx’ und 6x’ wird definiert durch 
Sap axe 5x8 

dsés- ° (154) 
Dabei ist ds das zu den 6x* gehérige Bogenelement. cosw ist ebenfalls eine 
Invariante, wie aus (154) unmittelbar hervorgeht. 

Das Volumen eines Raumteiles der V,, wird definiert durch das iiber den 

Raumteil erstreckte u-fache Integral 


(2) 
v=... fV¥gdn,...d%. (155) 


Es ist eine Integralinvariante (vgl. Kap. 10, Ziff. 51) gegentiber der Gruppe G. 

20. Geodatische Linien und Parallelverschiebung. Die geodatischen Linien 
sind jene Kurven, fiir welche das Integral (152) ein Extremum wird, also die 
Extremalen des Variationsproblems 6 | ds =01); sie ergeben sich als Losungen 


der Differentialgleichungen 
ax 4 axe dx ' 
ae ag gs 8° (156) 


COS@ = 


ee g sind die aus der Fundamentalform (153) gebildeten Christoffelschen Drei- 
indizessymbole zweiter Art [vgl. Gleichung (103, 104)]. Durch einen gegebenen 
Punkt geht in einer vorgegebenen Richtung nur eine geodatische Linie. Ein 
kontravarianter Vektor & wird vom Punkt #' in den Punkt %* + dx parallel 
verschoben, wenn dabei seine Komponenten die Anderungen 


dé = —T ig &* dxP (157) 
erfahren. Wir haben es hier mit einem Spezialfall einer affinen Ubertragung 
(Ziff. 143) zu tun. Die Parallelverschiebung ist eine kongruente Abbildung, d. h. 

ay Ausgeschlossen sind dabei Linien mit ds = 0; vgl. Ziff. 24. : 
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die Lange /g,, S 4 &? eines Vektors & und der von zwel Vektoren eingeschlossene 
Winkel wird bei Parallelverschiebung nicht geéndert. Eine Kurve ist also nach 
(156) dann und nur dann geodatisch, wenn ihre Tangenten bei Parallelver- 
schiebung lings der Kurve wieder in Kurventangenten ubergehen. Verschiebt 
man in einer euklidischen V,,, d. h. einer solchen, bei welcher der Kriimmungs- 
tensor (vgl. Ziff. 16) identisch verschwindet, den Vektor &' parallel langs 
irgendeiner geschlossenen Kurve, bis man wieder in den Ausgangspunkt zuriick- 
kehrt, so decken sich Anfangs- und Endlage des Vektors. In einer nichteukli- 
dischen Mannigfaltigkeit ist dies nicht der Fall. 

Im Fall = 2 laBt sich die Parallelverschiebung in folgender Weise geo- 
metrisch veranschaulichen: Die Mannigfaltigkeit V, kann man sich als Flache 
im dreidimensionalen euklidischen Raum denken (vgl. Ziff. 24). Im Punkt 2' 
sei_ein in der Tangentialebene von x’ gelegener Vektor ¢ gegeben. Wir ver- 
schieben ihn im Raume parallel zu sich selbst von x* in den Nachbarpunkt x" + dx* 

und projizieren ihn dort in die Tangentialebene 
dieses Nachbarpunktes. Dies ist die geometrische 
. Bedeutung der Formeln (157) fiir = 23). 

Als Beispiele fiir euklidische und nichteukli- 
dische V, seien Ebene und Kugel angefiihrt. Ver- 
schiebt man einen Vektor in einer Ebene parallel 
langs einer beliebigen geschlossenen Kurve, bis er 
in seinen Ausgangspunkt zuriickkehrt, so decken 
sich Anfangs- und Endlage, auf einer Kugel da- 
gegen nicht. Verschiebt man z.B. langs des Um- 

; fangs eines Kugeloktanten (s. Abb. 1) den Vektor & 
st ay Ma dee Keele = von A tiber B und C nach A, so kehrt er in der 
Lage &’ nach A zuriick, also um 90° gedreht. 

21. Kriimmung. Auch fiir den Kriimmungstensor, der fiir = 2 bis auf 
einen Faktor mit der GauBschen Flachenkrimmung K zusammenfallt (vel. 
Kap. 4, Ziff. 19), laBt sich in diesem Fall nach H. WEy1L eine anschauliche 
geometrische Deutung geben. Wir denken uns ein Gebiet G der Flache, begrenzt 
von einer sich nicht schneidenden geschlossenen Kurve C, die sich stetig auf 
einen Punkt zusammenziehen l48t. Wir umfahren die Berandung C von G, 
indem wir den Vektor langs C parallel verschieben. Bei seiner Riickkehr in 
den Ausgangspunkt mége er sich um den Winkel w gedreht haben. Lat man 
das Gebiet G gegen Null. konvergieren, so ist 


io lhe 
g>0 & 





Bei einer euklidischen V, 14Bt sich durch Einfithrung passender Variablen das 
quadrierte Bogenelement auf die Form dxj + dx3-+ --- + dx? bringen. Man 
bezeichnet die euklidische V, mit R,. i 
Dieser Satz ist ein spezieller Fall folgenden allgemeinen Satzes: Es seien 
zwei Riemannsche Mannigfaltigkeiten V, und V’, gegeben. Alle auf V%, be- 
ziuglichen GroBen seien mit Akzenten bezeichnet. Die beiden Mannigfaltig- 
keiten heiBen langentreu aufeinander abbildbar, wenn in allen Punkten 
ds = ds’ ist. Es miissen sich also die x’ so als Funktionen der x mit nicht ver- 
schwindender Funktionaldeterminante bestimmen lassen, daB dabei der 


*) Eine derartige kinematische Betrachtung findet sich schon bei THomson und ATS, 


Treatise on Natural Philosophy. Tl. I, Abschn. 135—137, S. 105—109. Cambridge: Ausgabe 
1912. 


al 
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Tensor ds’? in den Tensor ds? transformiert wird. Man erhalt sonach die x’ 
aus dem System partieller Differentialgleichungen: 


; i : n Ox OxB : _ 
SY ae oe a) er age = Bin (*, Shane gd (158) 


FaBt man die Transformationsgleichungen (158) als algebraische Gleichungen 


fiir die Unbekannten x” und £,;, = oe auf und fiigt zu ihnen noch die ent- 


sprechenden Transformationsgleichungen des Kriimmungstensors und _ seiner 
kovarianten Ableitungen, so entsteht ein System A von unendlich vielen algebra- 
ischen Gleichungen fiir die Unbekannten x und ,,. Die Lésung von A ist 
aquivalent mit der Lésung von (158) (Reduktionssatz), d.h. hat man die 
x* und ~;, aus A bestimmt, so sind die #,;, wirklich die Differentialquotienten 
0x" /0x*. Die Lésbarkeit von A 148t sich nach CuristorFeL durch Betrachtung 
einer endlichen Anzahl von Gleichungen entscheiden. 

Die beiden Mannigfaltigkeiten sind konform oder winkeltreu aufeinander 
abgebildet, wenn die Bogenelemente bis auf einen Faktor iibereinstimmen, der 
eine Funktion des Ortes ist [ergibt sich unmittelbar aus (154)]. 

22. Geodatische Koordinaten. Riemannsche Normalkoordinaten. Wir 
versuchen statt der Variablen x derart neue Verdnderliche x’ einzufiihren, daB 
an einer bestimmten Stelle P die g;, stationar werden, d.h. ihre ersten Ab- 
leitungen verschwinden. Solche Koordinaten oder Variablen heiBen geodatisch 
in P. Die Forderung ist aquivalent damit, da8 die Dreiindizessymbole ver- 
schwinden (vgl. Ziff. 14). Denkt man sich die x’ in der Umgebung der betreffenden 
Stelle nach Potenzen der x entwickelt, so sind die Koeffizienten bis auf bekannte 
Zahlenfaktoren (Taylorsche Entwicklung, vgl. Kap. 1, Ziff. 22, 31) die Ableitungen 
der x’ nach den x, genommen an der betreffenden Stelle. Nun ergeben sich aus 
den Gleichungen (158) durch Differentiation und Auflédsung nach den zweiten 
Differentialquotienten der x’ die Formeln: 

O? x’ On yw OnX OxB 

Oat Oak 188 Gye — 1 a8 Sak BaF 99) 
Die J” bedeuten dabei die Dreiindizessymbole, gebildet fiir das quadrierte Bogen- 
element in den Variablen x’. Ihr Verschwinden ist notwendig und hinreichend 
dafiir, daB die x’ geodatische Koordinaten in P sind. Bestimmt man die x%' sO, 
daB ihre zweiten Ableitungen in P aus (159) mit /” = 0 berechnet werden, 
so sind sie geodatische Koordinaten in P. In diesem Koordinatensystem andern 
sich die Komponenten eines in P aufsitzenden Vektors é gema8 (157) nicht. 

Ein Beispiel fiir ein geoddtisches Koordinatensystem sind RrEMaNns Normal- 
koordinaten. Sie sind folgendermaBen definiert: Wir zichen von einem Punkt P, 
aus alle geodatischen Linien. Durch einen bestimmten Punkt P in der Um- 
gebung von P, geht nur eine geoditische Linie, die gleichzeitig durch P) geht. 
Sei s der Bogen P,P, (dx*/ds), der Tangentenvektor von P)P im Punkte Py. Dann 
kann der Punkt P in eineindeutiger Weise durch die Koordinaten 


ifs (3 ar F (160) 


charakterisiert werden. Sie sind die Riemannschen Normalkoordinaten. Sie 
transformieren sich linear homogen bei einer beliebigen Transformation der x. 
Da gem4B (160) alle von P, ausgehenden geodatischen Linien lineare Gleichungen 
haben, verschwinden nach (156) die I%., im Punkte Py, d.h. die Riemannschen 
Normalkoordinaten sind in P, geodatisch. Im Punkte P gilt 


mA) Ye yh = 0. (164) 
14* 
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Die Gleichungen (161) sind zusammen mit dem Verschwinden der T% in Py 
fir RIEMANNS Normalkoordinaten charakteristisch. Das quadrierte Bogen- 
element nimmt in RremMANNsS Koordinaten die Gestalt an: 


dst=Beghy7 aye + > Papye) Way" Wi tye) ea a 

(af) (76) 
xp bedeutet die Werte der gyg im Punkte Py; in der Summe durchlaufen die 
Indexpaare («/) und (yd) unabhangig voneinander alle (3) mdglichen Kom- 
binationen. Auch (162) ist fiir die Riemannschen Normalkoordinaten charak- 
teristisch. Im Punkte Pp) ist der Kriimmungstensor gegeben durch 


Re pys = 3Papys- (163) 


23. Mannigfaltigkeiten konstanter Kriimmung. Mit Hilfe von (162) kann 
man nach RIEMANN den Begriff der Kriimmung der V,, auf den der GauBschen 
Flachenkrimmung zuriickfiihren: 

Wir legen durch Py eine Ebene, charakterisiert durch zwei in ihr liegende 
Vektoren £ und y'. Ihre Flachenrichtung ist gegeben durch 


ctk = & nf (tls ch n*. (164) 


Wir konstruieren. samtliche oo! geoditischen Linien, die in P, diese Ebene be- 
ruhren. Sie erzeugen eine Flache (V.), deren GauBsches KriimmungsmaB durch 
die Formel 








>, Rapys &*8 Ev8 
Bey i (a fp) (y 6) 16 
>, (Bar 863 — bad &p y) EXP Ev (195) 


(x 8) (76) 


gegeben ist. RIEMANN nannte K das KriimmungsmaB der V,, in der Flachen- 
richtung é**. Es hangt vom absoluten Betrag des Tensors &* nicht ab. Mannig- 
faltigkeiten V,, deren Kriimmungsma8 von der Flachenrichtung und vom Ort 
unabhangig ist, heiBen Mannigfaltigkeiten konstanter Krimmung. Fiir sie gilt 
nach (165) 

Ra pys + ¢ (Bay 3 — Sad 8p) =O (c¢ =const.), (166) 
daher wegen 5 

Riz = 9%? Ry spe = 9%? Rings, 


Ri, + (w — 1) eg, = 0. (167) 
Infolgedessen wird die Kritmmungsinvariante R = g%? Rap 
R=—n(n—1)c. (168) 


Der in der allgemeinen Relativitatstheorie viel verwendete Tensor 


Gi. = Ri, —4Re, 

wird hier : ee 
Giz = $(m — 1) (mn — 2) cgiz. (169) 
c = 0 liefert eine euklidische V,, (vgl. Ziff. 20). Ein Beispiel fiir eine V,, mit 


konstanter Kriimmung ist eine im euklidischen Ry+1 eingebettete n-dimensionale 


Kugel. Ihre Gleichung lautet in rechtwinkligen Koordinaten x1, x2, ..., x” 
des oiky a, <a 


SS 
I 


a? (a = Radius). (170) 


Ziff. 24. Einbettungssatz. Ametrische Mannigfaltigkeiten. 213 


Thr quadriertes Bogenelement la8t sich in verschiedenen Formen schreiben: 


a Axa)? = 
d= Samy + SO pe er 
a=1 a= 


n 








az 
ds? = @+Prp (a? + ”). >) (ax) _ Cee cay 
a=1 

Saxe se 

a=1 - 
ds? = i gk (a 

(1 +f 4a?) 
ds? => (éy4}? = a(t _ = * sin? <) (y*dyP —yPdy%)2, 92 = 

“=1 > ae) 
In der letzten Form sind die y Riemannsche Normalkoordinaten. Das Kriim- 
mungsmaB ist 4 

c= Py 


Eine V, hat dann und nur dann konstantes KriimmungsmaB8, wenn sich in 
einer gewissen Umgebung eines jeden Punktes ein Koordinatensystem so be- 
stimmen 1aBt, daB das Linienelement eine der vier Formen (171) annimmt. 
Ferner sind die V,, konstanter Kriimmung durch die Existenz einer Bewegungs- 
gruppe Gnin+1) charakterisiert, welche einen vorgegebenen Punkt und ein zu- 


2 
gehoriges -Bein von ” Richtungen gleichzeitig in irgendeinen anderen Punkt 
und ein anderes #-Bein iiberfiihrt, wobei die Langen aller Kurven bei der Be- 
wegung ungedndert bleiben (freie Beweglichkeit starrer Punktsysteme, Kon- 
gruenztransformation). Beziiglich der Zusammenhangsverhaltnisse im GroBen 
ergeben sich nach F. KieIn fiir die V, mit positiver konstanter Kriimmung 
folgende zwei Moéglichkeiten: 

Entweder entsprechen im System der Variablen in der ersten Formel von 
(171) jedem Wertsystem der x zwei Punkte der V,, oder nur einer. Im ersten Fall 
heiBt die V, einspharischer Raum, imzweiten ein elliptischer Raum. Beide 
Raume sind unbegrenzt, aber endlich; das Gesamtvolumen ist endlich, ebenso 
die Lange der (geschlossenen) geodatischen Linien. Bei den V, mit konstanter 
negativer Kriimmung gibt es eine groéBere Zahl von Moéglichkeiten (vgl. hierzu 
Kap. 3, Ziff. 35, Kap. 4, Ziff. 25). 

24. Einbettungssatz. Ametrische Mannigfaltigkeiten. Man kann ver- 
suchen + m Funktionen 


Ber Par A ret apres mak mi) (172) 
zu bestimmen, so daB 
dv = dG + a& + ers + d&xsms : (173) 


ds? kann dann zufolge (172) und (173) als Bogenelement einer V,, aufgefaBt werden, 
die in einem euklidischen Ry liegt: Man sagt, man hat us V,, in einen ‘Ryim 
eingebettet. Die Funktionen (172) bestimmen sich gemaB (173) aus den ~~; ali = J) 
Differentialgleichungen 


nem 





O&y OF : 
oe Zak = bee (4, & = 1, PL) io (174) 
a=1 
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lita i i is j h nicht genauer 
Die Integrabilitatsbedingungen dieses Systems sind bis jetzt noc 
untersucht; jedenfalls ist eine notwendige Bedingung fiir x Lésbarkeit von (174) 
; +4 ; 
bei allgemeinen g;, nach Kap. 10, Ziff. 2 ™->m ante d. h. man kann eine 


allgemeine Riemannsche V,,, wenn tberhaupt, erst in einen Ry in+1) einbetten. 


2 
Fiir m = 2 wurde von Darsoux der Satz bewiesen: Jede Riemannsche V > 
1ABt sich in einen R, einbetten. Die kleinste Zahl » + m, fiir die das System (174) 
lésbar wird, hei®Bt die Einbettungszahl der Form (153). Die euklidischen Va 
haben also die Einbettungszahl ». Niedrigere Einbettungszahlen konnen nur 
auftreten, wenn g identisch verschwindet. 

Die Integralmannigfaltigkeiten der Gleichung ds? =0 heiBen ametrische 
Mannigfaltigkeiten. In dem fir die Relativitatstheorie wichtigen Fall 1 = 4 
gibt es im allgemeinen nur solche von den Dimensionen 1 und 2, 

Die ametrischen Kurven nennt man gewohnlich Nullinien, isotrope 
oder Minimalkurven!). Diejenigen von ihnen, welche den Differentialglei- 
chungen 

WP ay 
do® 


dxx dxb 


+ Dp do do 





0 (175) 


geniigen, heiBen geodatische Nullinien. o bedeutet den Kurvenparameter, 
fir den man hier natiirlich nicht die Bogenlange s wahlen kann, weil s = 0 ist. 
Die Gleichungen (175) haben das Integral 


dxx axP : 
upg Goes (476) 


wobei die Konstante durch die Anfangswerte der x‘ und dx'/do bestimmt ist. 
Ist C + 0, so folgt aus (176) 
wea Ve, o= EtG, (177) 


die Kurve ist keine Nullinie. Geht man mit C zur Grenze 0 iiber, so wird auch 
gleichzeitig s = 0, man erhalt eine geodatische Nullinie, Die Nullinien berthren 
in jedem Punkte den Elementarkegel der Mongeschen Gleichung: 


Bap ax" ax? = 0 (178) 
(vgl. Kap. 10, Ziff. 9). 


Literatur: Ohne Anspruch auf Vollstandigkeit seien folgende Werke angegeben: 
M. ABRAHAM u. A. FéppL, Die Theorie der Elektrizitat und des Magnetismus, 4. Aufl. 
Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1912; R.Gans, Einfiithrung in die Vektoranalysis. 5. Aufl. 
Leipzig u. Berlin: B. G, Teubner. 1924; W. v. Ianatowsky, Die Vektoranalysis und ihre 
Anwendung in der theoretischen Physik, 3. Aufl. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1926; 
R. MEuMKE, Vorlesungen tiber Vektoren- und Punktrechnung. Leipzig u. Berlin: B.G. Teubner 
1913; W. Pautt, Artikel iitber Relativitatstheorie, Enzyklopadie der mathematischen Wissen- 
schaften, V 2; Rotue, Einfiihrung in die Tensorrechnung. Wien: Seidel 1924; C. RuNncE, 
Vektoranalysis. Leipzig: S. Hirzel 1919; J. A. Schouten, Grundlagen der Vektor- und 
Affinoranalysis. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1914; S, VALENTINER, Vektoranalysis. 
Sammlung Géschen; A.S. EppincTon, Relativitatstheorie in mathematischer Behandlung. 
Berlin: Julius Springer 1925; Levi-Civira, Absoluter Differentialkalkul. Berlin: Julius 
Springer 1928; J. A.ScHoutEN, Der Ricci-Kalkil. Berlin: Julius Springer 1924; D. J. Srruix, 
Grundziige der mehrdimensionalen Differentialgeometrie. Berlin: Julius Springer 1922; 
H. Wey1, Raum, Zeit, Materie. 5. Aufl. Berlin: Julius Springer 1923. 
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Kapitel 6. 


Funktionentheorie. 


Von 
J. LENSE, Miinchen, und TH. Rapakovic, Wien?). 
Mit 13 Abbildungen. 


of 


in Analytische Funktionen einer komplexen 
Veranderlichen. 
a) Komplexe Zahlen. 


1. Definition. Rechenregeln. Unter einer komplexen Zahl verstehen 
wir den Ausdruck 


a+ bi, 
wobei a und 2 reelle Zahlen sind, wahrend i die imaginare Einheit bedeutet: 
i=y-1; i? = —1, (1) 


Fir die einfachsten Verkniipfungen komplexer Zahlen bestehen folgende Regeln: 
Addition: Die Summe zweier komplexer Zahlen c=a-+ bi und c’=a’+ bi 
ist gegeben durch den Ausdruck 





ec+c’=(a+a')+(64+ di. (2) 
Subtraktion: 

c—c’=(a—a’)+(b—Dd')i. (3) 
Multiplikation: 

c-c’=(aa'— bb’) + (ab’+ ba')i. (4) 

Division: 

c¢  aa’+ bd’ ba’ —ab’. (5) 

co’ eg a’? + b/2 ae b/2 


Fir die Addition und Multiplikation gelten das assoziative und kommutative 
und endlich auch das distributive Gesetz: 

ele +6 )= cc + ce”. 
Wahrend Addition, Subtraktion und Multiplikation immer ausfithrbar sind, ist 


die Division ¢/c’ nur ausfithrbar, wenn c’+ 0, also nicht zugleich a’= Db’ =0 ist. 
Unter der zu c=a-+bi konjugiert komplexen Zahl verstehen wir die 


komplexe Zahl Ae ag ee (6) 


Das Produkt einer komplexen Zahl mit ihrer konjugiert komplexen gibt das 
Quadrat ihres absoluten Betrages: : 
6-6 = g? + 2 = [c|2, (7) 


1) Ziff. i—16, 22—32 von Tu. Rapaxovic; Ziff. 17—21, 33—50 von J. LENSE. 
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Eine komplexe Zahl kann auch aufgefaBt werden als ein geordnetes Paar reeller 

Zahlen (a, 6), wobei fiir die rationalen Verkniipfungen zweier solcher Paare die 

oben angegebenen Regeln und Gesetze gelten. Aus ihnen ergibt sich dann 
(0,4) » (0,1) = (—1,0). 

2. Geometrische Darstellung komplexer Zahlen. Zur geometrischen Dar- 
stellung einer komplexen Zahl z = x + yz gelangen wir, wenn wir in die Ebene 
ein rechtwinkliges Koordinatenkreuz legen und den reellen Bestandteil R(z) 
auf der x-Achse, den imaginaéren Bestandteil J(z) auf der y-Achse auftragen. 
Dann wird die komplexe Zahl z = x + yz reprdsentiert durch den Punkt z mit 
den Koordinaten x und y oder auch durch den Vektor, der den Koordinaten- 
ursprung mit dem Punkt z verbindet. Die Lange 7 dieses Vektors ist gleich dem 
absoluten Betrag der Zahl z e+ 

y= |x?et+y?=(el, (8) 


und alle komplexen Zahlen, deren reprasentierende Punkte auf einem Kreis 
mit dem Zentrum im Ursprung des Koordinatensystems liegen, haben gleichen 
absoluten Betrag. Der spiegelbildlich zur x-Achse gelegene Punkt z reprasentiert 
die konjugiert komplexe Zahl 





2=%— 41. (9) 
Der Winkel @ zwischen der positiven x-Achse und dem Vektor vom Ursprung 
zum Punkte z heiBt die Amplitude oder der Winkel der Zahl z 


p= arctg—. . — (40) 

Da x =?7cosp und y=, sing ist, erhalten wir also 
| z=r(cosp + ising) =rér), (11) 
z= re-*y, ; (11a) 


Der die Summe z + 2’ zweier komplexer Zahlen reprdasentierende Punkt wird 
erhalten durch vektorielle Addition der Vektoren zu, den Punkten z und 2’, 
_° Eine andere Art der Darstellung als diese in | 
der Zahlenebene wird durch die stereographi- 
sche Projektion geliefert. Zu ihr gelangen wir 
am einfachsten \auf folgende Weise: die Trans- 
formation 








ee eae y i] : 

Cer ee oe 

c c (12) 
‘Freie 


ordnet jeden Punkt P im dreidimensionalen 
Raume einen auf der Geraden durch den Koor- 
dinatenursprung und diesen Punkt P gelegenen 
Punkt P zu, undzwar derart, daB das Produkt 


der Abstande beider Punkte vom Ursprung gleich 
Abb. 1, Vektoraddition in der komplexen { ist 
Zahlenebene. . 





F , ee pe (13) 
Da diese Transformation die Gleichung — 


A+ 7? +09) + Bet Cn 4 DEL E =O 


ee hie Formel cosy + 7sing = e'” ergibt sich aus der Potenzreihenentwicklung von 
sing, cos@; ef (vgl. Kap: 4, Ziff. 33 und Kap. '6, Ziff. 16). ; 


SS 
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in eine Gleichung derselben Art iiberfiihrt, fithrt sie Kugeln in Kugeln iiber, 
wobei wir die Ebenen als Kugeln yon unendlich groBem Radius mit zu den 
Kugeln rechnen. Insbesondere wird durch diese Transformation die Ebene 


¢ = 1 in die durch den Ursprung gehende Kugel 
gt 2+ (C— 9)? = (4)? (14) 


transformiert. Diese spezielle Zuordnung zwischen Kugel und Ebene heiBt 
die stereographische Projektion der Kugel. Sie fithrt Kreise in Kreise 
uber, wobei wir wieder die Geraden als Kreise 


. er 2 =7 
von unendlich groSem Radius ansehen miissen, Te ; 
und ist wegen 

= ads* 
as* 


ry tae 

konform oder wihkeltreu. Denn es ist ds? 

proportional, zu ds, und der Proportionalitats- 

faktor ist nicht. abhangig von der Richtung der 

einander zugeordneten Linienelemente in P und Abb. 2. Sees Provektion: 

P, sondern nur abhangig von der Lage des Punk- 

tes P (vgl. dazu auch den Artikel itber Differentialgeometrie Kap. 4, Ziff. 26). 
Legen wir die komplexe Zahlenebene in die Ebene € = 1, so wird durch 

die stereographische Projektion jedem Punkte der Zahlenebene der auf der 

Geraden durch den Ursprung und diesen Punkt gelegene Punkt der Kugel (14) 

zugeordnet, weswegen diese Kugel auch Riemannsche Zahlenkugel genannt 

wird. Dem auf der Kugel gelegenen Ursprung des Koordinatentrieders ent- 

spricht dabei das unendlich Ferne der Ebene, und dadurch wird man dazu gefihrt, 

in der Funktionentheorie von einem unendlich fernen Punkt in der 

Zahlenebene ° 

z= 00 


zu sprechen, zum Unterschied von der unendlich fernen Geraden der projektiven 
Ebene. ; 
b) Reihen komplexer Zahlen. 


3. Definition der Konvergenz, unbedingte absolute Konvergenz. Eine 
Reihe komplexer Zahlen 


bye Cae tt Cyt te (15) 
On ZH Oy Ot 
wird konvergent genannt, wenn die Folge ihrer Partialsummen 
Sy = Cy + Cg ees + Oy (16) 
gegen einen Grenzwert s konvergiert 
lit $;'== 8. (17) 
n=00 


Die notwendige und hinreichende Bedingung fir diese Konvergenz besteht 
wie bei reellen Zahlen darin, daB sich zu jedem beliebigen positiven « eine Zahl 1, 
angeben-laBt, so daB 
[Cm Cn4a + oi + Cnyn| << (18) 


ist firn > n, undk> 0. Eine Reihe ¢, + ¢g + +--+ +, + °°: wird unbedingt 
konvergent genannt, wenn sie bei jeder beliebigen Umordnung ihrer Glieder 
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konvergiert, und zwar stets gegen denselben Grenzwert. Die notwendige und 
hinreichende Bedingung fiir die unbedingte Konvergenz einer Reihe besteht in 
ihrer absoluten Konvergenz, d. h. in der Konvergenz der Reihe der absoluten 


Betrage . 

[ex] + [eg] + ++ + [ea] oes, (19) 
und dies ist wieder gleichbedeutend damit, daB die beiden Reihen der absoluten 
Betrage der reellen sowie der rein imaginaren Teile 

lanl [eal +--+ lead to 
a [ba] + [Bel + o> F1Bal Fe 
jede fiir sich, konvergieren. 


Das Produkt zweier absolut konvergenten Reihen konvergiert wieder absolut, 
und zwar konvergiert es gegen das Produkt der beiden Grenzwerte 


s = lim (¢, + Cy + +++ + Cy); s' = lim(ci + 4+ --- +4) 


nNn=Cco n=co 
s+s’ = lim [e, cf + (¢,¢5 + cgct) + +++ + (Cyn + CnCn-1 + +++ + en c)]- 
n=Co 


Allgemeiner gilt der Satz: Wird aus einer absolut konvergenten Reihe in irgend- 
einer Weise eine unendliche Folge unendlicher Reihen gebildet, derart, daB 
jedes Glied der alten Reihe in einer und nur einer der Teilreihen auftritt, so kon- 
vergiert jede der Teilreihen absolut, und die Reihe ihrer Summen konvergiert 
gegen die Summe der alten Reihe. Die Konvergenz ist ebenfalls absolut. 

Beide Satze folgen aus der unbedingten Konvergenz. 

4. GleichmaBige Konvergenz. Es sei eine Reihe von Funktionen der kom- 
plexen Variabeln z gegeben 


f() + fa@) be Dhl tor | (20) 


und alle diese Funktionen mégen einen gemeinsamen Definitionsbereich § in 
der Zahlenebene der z haben. LaBt sich dann zu einem beliebigen positiven « 
fiir alle z des Definitionsbereichs $ ein und derselbe Index m, angeben, so daB 


{fn (2) + Tani) ae ae aie fn+,(2)| <eé (21) 


fiir n > m) und k> 0, so heiBt diese Reihe gleichma8ig konvergent im Be- 
reiche %. 

Ebenso wie im Reellen gilt auch hier der Satz: Sind alle Glieder einer gleich- 
maBig konvergenten Reihe stetige Funktionen im Bereiche % (d. h. laBt sich 
zu jedem positiven ¢ ein positives 6 angeben, so daB |f,(2’) — f,(z)| << fir 
|2’ — z| <6 ist), dann ist auch ihre Summe eine auf % stetige Funktion. 

5. Potenzreihen. Eines der einfachsten und wichtigsten Beispiele fiir 
Reihen komplexer Funktionen wird geliefert durch die Potenzreihen. Sei die 
Potenzreihe 


B(z) =a) + 4,2 4+ agz?+---+awr4+..- (22) 
See so gelten fiir das Konvergenzgebiet dieser Potenzreihe folgende drei 
atze: 

Satz ds Konvergiert die Potenzreihe {$(z) fiir z = 2), so konvergiert sie 
absolut und gleichmaBig im Innern und auf der Peripherie eines jeden Kreises 
in der Zahlenebene mit dem Zentrum im Ursprung, dessen Radius 7 < l2af aSty 

: Denn wegen der Konvergenz von $8 (z,) ist lim a,2 =0, also |a,2|<G 
fiir alle n; weiter ist fiir jedes z dieses Kreises “= 
BEA he 
|2o| ~~ |Zo| 


=k<1. 
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Es 1a8t sich also fiir alle z des Kreises  dieselbe geometrische Reihe 
G(1+k+k*+.--) als absolut konvergente Majorante fiir Be ) angeben. 


Satz 2 (Cauchy-Hadamardscher Satz): Ist J = lim sup J] a,|, so konver- 
N=00 

giert $8 (z) fiir alle |z| < + und divergiert fiir alle |z| > a Ist ele lim mln) 

= 0, so konvergiert $8(z) fiir jedes endliche z, ist die Folge Vian] raat be- 

schrankt, so divergiert $8(z) fiir jedes z 40. Der Beweis dieses Satzes beruht 

wieder darauf, daB sich fiir le jzel< + eine geometrische Reihe als konvergente 


Majorante und fiir jedes |z| > = eine peer ea Reihe als divergente Minorante 


angeben 1aBt. Aus diesen Sétzen folgt eee 
Satz 3: Die Potenzreihe 


B(2) = ag + 42 + ag22 + - 
konvergiert im Innern eines Kreises in der Zahlenebene mit dem Zentrum im 
Nullpunkt und dem Konvergenzradius 
4 
pret aes? 
limsup J/\a,| 


n=00 


(23) 


des Konvergenzkreises und divergiert auBerhalb dieses Kreises. In jedem 
kleineren konzentrischen Kreise ist die Konvergenz absolut und gleichmaBig. 
Das Verhalten am Rande des Konvergenzkreises ist von Fall zu Fall ver- 
schieden. 

Derselbe Satz gilt natiirlich auch fiir die Potenzreihe 


B (2/4) = ay + a, (2 — a) + a,(z— a)? +---, 
deren Konvergenzkreis das Zentrum im Punkte a und den Konvergenzradius 


1 
r= —— 


lim sup //|a,| 


n=cCO 





hat. 

Umbildungen einer Potenzreihe. Es sei 6 ein Punkt im Innern des 
Konvergenzkreises der Potenzreihe $$ (z/a) ; setzen wir z — a = (b — a) 4+ (z — D), 
so kénnen wir $$ (z/a) nach Potenzen von (z — 6) jedenfalls dann umordnen, wenn 
absolute Konvergenz von a, + a,{(b — a) + (z — b)} + --- besteht, d. h. wenn 


|b—a|+ |z—b] <r oder |z—b|<r—|b—a| 


ist, wobei y wieder den Konvergenzradius von ‘8 (z/a) bedeutet. Nennen wir die 
nach Potenzen von (z — b) angeordnete Reihe 
B (z/b) = by + Oy (2 — 6) + Ba(z — OP +--+ (24) 
die Umbildung von $§(z/a), so erhalten wir den Satz: 
Die Umbildung 8 (z/b) von $$ (z/a) (wobei 6 im Innern des Konvergenzkreises 
von S$8(z/a) liegt), besitzt einen Konvergenzkreis, der mindestens so gro8 ist 
wie derjenige Kreis mit d als Zentrum, der den Konvergenzkreis von ‘$(z/a) von 


innen beriihrt. i 
Ableitung einer Potenzreihe. Der Koeffizient der ersten Potenz der 


Umbildung $8 (z/b) von 8 (z/a) wird dargestellt durch die Reihe 
a, + 2a, (b — 4) + 343(b— a)? + ---, (25) 
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die konvergiert, solange b im Innern des Koivepe von $(z/a) liegt. 
Also ist der Konvergenzradius der Reihe ; 
ap 20; (e & ays 4 nag E= arp (258) 
mindestens so groB wie der Konvergenzradius der Reihe $(z/a), und wegen 
|4n| S |nan| ist er zifolge des Cauchy- -Hadamardschen Satzes nicht gréBer. 
Nennen. wir die Reihe 
We’ (z/a) = a, + 2a,(z2— a) + --- + nay(2—a)"-1+--- (25 b) 
die Ableitung der Reihe $8(z/a), so erhalten wir den Satz: 
Der Konvergenzradius der Ableitung einer Potenzreihe ist ebenso gro 
wie der Konvergenzradius der Potenzreihe selber. 


c) Komplexe Integration. 


6. Kurvenintegrale, Gau8scher Integralsatz. Zum Unterschied vom Vorher- 
gehenden und Folgenden wollen wir uns fiir diese Ziffer auf das Reelle be- 
schranken. Sei in der xy-Ebene eine Kurve C durch die Parameterdarstellung 


EON) VU) (26) 
gegeben. Die Funktionen y(t) und w(¢) mégen eine stetige Kurve mit einer 
sich stetig drehenden Tangente darstellen oder aber die Kurve mége aus end- 


lich vielen derartigen Stiicken bestehen. Dann definieren wir fiir zwei stetige 
Funktionen w und v von x und y das Kurvenintegral 


[uley)dx + vey) dy (27) 
Cc 


als das bestimmte Integral 


fiat (Oe) +rlPO. vOly'Oyae. (27a) 


Sei jetzt C eine einfach geschlossene Kurve von den obenerwahnten Eigen- 
schaften, die von jeder Parallelen zur x- und y-Achse in héchstens endlich vielen 
Punkten getroffen wird, so ist, vorausgesetzt, daB w und v stetige partielle Ab- 
leitungen erster Ordnung im Innern und auf der Kurve C haben, 


pudx +vudy= ie = on) axdy, (28) 
Ge "S 


wobei % den von der Kurve C umschlossenen Be- 
reich bedeutet (GauBscher Integralsatz). 
Dabei werde die Kurve in ‘positivem Umlaufs- 
sinn durchlaufen, so da8 das Innere zur Linken 
bleibt. 

Die Verallgemeinerung dieses Satzes ist offen- 
bar der in Kap. 5, Ziff. 8 erwahnte Stokessche 
Satz. Unser Satz, der auch zum Beweise des Stokes- 
schen Satzes verwendet werden kann, geht aus 

bbws." Gakdechne tue anes diesem hervor, wenn man sich beschrankt auf ein 
in der xy-Ebene gelegenes Flachenstiick oy und 
auf einen Vektor mit verschwindender z-Komponente 


u(x, vt + (x, vj. 
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7. Integration im komplexen Gebiet. Unter Verwendung der Ergebnisse 
der vorigen Ziffer laBt sich jetzt das Integral einer Funktion einer komplexen 
Variabeln, erstreckt iiber eine Kurve in der komplexen Zahlenebene, 


[i@az 
Cc 


definieren. Setzen wir z=%-+7y und f(z) = u(x, y) +70 (x, y) und stellen 
die Kurve C durch x = p(t), y= y(t) dar, so verstehen wir unter obigem 
Integral den Ausdruck 


tg ) 
[tule , vOl + ilpO, vO '® + iv'O}ae 


ty ty a 
we nck — [oy'at ify S ifvglat (29) 


h 


4 


= |udx — [ody +ifudy+ifvax, 
ee Hh oable. ae x 


wobei also unter « und v immer u[¢(¢), w(é)] und v [p(t), y(4)] zu verstehen ist. 
Fir dieses Integral laBt sich sofort folgende Abschatzungsformel angeben: 
Ist |/(z)| = M langs der Kurve C und ist J die Lange von C, so ist 


ee aa (30) 
| 





Aus der Abschatzungsformel folgt sofort: Eine gleichmaBig konvergente 
Reihe stetiger Funktionen kann gliedweise integriert werden: 


ipa Gaze > fica. 
q 7=0 n=O 5 


Als Beispiel mége die Funktion /(z) = (z.— 2)” (m ein ganzzahliger Wert) 
tiber einen Kreis K mit z, als Mittelpunkt, durchlaufen in positivem Sinne, 
integriert werden. Setzen wir 

; zZ=2%,+7(cost+ tsin?), 
so erhalten wir?) 


2x 22 
QO (z—2%))"dz= [[r(cost+-isin i))"-[(7(—sint+-icost)]dt=i [r™*1 (cos¢+isint)™*+1dt 
K 0 i) 


= iv™*1 [cos (m +1)é+ sin (m+ 1) fJdt 
0 





und also 
G(z—2)"dz=0 fir mA—-1, 
dz A ‘ 
ee = 271. (31) 


d) Analytische Funktionen. 


8. Definition der analytischen Funktionen, Cauchy-Riemannsche Diffe- 
rentialgleichungen. Nennen wir einen nur aus inneren Punkten bestehenden und 
zusammenhangenden Bereich in der komplexen Zahlenebene ein Gebiet, so 
bezeichnen wir als eine in diesem Gebiete regulare analytische Funktion 








1) Zufolge cosmy + isinm@ = e’™? ist (cos@ + ising)™ = cosmy + isinmy (Moi- 
vresche Formel). 
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eine solche Funktion /(z), die dort tiberall differenzierbar ist. Es muB8 sich 
also fiir jedes z des Gebietes eine Zahl /’(z) angeben lassen, so daB 


imi? rf) Se f(z) (32) 
h=0 h 
ist fiir jede Art der Annadherung an den Punkt z. Ist eine Funktion /(z) in einem 
Gebiete differenzierbar, so ist sie dort auch stetig. 

Das Studium der analytischen Funktionen bildet den wesentlichen Inhalt 
der Funktionentheorie. Zunadchst mdgen notwendige Bedingungen fir die 
Differenzierbarkeit einer Funktion aufgestellt werden. Setzen wir wieder 
{(2) =u+iv, z=%x%-+7y, so muB ein Grenzwert fir den Ausdruck 

u(x + Ax, y + Ay) +t0(4+ 4%, y + Ay) — ula, y) —t0(%, y) 
Ax +t4dAy 
vorhanden sein, wenn wir uns entlang einer Parallelen zur x-Achse (dy = 0), 
und wenn wir uns entlang einer Parallelen zur y-Achse (4% = 0) dem Punkte 
x -+-7y nahern, und dieser Grenzwert mu fiir beide Arten der Annaherung 
derselbe sein. Daraus folgt aber 














Ou . OV 1 {ou , oi) 
me tise =sle By}? 
und das ergibt die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 
Ou ov Ou dv 
Sie cae cen (33) 


Umgekehrt gilt der Satz: Geniigen zwei Funktionen wu und v mit stetigen 
partiellen Ableitungen erster Ordnung nach x und y den Cauchy-Riemannschen 
Differentialgleichungen, so ist 

f(z) =u+tv 
eine analytische Funktion von z. Durch partielle Ableitung der Cauchy- 
Riemannschen Differentialgleichungen folgt weiter: Die beiden Funktionen ~ 
und v geniigen der Laplaceschen Differentialgleichung 

Pp , Py 
Se: le! (34) 

9. Cauchyscher Integralsatz, Cauchysche Integralformel. Sei % ein ein- 

fach zusammenhangendes Gebiet, in dem die Funktion 7/(z) analytisch (regular) 
ist, und sei C eine geschlossene, in $ liegende Kurye, so ist 


Ore aeD (35) 


(Cauchyscher Integralsatz). D. h. sind z, und 2, zwei Punkte des Ge- 
bietes $, so hat 





fitoae 


denselben Wert langs jedes ganz in $ liegenden Weges von z, nach 2z,. 


Der Beweis ergibt sich aus der Umformung des Integrals if {(z)dz mittels 
des GauBschen Integralsatzes in Cc 


udx—od ip dxtud =—|{(% ou L(G oat 
pi y)+ j (vdx-+udy) | (Sat ap)aedy +4] _ sy)dxdy 
und aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. 
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Umgekehrt: Ist /(z) im einfach zusammenhangenden Gebiet 8 stetig und ist 
langs jedes geschlossenen, ganz in $ liegenden Weges C 


Of(z)dz=0, 
c 


so ist /(z) in G regular. 

Seien C, und C, zwei geschlossene Kurven in der Zahlenebene und C, liege 
ganz im Innern von C,. Ist f(z) in einem (nicht notwendig einfach zusammen- 
hangenden) Gebiet, dem C, und C,, sowie das Gebiet zwischen diesen Kurven 
angehéren, eindeutig und regular, so ist 


Gt) dz = Gf)az, 
C, Cy 


wenn beide Kurven in positivem Sinne durchlaufen werden. Denn wird das 
Integral / f(z) dz in positivem Sinne um die Begrenzung des Gebietes zwischen C, 
und C, erstreckt, so ist auch fiir diesen Inte- 


grationsweg ; 
| fa@d2=0: 
= Die Integrale iiber die Stiicke 
£, L, und Ly heben sich aber 43 
weg, und die beiden Kurven 
C, und C, werden dabei in 
iv entgegengesetztem § Sinne LO 
durchlaufen. Dieser Satz 
ae 14Bt sich auch ausdehnen auf L; 
ba Si ry haa mehrere geschlossene, ein- Abb. 5. Cauchyscher Integralsatz. 


ander ganz ausschlieBende 
Kurven C,, C;..., C, im Innern von C,. Daraus aber ergibt sich die Cauchy- 
sche Integralformel. Ist C eine geschlossene Kurve im einfach zusammen- 
hangenden Regularitatsgebiet G von /(z) und z) ein Punkt im Innern dieser 
Kurve, so ist, wenn C in positivem Sinne durchlaufen wird, 


Ha) == b az, (36) 


2nt J 2—% 
Cc 


Denn die Funktion —— hat als einzigen Irregularitatspunkt in $ den Punkt z, 
Sp ted 


und die Voraussetzungen fiir die Anwendung des vorigen Satzes sind erfiillt. 
Also kann statt iiber C auch iiber einen beliebig kleinen Kreis K um 2) mit den 
Radius 7 integriert werden. Fiir diesen Kreis aber ist 


me dG a= f (20) depot pL gg, 
Fs ik 








2ut yl z— Zz Z— 2 2% B= % 


Das erste Integral gibt f(z.) und das zweite wird zufolge der Abschatzungsformel 


fir komplexe Integrale absolut ee 2ur =e, wenn 7 so klein gewahlt 
wird, daB |f(z) — f(z)| << ist, ist also = 0. 
Ahnlich zu beweisen ist der Satz: Eine in G regulére Funktion besitzt Ab- 
leitungen beliebig hoher Ordnung und diese sind gegeben durch die Formeln 
n! 


te) = saa lohende gn 


214 (z — 2)"+1 % 
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10. Taylorsche Entwicklung, analytische Fortsetzung, singulare Stellen, 
ganze Funktionen. Eine der wichtigsten Anwendungen der Cauchyschen 
Integralformel ist die Poten zreihenent wicklung einer analytischen Funktion. 
Sei unter den Giiltigkeitsvoraussetzungen dieser Formel K ein Kreis im Innern 
von C mit dem Zentrum in z,. Bezeichnen wir dann die Punkte auf C mit 7, 
die im Kreise K mit z, so wird wegen 


| 
ela 








rots < b= f 
| t— %% 
die geometrische Reihe 
1 1 1 wep dk! Z— % (2 — 2)? «es 
a gas ET YS ioe GS ea ee 
ay eer, 


gleichmaBig fiir alle ¢ auf C konvergieren und es kann daher auch die den Aus- 
druck f(0) 


ti—2Z 


darstellende Reihe gliedweise nach ¢ integriert werden. Aus der Cauchyschen 
Integralformel angewendet auf C und den im Kreise K gelegenen Punkt z ergibt 
sich dann nach (37) die Taylorsche Entwicklung 


(2) = Flee) + AH (eo) (2 = 2) + yt a) (2 — 2)? + 
= Ay + 4, (2 — 29) + Ag (z — 2)? + --- = B (2/2) - (38) 


Diese Taylorsche Reihe ist eindeutig gegeben durch die Werte von /(z) in einer 
beliebig kleinen Umgebung des Regularitaétspunktes z) und konvergiert in dem 
eroBten Kreise um 2%, dessen Inneres ganz dem Regularitaétsgebiet von /(z) 
angehért. Ist z, ein Punkt im Innern des Konvergenzkreises von ‘f (z/Z), so 
kann $$(z/Z9) in eine Potenzreihenentwicklung a 


B® (z/21) = 09 + Oy (2 — 4%) + On (2 — 4)? + -- 

umgebildet werden, die ebenfalls die Funktion /(z) darstellt. Sie konvergiert - 
ebenfalls im gré8ten Kreise um 2z,, dessen, Inneres dem Regularitatsgebiet von 
/(z) angehért, ihr Konvergenzkreis ist also sicherlich nicht kleiner als der Kreis 
um 2,, der den Konvergenzkreis von $f (z/z9) von innen beriihrt, kann aber gréBer 
sein. In diesem Falle ist also die Potenzreihendarstellung von f(z) iiber den 
Konvergenzkreis von 2) hinaus fortgesetzt. Ebenso kann /(z) im Konvergenz- 
gebiet von %8(z/z,) in eine Reihe $8(z/z.) umgebildet werden, deren Kon- 
vergenzgebiet wiederum iiber das alte hinausreichen kann. Dies ist der ProzeB 
der analytischen Fortsetzung. 

Auch der Punkt z = oo kann in diese Betrachtungen eingezogen werden. 
Durch die Substitution 


Ca (39) 


geht /(z) in @ (¢) tiber und diese Funktion @ (¢) 1aBt eine Potenzreihenentwicklung 
um den Punkt ¢ = 0 zu, falls.sie dort, also /(z) fiir z = oo regular ist. Die Potenz- 
reihenentwicklung von /(z) 


Biglos) = 0, eee (40) 


konvergiert dann auBerhalb eines bestimmten Kreises um den Nullpunkt. 
_ Diese ganzen Betrachtungen’ fithren zu einer neuen Definition der ana- 
lytischen Funktionen und zwar durch das (monogene) System von Potenzreihen, 
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zu dem man durch analytische Fortsetzung von irgendeiner Potenzreihe des 
Systems aus gelangt. Jede einzelne dieser Potenzreihen heiBt dann ein Funk- 
tionselement. 

Diejenigen Punkte, die auf keinerlei Weise in das Innere des Konvergenz- 
kreises eines Funktionselementes einbezogen werden kénnen, heifen singulare 
Punkte der Funktion. 

Auf dem Rande eines Konvergenzkreises liegt mindestens ein singularer 
Punkt, wie sich aus dieser Definition leicht folgern laBt. 

Kommt man bei analytischer Fortsetzung von 2) aus wieder in den urspriing- 
lichen Konvergenzkreis hinein, so sind zwei Faille méglich: Entweder stimmen die 
neuen Funktionswerte unter allen Umstanden mit den alten itberein oder aber 
man gelangt auf diese Weise zu verschiedenen Werten. Im ersten Falle spricht 
man von einer eindeutigen, im zweiten von einer mehrdeutigen Funktion. 
Gelangt man z. B. mit der Funktion 


z@ 
logz = = (41) 
1 

den Nullpunkt »-mal umkreisend wieder zum Punkte z = 1 zuriick, so erhalt 
man den Wert 2”i2, wie sich aus dem iiber den Einheitskreis erstreckten 
Integral / = = 2ia ergibt. Der Logarithmus ist also eine unendlich viel- 
deutige Funktion. Fiir den Rest von Abschnitt I wollen wir uns auf eindeutige 
Funktionen beschranken. 

Eine (notwendigerweise eindeutige) Funktion, deren Potenzreihen in j}edem 
endlichen Punkte konvergieren, heiBt eine ganze Funktion. Es gilt der Satz: 

Der absolute Betrag einer ganzen Funktion, die keine Konstante ist, ist 
auBerhalb jedes Kreises um den Nullpunkt beliebig groBer Werte fahig. 

Denn ware | /(z)|< M fiir |z| > R, so wiirde aus 


f (2) = ap + 42 + ag2? + --- 
und 
1 7 (2) 


“i 
to ni (0) a a mpi 42 





mit Hilfe der Abschatzungsformel folgen 
: M 

on’ 

wenn iiber einen Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius 9 > R integriert wird. 

Also miiBte sein: a, = 0 fir 1 #0. 

Liegen die singuldren Stellen iiberall dicht auf dem Rande des Konvergenz- 
kreises, so ist keine analytische Fortsetzung iiber ihn hinaus méglich, er bildet 
eine natiirliche Grenze fiir die Funktion. So ist der Einheitskreis natiirliche 
Grenze fiir die Funktion 


f(z) =zt227+84---f+---, 


|a,|S 


2 

denn alle Punkte oe (beg ganze Zahlen) sind singulare Stellen von f(z). 
44. Laurentsche Reihe, Verhalten in der Umgebung eines Poles und einer 

wesentlich singuldren Stelle, rationale Funktionen. Um das Verhalten einer 

Funktion in der Umgebung singularer Stellen zu behandeln, dient die Entwicklung 

in eine Laurentsche Reihe. Sei die (eindeutige) Funktion /(z) im Innern eines 
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konzentrischen Kreisrings C, und C, (7%, > 7.) um 2, regular. K, und K, seien 
zwei weitere Kreise um 2, mit den Radien ¢, und ¢,, derart, daB 
"=> a il = f 2 peas 
ist. Die Punkte auf K, und K, seien mit #, die zwischen von K, und K, mit z 
bezeichnet. Dann ist fiir irgendeines dieser z 
1 f(t) 1 f(t) 42 
i@)= gag Diaa = oe Pee | (42) 
Ky Ke ; 
wenn beide Kurven in positivem Sinne durchlaufen werden. Liegt ¢ auf K,, 
so ist wegen 





2— 2 
t— 2 








=< hy <4 





die Reihe 
— (z — 29)” 


Git) os 4 a aie 
rempriar i (5 + = 2,7 5 G22) tr 


gleichmaBig konvergent fiir alle ¢ auf K,, und liegt ¢ auf K., so ist wegen 




















124] <p, <1 die Reihe | 
N Client 20) 
FUL eee 1 Ae tet 1 i —% (ag ee 
Le ans ae PPO Se ra Hi) (= ha ai Tee 
b— & 
gleichmaBig konvergent fir alle ¢ auf K,. Gliedweise Integration beider Reihen 
gibt oo co 
f(2) =D an (Z — 20)” + a-n(z — 2)~", (43) 
n=0 n=1 
alk i (@) ay 
a = ob tt, n=0, 1,2, (43 a) 
Ky 
4 
aon = 5h Pia)" *as, HAS 2s. (43b) 
KE, 


Diese Reihe, die Laurentsche Reihe, konvergiert im Innern des Ring- 
gebiets zwischen C, und C,, und zwar die Reihe der positiven Potenzen inner- 
halb C,, die der negativen Potenzen auBerhalb C,. Die Entwicklung einer 
Funktion in eine Laurentsche Reihe ist eindeutig bestimmt. 

Diese Reihe gibt nun die Méglichkeit, das Verhalten der Funktion in der 
Umgebung einer isolierten singularen Stelle, d. h. einer solchen, die nicht 
Haufungspunkt singularer Stellen ist, zu untersuchen, da dann 7, + 0 beliebig 
klein genommen werden kann. Auch der Punkt z =oo kann wieder durch die 


Substitution ¢ =- in diese Betrachtungen eingezogen werden. 
Ist eine in der Umgebung von 2, eindeutige regulaére Funktion dort von 
beschranktem absoluten Betrage, so ist z) ein regularer Punkt der Funktion. 
Denn ist |f(z) |= Min der Umgebung von 2,, so folgt aus der Abschatzungs- 
formel [Oa Me Gy 
und, da 7, beliebig klein genommen werden kann, a_, = 0. 
Eine singulare Stelle z) von /(z), fiir die 1/f(z) regular ist, heiBt ein Pol. Ein 
Pol ist eine isolierte singulare Stelle. Ist die Potenzreithenentwicklung von 4// (z) 
1 
Toure by (z — 2)" + +++ = (2 — 2)Fg (2), 


(z 
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wobei k der erste nichtverschwindende Index ist, so ist g(z) +0 und 4 /g (2) 
ebenfalls nach Potenzen von z— 2) zu entwickeln. Also ist 


Ap—1 
z= %y 








+ ay + M41 (2 — %) + +++ (44). 


die Laurentsche Entwicklung fiir einen Pol hat nur endlich viele Glieder mit 
negativen Exponenten. k heiBt die Ordnung des Pols und 
a 


Cs ec (44a) 


sein Hauptteil. Aus der Betrachtung des Hauptteils ergibt sich: Bei Annaherung 
an einen Pol wird die Funktion bestimmt unendlich, |/(z)| > M fiir |z—2|<e. 
Die anderen singularen Punkte heiBen wesentlich singulare Stellen. 
Bei Annaherung an eine isolierte wesentlich singulare Stelle z, kommt eine 
Funktion in jeder Nahe von z) jedem beliebigen Werte c beliebig nahe (Satz 
von CASORATI-WEIERSTRASS). 
Denn sonst ware 


(@) = + ee tet 


(z — 2)* (2 = 2 


7 es 
Z— Bo 








| WAL =M in der Umgebung von 2, 
ae ware dort regular und also zp eine regulare Stelle oder ein Pol fiir f(z) — c. 

Die ganzen Funktionen haben als einzige singulare Stelle den Punkt z = ov, 
Ist er ein wesentlich singularer Punkt, so spricht man von ganzen trans- 
zendenten Funktionen. Eine ganze transzendente Funktion kommt also auBer- 
halb jedes Kreises jedem beliebigen Werte c beliebig nahe. Weiter reichend ist 
der Satz von PicArp: Eine ganze transzendente Funktion nimmt alle Werte 
mit héchstens einer Ausnahme an. 

Ist der Punkt z = co Pol einer ganzen Funktion, so nennt man sie eine ganze 
rationale Funktion 

f (2) = + 4% + +++ + ye”. (45) 
Fir sie gilt 
\f(2)|> M far |2|>R. (45) 

Hat eine Funktion in der ganzen Ebene (einschlieBlich z = oo) keine anderen 
Singularitaten als Pole, so ist sie eine rationale Funktion, und die rationalen 
Funktionen sind dadurch charakterisiert. 

12. Residuen, Null- und Unendlichkeitsstellen, Fundamentalsatz der 
Algebra. Der Koeffizient a_, der Laurentschen Entwicklung an einer isolierten 
singularen Stelle heiBt das Residuum dieser Stelle 2 

1 


a= igh ide = rle). (46) 
ae) 


Aus dem Cauchyschen Integralsatz folgt der Residuensatz: Liegen im Innern 
der geschlossenen Kurve C, die im Regularitatsgebiet von /(z) liegt, endlich viele 
singulare Stellen 2, 2,,.-- 2, So ist 
sg P tle) de = re) + le) +o + la). (47) 
@ 

Aus dem Cauchyschen Satz und dem Residuensatz lassen sich Methoden 
zur Berechnung reeller bestimmter Integrale gewinnen, indem man das Stiick 
der reellen Achse, itber das integriert werden soll, durch geeignete Kurven im 
Komplexen zu einem geschlossenen Integrationsweg erganzt. Lassen sich die 

15* 
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Integrale iiber die komplexen Kurven berechnen, so kann man das reelle Integral 
aus den Residuen im Innern des Integrationsweges entnehmen. 
Hat f(z) in 2 eine Nullstelle k-ter Ordnung, d. h. ist dort 


f(a) = ale — a) 


f 2) k 

[@) Tea 
dort einen Pol erster Ordnung mit dem Residuum k. Hat andrerseits f(z) in 29 
einen Pol K-ter Ordnung, so hat 

f (2) sas 

[eae an 
dort einen Pol erster Ordnung mit dem Residium —K. Daraus folgt: Liegt die 
geschlossene Kurve C im Regularitatsgebiet von f(z) und hat /(z) im Innern von C 
nur endlich viele Pole als Singularitaten, so ist 


so hat 











pee Moen 
iP iy de = NP, (48) 
Cc 





gleich der Anzahl der Nullstellen N weniger der Anzahl der Pole P im Innern 
von C, jede in ihrer Ordnung gezahlt. (Dabei ist natiirlich / + 0 auf C voraus- 
gesetzt.) 

Sei die ganze rationale Funktion 


| f(z) = ao + 412 + +++ + an” 
auBerhalb eines Kreises K mit dem Radius R von Null verschieden, so gibt 


roca ae) 
~ Quit} fr) @ (49) 
K 





N 





die Anzahl der Nullstellen von f(z) an und diese ist, wegen der fir |z|> R 
giiltigen Laurentschen Entwicklung 

fie Cz 

fi tas 


z 20 





gleich m (Fundamentalsatz der Algebra). 
Das Residuum einer Funktion im Punkte z =oo ist gleich 


SoPieds, 
Cc 


erstreckt im negativen Sinne tiber eine im Regularitatsgebiet von /(z) liegende 
Kurve, in deren AuBerem, ausgenommen z = oo, die Funktion regular ist. 

13. Meromorphe Funktionen, Mittag-Lefflersche Partialbruchdarstellung. 
Als eine mero morphe Funktion wird eine Funktion bezeichnet, die im Endlichen 
keine wesentlichen Singularitaten besitzt sondern héchstens Pole. Seien 2p, 2,,..: 
Z,,-.. die Pole dieser Funktion. Sie mégen nach wachsendem absoluten Beas 
angeordnet werden: |2)|=|2,|=|%|=..., so daB also sicher z, + 0 fiir + 0. 
Im Endlichen kénnen diese Pole keine Haufungsstelle besitzen, denn diese ware 
— wesentlich singulare Stelle der Funktion. Der zu jedem Pol gehérige Haupt- 

eil sei 














1 Oo, Oe 
en(3 =a) ia pan ape ag (50) 


Oa) oy 
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Die Differenz zweier meromorpher Funktionen mit denselben Polen und Haupt- 
teilen ist eine ganze Funktion. Sei B ein endlicher den Nullpunkt einschlieBender 
Bereich. Dann liegen fiir > n, alle z, auBerhalb dieses Bereiches, so daB in B 


1 } 
ee nach Potenzen von z entwickelt werden kann. Es muB also sein 


ae +) — hy, (2) | < fn; (51) 


fiir m > my und alle z des Bereiches. Dabei ist h,(z) eine ganze rationale Funktion 





bestehend aus den Anfangsgliedern der Entwicklung vong, i) nach Potenzen 
von Z aes 


Jy (2) = Ch + ch z+ --. + cl _, gn] (54a) 


bis zu einem passend gewahlten Index #,. Werden nun die «, so gewahlt, daB 
die Reihe 
€ + & + are +e, + Oot 


konvergiert, so muB also die Reihe 
80 () a {81 (-) - n, (2)| or {8 () as ha(2)} aie (52) 


in jedem endlichen Bereich der Ebene nach Abtrennung endlich vieler Glieder 
absolut und gleichmaBig konvergieren (Mittag-Lefflerscher Satz). 
Dies liefert sofort die Partialbruchdarstellung durchrationale Funktionen 


einer meromorphen Funktion /(z) mit den Polen z, und den Hauptteilen g, aS : 


f(e) = G@) + eo(-+;) + se (2) — mea}. (53) 


wobei G(z) eine ganze Funktion bedeutet. Denn die Differenz der meromorphen 


Funktionen f(z) und (52) ist eine ganze Funktion G(z). 
Hat eine meromorphe Funktion im besonderen nur Pole erster Ordnung 


mit den zugehérigen Hauptteilen an , so ist sie wegen 

















ie See Ge ee} =—S(14 age 2 sent 


Z—2y zn ie oe Fie Ee 
En 
in dér Form 


An 


oS ape cr Dar | Fi ‘ke Tae tees ae (54) 
n=1 n 








n 


darstellbar. Fiir alle diese f, kann eine Zahl # genommen werden, falls 





| an | 
| en jer 
n=1 
konvergiert. ; — 
14. WeierstraBsche Produktdarstellung ganzer Funktionen. Es sei eine 

ganze Funktion H(z) mit den Nullstellen 2, 2%, -.. %,--- gegeben. lem 2;, 
seien einfache Nullstellen und von Null verschieden. Dann ist 

H(z) 





H(z) 
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eine meromorphe Funktion mit Polen erster Ordnung in den z, und zugehérigen 
Hauptteilen 1/z—2z,. Also besitzt sie eine Partialbruchdarstellung 














Hy % oe Bee ee al 
H(z) i G(2) a ma {; — Zn | on | Re 4 ae Fa | (55) 
Gliedweise Integration von 0 bis z gibt 
— 2, z 1 [2z\2 4 [ 2 \Pn 
log H (z) = G,(z) + > flee = a Z, a (2) he ey Pa (2) 
n=1 


und daraus folgt gi a 
H(z) = oo [Tl _ 2). gtr led) a Eales, | 656) 
n=1 a 


Produktdarstellung von WEIERSTRASS). G,(z) ist ebenso wie G(z) eine 
ganze Funktion. : 

Hat die ganze Funktion H(z) Nullstellen héherer als erster Ordnung, so 
kommt der jeder Nullstelle in der obigen Darstellung entsprechende Faktor so 
oft vor, als die Ordnung angibt. Ist der Punkt z = 0 eine Nullstelle £-ter Ordnung, 
so kommt der Faktor z* vor das Produkt. Auf diese Weise ist jede ganze Funktion 
mit vorgegebenen Nullstellen durch ein konvergentes Produkt der Wurzelfaktoren 
darzustellen. 

Alle ganzen Funktionen ohne Nullstellen sind von der Form 


H (2) =<! ow) 
wobei G(z) wieder eine ganze Funktion ist. 
Jede meromorphe Funktion kann als Quotient zweier ganzer Funktionen 
_. A{z) 
dargestellt werden. Die Nullstellen von H(z) sind dabei die Nullstellen von /(z), 
die Nullstellen von G(z) sind die Pole von f(z), jede in der zugehérigen Ordnung. 
15. Trigonometrische Funktionen. Die Funktionen sin z und cos z sind ganze 


transzendente Funktionen und ihre fiir alle endlichen z konvergenten Taylor- 
schen Reihen lauten 








: 2 2 
Sine ae 31 4 31 = ae (57) 
gr gt 
cos2 = 4 Fi za a Ar oe (58) 





Es gelten die Additionstheoreme 


sin (2, + 2) = sinz, cos Z + cosz,sin 2, (59) 
Tare 9 
Cos (z, + 2%) = COS 2,Cos% — sinz,sinz,. 
Weiter gelten die Formeln 
iy Bree eo 278 Ce eae 
Sill es ORF me (60) 





sin z besitzt in den Punkten 0, +,2, +2a, ... Nullstellen erster Ordnung 
und die WeierstraBsche Produktdarstellung lautet 


co 


sinaz = az] J {( oe | {( +4) a+ " uJ] (1-3). @) 


n=1 pe 
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sing und cosz sind periodisch mit der Periode 22, also: sin (2 + zm) =sinz; 
cos (z + 27) = cos z.. tgz und cotgz sind meromorphe Funktionen, die an den 
Nullstellen von cosz bzw. sinz Pole erster Ordnung besitzen. Ihre Partialbruch- 
zerlegungen lauten , 


-+co 
ae 4 : y 1 


n=—cCo 2 BY 


= 











mectgar= 34 Di (525 +45}. (62a) 


_ 16. Exponentialfunktion und Logarithmus. Die Exponentialfunktion e? 
ist eine ganze transzendente Funktion, die niemals Null wird. Ihre fiir alle 
endlichen z konvergente Taylorsche Reihe ist _ 








2 ree a 
Go al OO get Oa ic aus eB (63) 
Das Additionstheorem lautet 
et tz, = e%1. ge ‘ (64) 
Es ist e'* = cosz + isinz (Eulersche Formel). Daraus folgt 
5 fe: ef — ete a et - gt 
a elie cane Vaart cbs2 = 5 


é ist periodisch mit der Periode 2a: 
PPR ce ee (65) 
Die Umkehrung der Exponentialfunktion ist der Logarithmus 
z 


ert ay __ faz 
eO=2 w= oge= |. (66) 
z 


Setzen wir z= re? (= a<gp<+a), soistlogz =Inr+i@ + 2n12, wobei 
unter Inv die einzige reelle Auflésung der Gleichung e” =, zu verstehen ist. 
Der Logarithmus ist eine unendlich vieldeutige Funktion, die im Nullpunkt 
eine Verzweigungsstelle unendlich hoher Ordnung besitzt. Der Ausdruck 
Inr+1t9, (—~a<qm=-+a) wird als der Hauptwert des Logarithmus 
bezeichnet. Entsprechend wird 2” = e™182 als der Hauptwert der Potenz 
bezeichnet, wenn im Exponenten der Hauptwert des Logarithmus steht. 

Es ist log z, + log z, = log (z, - 2) . (67) 

2 3 

Die Reihenentwicklung In(1 + z) = rae —-+--- konvergiert fiir |z|<1. 

AnschlieBend an die Eulersche Formel seien noch einige weitere Formeln 
iiber den Zusammenhang zwischen Exponential-, Kreis- und Hyperbelfunktionen 
angegeben. 

Die Hyperbelfunktionen kénnen folgendermaBen eingefiihrt werden 











: @—e-* z a2 oP 
sinhz = 2 27 eee =} Se 
e+ e-* ge 
coshz = : SS ora, eee (68) 
Bee Peo Ee? 
tghe = ose COtg Na ae ee ae ) 


1) Die Hyperbelfunktionen werden auch oft mit Ginz oder Gofz bezeichnet. 
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oder auch 
siniz=isinhz; cosiz=coshz; tgiz = itghz; (69) 
sinhiz—=isinz; coshiz=cosz; tghiz=7tgz. 
Dann gelten folgende Gleichungen 
cosh?z — sinh? z=1, 
sinh(« + y) = sinhx coshy + sinhy coshx, 
cosh (x - y) = coshx coshy + sinhx sinhy, 
arcsinz = log (iz +74 — 2), 
arsinhz = log(z + 71+ 27), 
cee ) (70) 


arc cosZ = ~~ log (z +iji—#), 


arcoshz = log(z + ye — 1) ; 








—2Z 
arctgz = — flog $ Fae 
artghz= 5 log = ae 
arcsin (iz) = varsinhz; ar sinh (tz) = varcsinz; 
arc cos (iz) = tar cosh (zz) ; ar cosh (iz) = —arccos (22) ; 
arc tg (iz) == tartgh2z; artgh(1z) = zarctgz. 


II. Gammafunktion. 


17. Bernoullische Funktionen. Sie werden nach WIRTINGER durch folgende 
Formeln definiert: 


P,(x) =[*4] -—* +3), 


¢ OPx+1 (4) 


P, (x) = (—1jeSFes@) (= 4,2,3,... ininf.). (74) 


Die Funktionen sind also rekursiv als unbestimmte Integrale definiert; die 
Integrationskonstante soll durch die Bedingung 


[P, (x)\dx =0 : (72) 


bestimmt werden. (72) gilt auch fiir k=1. Die Funktionen sind periodische 
Funktionen von % mit Periode 1. Sie sind rationale Funktionen von x im Intervall 
Ox<x<1. Es ist z. B. in diesem Intervall 


Pi(*%)=—* +8, 


P2(%) = 3 %(% — 1) +35 (73) 
P3(%) = % 


Ihre Werte fiir x = 0 sind daher rationale Zahlen. 








1) * bedeutet eine reelle Veradnderliche, [¥] die gréBte ganze Zahl <x. 


Ziff, 48, Eulersche Summenformel, Halbkonvergente Reihen. 233 


Man erhalt folgende Entwicklungen der P-Funktionen in Fouriersche Reihen: 


co 


cosS2n ax 
Bixle) = >) aeons ee TS 2s) 5 


_n=1 
20 (74) 
Pox 41 (*) i, sinQnax (k=0,1,2,...). 
22k y2k+1 qak+1 
n=1 





Die Reihen konvergieren absolut und gleichmaiBig mit Ausnahme der Reihe 
fiir P,; diese konvergiert nur bedingt und liefert an den Sprungstellen x =0, 
+1, +2,...den Wert Null, d. h. das arithmetische 

Mittel der Grenzwerte der Funktionswerte, wie es nach 

der Theorie der Fourierschen Reihen sein muB (vgl. Kap. 7, 

Ziff. 4). Die P mit geradem Stellenzeiger sind im Inter- 

vall (0, 1) symmetrisch beziiglich der Geraden x = }, die 

mit ungeradem Stellenzeiger beziiglich des Punktes (, 0) 

(siehe Abb. 6). In der Abbildung sind die Kurven @ Ve 7 
y = P(x), y= P,(x) unt y= P(x) gezeichnet. Alle 

sind mit Ausnahme von P, stetig, P, ist tiberall stetig 

mit Ausnahme der Sprungstellen x =0, +1, +2... 

und springt dort von + 4 auf —4%. An diesen Stellen 

verschwinden alle P2,,,;, wahrend alle P,, dort ihre Abb. 6. Bernoullischen Kurven. 
Maxima haben, namlich 





1 4 
P2;(0) > Dini 2% mek? (75) 
n=1 
sie sind rationale Zahlen. Wir setzen zur Abkiirzung 
eet Seema Arye Suieant.) (76) 
n=1 is 
B, = (2k)! Po, (0) (Geaniiae 35. mint.) (77) 


Die B, nennt man die Bernoullischen Zahlen. Sie sind rational. Die 
ersten zehn lauten: 
1 1 1 a 5 691 iH 3617 43867 174611 
Gre B0pe51427 BO OO 2730i ope 510 ’ 798 ” 330 
Es ist lim B,=oo. Aus (76) und (77) folgt 


k— co 





Qrk-1 ark 


“ER (78) 


Sox = B, 
P,(x) geniigt der Funktionalgleichung (% positiv ganz) 
k—41 

Py(s) + Pale +g) +--+ + Pale + 4) = Pen). 


418. Eulersche Summenformel. Halbkonvergente Reihen. /(x) habe eine 
integrierbare Ableitung. Dann gilt die sog. Eulersche Summenformel, 
die den Zusammenhang zwischen einer Summe und einem bestimmten Integral 
herstellt: 

n ne 5 n 
> 1) =f i) de + 4) +10 —[ Pil) fw ae. (79) 


k=0 0 0 
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Setzt man f(x) = ; rere so erhalt man fiir lim 1 = co 


lim {iets he + ting +4)}= re “od % ~~ (80) 


n—> co n 





Diesen Grenzwert bezeichnet man mit C und nennt a die Eulersche 
Konstante. Sie ergibt sich auf 10 Dezimalstellen zu: 


= 0,577215 6649. 


Wendet man auf das letzte at in (79) teilweise Integration an, so ergibt sich 
folgende allgemeinere Gestalt der Eulerschen Summenformel, wenn f(x) eine 
(2k + 1)-te integrierbare Ableitung hat: 


= f ila) dx +44) +10) 
0 


+ Pa(0) Uf () = £0] — Pao) ") — 1°" )] os 
P,(0) Ef" (0) — FO) — +++ + (=A) Paulo) [fF (2) — f2* M0) 


n 


+ (= A] Panes @) F490) da 


(84) ist eine sog. ‘halbkonvergente Reihe, d.h. das Restglied konvergiert 

nicht mit wachsendem k gegen Null. Die halbkonvergenten, auch semikon- 

vergent oder asymptotisch genannten Reihen spielen eine groBe Rolle 

bei numerischen Berechnungen, darum sei auf sie etwas genauer hingewiesen. 
Es gestatte /(«) die Darstellung 


n-1 
#() = >! u(x) + ra (2)- (82) 
k= 0 
Ist fiir alle x des betrachteten Intervalls bei festem x 
lim 7,(x%) = 0, (83) 
n—> co 


so sagt man, die Reihe >’ u,(x) konvergiert nach f(x). Ist dagegen die Reihe 
E=0 


halbkonvergent, so gilt (83) nicht, wohl aber gibt es fiir ein gegebenes x ein 
giinstigstes n, so daB |7,(x)| ein Minimum wird, das allerdings nicht beliebig 
klein gemacht werden kann. Dagegen existiert ein von der Funktion abhangiger 
Grenzwert a, so daB bei festem passend gewahltem 


Hin y,,(%) Oe (84) 
u—> a 


Wir werden spater in der Stirlingschen Formel ein Beispiel fiir eine halbkon- 
vergente Reihe kennenlernen. 


19. Gammafunktion. In dieser Ziffer soll & immer eine positive ganze Zahl 
bedeuten. Die Gammafunktion ist definiert durch 


ares (85) 
Dabei ist vorausgesetzt (z)>01). Von Gauss stammt die Bezeichnung 


*) # ist eine komplexe Variable, R(z) ihr reeller Teil. 
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Yi (2) = 1(z—1). Die Gammafunktion geniigt folgenden drei Funktional- 
gleichungen: i 





eer 1) ee 8 F(a) (86) 
(2 T4—2= oer; (87) 
: —kz+i pack 
F(z) P(z “e +) ae P(z ie “+= a (88) 
Aus (86) folgt sofort fiir positives, ganzes n 
I'(n) = (n — 1)! (89) 


Die Gammafunktion stellt fiir positive ganzzahlige Werte ihres Argumentes die 
Faktorielle dar, woraus sich die Gaufsche Bezeichnung I"(n) = IT (n — 1) er- 
klart. Ferner gilt 








ann ae P(e +k + 1) 
Ie) eG aed) oc ee Bh 
Diese Formel dient zur Definition von J"(z) fiir z-Werte mit beliebigem Realteil, 
ausgenommen 


(90) 





2=0, —4, “255° sR, + -o ust. (91) 
Die Gammafunktion ist eine meromorphe Funktion (siehe Ziff. 13) ohne Null- 
stellen mit den einfachen Polen 0, — 1, — 2, — 3, --- —h, --- und den Residuen 
4 1 fyi 3 
Nie ae Os ase ine ta ae ee 


ihr reziproker Wert ist daher eine ganze transzendente Funktion, welche die 
Werte (91) zu Nullstellen hat. Fir alle von (91) verschiedenen Werte von z 
gilt die GauSsche Produktdarstellung 


1H O SF nn! 
@) Bei rer mar ee og (92) 





Darstellung der Gammafunktion durch Kurvenintegrale!) : 
1 1 


Faq aa [One (93) 
Fir die Potenz x~* ist jener Zweig zu nehmen, der fiir x =1 den Wert 1 hat 
(Hauptwert, vgl. Ziff. 16). Das In- 

tegral ist langs des in Abb. 7a ————_______ > ae 
gezeichneten Weges zu erstrecken. um 

Es ist eine ganze transzendente ? 

Funktion von z mit den Werten Ce 
(91) als Nullstellen. Der Weg darf 0 


nicht iiber die negative reelle b 
Abb. 7. Integrationswege bei der Gammafunktion. 
Achse Ec 206ok werden. (Die gerade Linie durch 0 ist die reelle Achse.) 


Ai 


2. 3 I(2)= ee fest) dx. (94) 


2sin wz, 





Fiir die Potenz x*~! ist oberhalb der reellen Achse der Hauptwert zu nehmen. 
Das Integral ist langs des in Abb. 7b gezeichneten Weges zu erstrecken. Es 
ist eine ganze transzendente Funktion von z, welche fiir z= 0, 1, 2, 3, --- k, +: 
verschwindet. Der Weg darf nicht itber die positive reelle Achse gezogen werden. 


1) Vgl. Ziff. 7, 9. 
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20. Auswertung bestimmter Integrale mittels der Gammafunktion. 














ae eye 1.> 
0 
r Ao: (2k — 1) 
{ee ee be Lie wets au ) Var : (96) 
0 
1 
[insinaxdx =—In2, (97) 
0 
il 
finI'(e+2)dx =4$ln2a+2Inz—2 (RAABE) | _ (08) 
° (Hauptwert des Logarithmus)’), 
[Sx tdea Te) Se  O<Re)<1), (99) 
0 
feos oe Ez 400) 
ih ne (x?) dx => )/ 5 (FRESNEL) . ( 
0 
Dabei wird von den Formeln 
ee ey k ae 
SW edn iorer (k positiv ganz) (101) 
h=1 
und 
SOY 
Po arryecr ee (102) 


Gebrauch gemacht. 
Die sog. Betafunktion ist definiert durch 


1 


Goa he 
Bip, g= fea da = TO (103) 
: 


Sie 1aBt sich durch folgendes Kurvenintegral darstellen: 


erilp +q) 


Bib; 0). sep eng |e 
Se) ae 


Das Integral ist tiber den in Abb. 8 gezeich- 

Abb. 8. Doppelumlauf. neten Weg zu erstrecken (sog. Doppelumlauf um 

die Punkte 0 und 1). Es verschwindet fiir posi- 
tive ganze p und gq. Der Integrationsweg kann beliebig deformiert werden, nur 
darf er nicht tiber die singularen Punkte 0 oder 1 dariibergezogen werden. Fiir 


die Potenzen im Integranden sind an der Stelle A ihre Hauptwerte zu nehmen 
(vgl. Ziff. 16). 


1) Vgl. Ziff. 16. 
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21. Stirlingsche Formel. Fiir alle z mit Ausnahme. der negativen reellen 
Werte gilt die sog. Stirlingsche Formel: 





InI’(4 + 2) = (2+ g)ine—24+5In 20+ 3 arom [2% Wee (105) 
0 


Fir den Logarithmus ist der Hauptwert zu nehmen?). Fiir positive reelle z 
folgt aus (105) 


—s Shae 
Pitz) =Janette we (0<d<1) (106) 
und daraus die Naherungsformel fiir groBe 1 


n!wJ2ann"e-, (107) 


Das Zeichen ~ bedeutet asymptotisch gleich, d.h. der Grenzwert des Quotienten 
aus der linken und rechten Seite von (107) fiir lima = oo ist 1.. Der Fehler wird 
also nur prozentuell klein und wachst selbst mit ~ ins Unendliche. 

Die Stirlingsche Formel erhalt man aus der Eulerschen Summenformel (79) 
fiir {(«) =Inx. Wendet man auf das Integral in (105) teilweise Integration an, 
so folgt fiir das Restglied der Stirlingschen Formel: 





ee ey Pr) 2. OY. 41 P, 0) 
i ee eee at 


co 








Bee) + (= ayeer (2h)! [ee de. (108) 


k— uae 
+ (= 1)ht SE ooee 


(108) ist eine halbkonvergente Reihe. Ihr letztes Glied, der Fehler ist 





— ! 
(—1)*+ sae. “eee wo0<#0<1. Eswirdkleiner, solange k < [mz +4]). 


k =[2z-+ 4] liefert also das Minimum des Fehlers. Er ist z. B.5, 28-107” 
fiir z= 10. Hat man InJ'(z) fiir kleine z zu berechnen, so berechne man mit 
Hilfe der Stirlingschen Formel In J’ (z¢+ ) mit entsprechend groBem & und 
dann In J’(z) aus (90). 


Ist z= a +7 und wachst f bei festem « tiber alle Grenzen, so gilt 


PiA+2)~]20p%*3 gfe + sama - #4 (0+ 5)5]- (109) 


Genaueres iiber die Gammafunktion sehe man nach bei 

CH. DE LA VALLEE-Poussin, Cours d’analyse infinitésimale, Bd. II, 4. Aufl., S. 63—90, 
335—351, Gauthier-Villars, Paris 1922, 
: L. BreBEerBACH, Lehrbuch der Funktionentheorie, Bd. I, S. 297—312, B.G. Teubner, 
Leipzig u. Berlin 19214). 


1) Vgl. Ziff. 17. 2) Viel’ Ziff. 16: 

3) Vel. Ziff. 17, FuBnote 1. 

4) Die Betrachtungen von II. schlieSen sich an Seminarvorlesungen von W. WIR- 
TINGER an. 
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III. Konforme Abbildung’). 


22. Allgemeines. Zu den wichtigsten Eigenschaften einer analytischen 
Funktion 
w = f() 


gehért es, daB sie eine winkeltreue oder konforme Abbildung der z-Ebene 
auf die w-Ebene vermittelt. Spaltet man die Gleichung w — 7v = f(~ +74) 
in ihren reellen und rein imaginaren Teil, so ordnen die beiden Gleichungen 


u= U(x, Y), TG ay) 
den Punkten der xy-Ebene Punkte der wv-Ebene zu. Fiir die eindeutige Auf- 


lésbarkeit dieser Gleichungen in der Umgebung eines Punktes 9, ist hinreichend, 
daB die Funktionaldeterminante 
Ou Ov Ov Ou 
~ Ox Oy Ox Oy 
im Punkte %, 9 ist und dies ist wegen der Cauchy-Riemannschen Differential- 
gleichungen gleichbedeutend mit 


A = |f'(%)|? +0, 


also damit, daB die Ableitung /’(z) in 2) existiert und + 0 ist. Dann ist die 
Abbildung konform, da 


+0 


(Fe hing = 1 


ist, unabhangig von der Art der Annaherung an den Punkt 2). Es ist also der 
Winkel zweier sich in wy, schneidenden Kurven gleich dem Winkel der entsprechen- 
den Kurven in 2, und zwar unter Erhaltung des Drehsinnes der Winkel. Denn 
seien C, und C, zwei Kurven in der z-Ebene, die sich in z) unter dem Winkel 6 
schneiden. 2 + h, sei ein Punkt auf C,, der gegen 2, riickt, und z) + h, ein Punkt 
auf C,, der gegen 2 riickt; h, und hy seien von gleichem absoluten Betrage 


hy = Te: he = rerva 
und daher 4 
lim; = eé?. 
r>0 2 
Ist nun /’(z9} + 0, so ist 


f(Z + Mn) — f (2) 


hy 








lim 
r>0 


=e lim! + he) — f (2) ie (2) 
7r>0 2 : 
und daher 
« £ (Zo + A) — fo) - hy 7) 
1 = lim = ¢°, 
fe TET + he) — f (20) ee hy s 
Also schneiden sich die Bildkurven in der w-Ebene im Punkte w,)=/ (z,) ebenfalls 
unter dem Winkel 6. Umgekehrt wird jede konforme Abbildung mit Erhaltung 
des Drehsinnes u = u (x,y); v= v(x, y) bei Stetigkeit der Ableitungen von u und v 
durch eine analytische Funktion f = u + iv vermittelt. 
Die Abbildung 





w=u—iv=f(x +7ty) (110) 


geht aus der vorigen durch Spiegelung an der reellen Achse hervor, ist also eine 
konforme Abbildung mit Umlegung der Winkel. 


1) Man vergleiche die Darstellung der geometrischen Funktionentheorie von CouRANT 
in Hurwitz-Courant, Funktionentheorie. 2. Aufl. Berlin: Julius Springer 1925. 
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An den Punkten, in denen /’(z)) = 0 ist, wird die Winkeltreue der Abbildung 
gestort und zwar geht dort jeder Winkel im Punkte z, itber in den (m + 1)-fachen 
Winkel im entsprechenden Punkte w%, falls die Ableitung /’(z) in 2 eine u-fache 
Nullstelle besitzt (n-facher Kreuzungspunkt). 

Bei einer konformen Abbildung entsprechen den Parallelen zur reellen 
und imaginaren Achse in der w-Ebene die Kurven u(x, y) = c, v(%, y) =c in 
der z-Ebene, die sich ebenfalls unter rechtem Winkel schneiden und diese 
Ebene in unendlich kleine Quadrate einteilen. Kurvenetze, die diese. Eigenschaft 
besitzen, werden Isothermennetze genannt. (Der Name rithrt von Lamr 
her und stammt aus der Theorie der Warmeleitung.) Es laBt sich umgekehrt 
zeigen, daB alle Isothermennetze in der Ebene auf diesem Wege erhalten werden 
kénnen. So sind z. B. fiir die konforme Abbildung 





4 
Y= — 
4 & 
die Kurven _ 
[= > 7 C 
OS PTR 
Kreise, die die y-Achse im Ursprung beriihren und die Kurven 
y=——* =¢ 
geome ts 


Kreise, die die x-Achse im Ursprung berithren. Der Ursprung selber ist singularer 
Punkt. 

Sei in der z-Ebene eine stationare ebene Stromung gegeben durch den 
Strémungsvektor aq mit den Komponenten a,, a,, so ist die Wirbelstarke einer 
einfach geschlossenen Kurve C gegeben durch 








Ga.ds = | (a,dx + a,dy) (111) 
C 
und die in der Zeiteinheit austretende Fliissigkeitsmenge proportional zu 
Ga,ds =| (a,dx — azdy). (112) 
Gg 
Die Bedingung dafiir, daB die Stromung wirbelfrei ist, lautet zufolge Ziff. 6 (28): 
Oa, Oy 
Oy Ox" 
Es mu8 demzufolge eine Funktion ~ (x, y) existieren, so dab 
: _ Ou, __ Ou 
a, = Ox? Uae y ° 
Die Bedingung fiir die Quellenfreiheit der Strémung lautet: 
Oa, _ _—Oay 
Cee, A ae! 
Die Strémung ist also zugleich quellen- und wirbelfrei, wenn u(x, ) der Diffe- 
rentialgleichung gentgt: : 
hua Fat Ge. (113) 


Eine Funktion, die dieser Bedingung geniigt, heift eine harmonische oder 
Potentialfunktion. Zufolge Formel (34), Ziff. 8 sind sowohl der Realteil wu, Wie 
der Imaginirteil v einer analytischen Funktion Potentialfunktionen ; sie werden 
als konjugierte Potentialfunktionen bezeichnet. Werden die Kurven «= 
als Aquipotential- oder Niveaulinien gedeutet, so stellen die zu ihnen 
senkrechten Kurven v =c die Stromlinien dar. Die zu gegebenem konju- 
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gierte Potentialfunktion v ist aus den. Cauchy-Riemannschen Differential- 
gleichungen [vgl. Ziff. 8, Formel (33)] bis auf eine additive Konstante bestimmbar 
und / = uw + iv ist eine analytische Funktion, so daB also die Theorie der Poten- 
tialfunktionen fiir den zweidimensionalen Fall in der Theorie der analytischen 
Funktionen enthalten ist. 

Die Quellenfreiheit einer Stromung wird gestért durch das Auftreten sin- 
gularer Stellen. So hat bei w =log z=log ry + ig der Nullpunkt logarithmische 
Singularitat. Die Niveaulinien « =c sind die Kreise %? + y? = c?, die Strom- 
linien v =c sind die Geraden y = c x. ‘Die Strémung erfolgt entlang dieser Ge- 


raden mit der Geschwindigkeit i . Da das entlang eines Kreises um den Null- 
punkt erstreckte Integral ; 
[a,ds = —2a (114) 
K 


ist, stellt der Nullpunkt eine Senke von der Starke —2a dar. Ebenso stellt der 
Punkt z =oo eine Quelle dar, von der alle Strémungslinien ausgehen. 


Der Pol erster Ordnung der Funktion w =- kann aufgefaBt werden als 


Doppelquelle, als Vereinigung einer Quelle und einer Senke von entgegen- 
gesetzt gleicher unendlich groBer Starke. Ein Pol u-ter Ordnung kann als die 
Vereinigung von u-Doppelquellen aufgefaBt werden. 

23. Lineare Funktionen. Denken wir uns die w-Werte ebenfalls in der 
z-Ebene aufgetragen, so bewirkt die Funktion w = z+ 6 eine Translation 
der Ebene in der Richtung und um den Betrag des Vektors 6. Entsprechend 
bewirkt die Funktion w = e'?-z eine Drehung der Ebene um den Winkel 
und w=c-zg=r-é?.2z eine Drehstreckung. 


Die Funktion w =< vermittelt die Abbildung 





ee aa wee 
Ogee yt OE ge GP) 
Thre konjugiert komplexe 
B=, toa, waa (116) 
2 a wy? 


ist die Spiegelung am Einheitskreis und ordnet jedem Punkt A einen auf 
der Geraden durch den Nullpunkt und A gelegenen Punkt B zu, derart, daB 
das Produkt ihrer Abstande vom Nullpunkt 
gleich dem Quadrat des Radius, also hier gleich 
z ins ist. Sie ist eine konforme Abbildung mit 
Umlegung der Winkel, die Kreise in Kreise iiber- 
filhrt, wobei die Geraden als Kreise von unend- 


lich groBem Radius angesehen werden miissen 
VA (vgl. auch Ziff. 2). Daher fiihrt auch die durch 


uf 


1 i 
* ws ~, vermittelte konforme Abbildung mit Er- 


haltung des Drehsinns Kreise in Kreise iiber, sie 
ist eine Kreisverwandtschaft. Der Nullpunkt 
wird in den Punkt z ~oo transformiert. 
Abb. 9. Spiegelung am Einheitskreis, Ebenso ist auch die aus den: -vorher- 
gehenden Funktionen zusammensetzbare  all- 
gemeine lineare Funktion 


_az+b ; 
Gea a aa (117) 
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eine Kreisverwandtschaft}). Sie hat drei wesentliche Konstante undim allgemeinen 


zwei Fixpunkte z, und z,, die durch z = < _ gegeben sind. Im besonderen 


k6nnen beide Fixpunkte zusammenfallen oder es kann einer oder beide ins 
Unendliche fallen. Im allgemeinen Falle wird das Biischel der durch die beiden 
Fixpunkte gehenden Kreise in sich transformiert und ebenso wird die Gesamt- 
heit der zu ihnen orthogonalen Kreise in sich transformiert. Geht jeder einzelne 
Kreis durch z, und 2, in sich iiber, so spricht man von einer hyperbolischen 
Transformation; sie ist darstellbar durch 





eo wh 

ese “Ge a reell. (118) 
Geht jeder einzelne der orthogonalen Kreise in sich iiber, so spricht man von 
einer elliptischen Substitution und diese ist darstellbar durch 

caesar pale 

Z— & W— 25 








» wp reell. (119) 


Sonst spricht man von einer loxodromischen Substitution. 
az+b 


Bei einer Abbildung w = eee 





bleibt das Doppelverhaltnis von vier 


Punkten unverandert 
43 — 4, .%4— 24 _«- Wg — Wy, Wy — By 


23 — 2, 24 — & W3— Wy Wy — W,’ 





(120) 


wie man unmittelbar bestatigt. 

Aus der elementargeometrisch zu bestatigenden Tatsache, daB alle Kreise 
durch zwei Spiegelpunkte in bezug auf einen Kreis K diesen Kreis orthogonal 
schneiden, und da8 umgekehrt zwei Punkte spiegelbildlich in bezug auf einen 
Kreis K liegen, wenn alle Kreise ihres Biischels den Kreis K orthogonal schneiden, 
folgt der Satz: zwei Spiegelpunkte in bezug auf einen Kreis K werden bei linearer 
Transformation wieder in Spiegelpunkte in bezug auf den Bildkreis ibergefihrt. 

Es sei noch die Transformation 


Zz 


w= ev .—— =, @ nicht reell, ~“/(a) > 0," p' reell (121) 


z 
a~ 





als der allgemeine Typus derjenigen linearen Transformationen erwahnt, die die 
obere Halbebene auf das Innere des Einheitskreises abbilden. 


24. Schwarzsches Lemma. Das Schwarzsche Lemma sagt folgendes aus: Ist 
: fle) = a2 + aya? $ > 
fir |z| <1 konvergent und |/(z)|=4 fiir |z| <4, dann ist |f(2) 


Rp 4 
Ist in einem Punkte a+ 0 von |z]| <1 


f(a) =a, 
so hat f(z) die Form f(z) = ez. 
Sei w = f(z) eine Funktion, die den Einheitskreis umkehrbar eindeutig 
und konform in sich iiberfithrt und dabei den Nullpunkt unverandert 1aBt, so ist 
zufolge dem eben bewiesenen Satze 





<|z| fir alle 


S\=4 Sie: a lit 4 
a 


az+b 4 be— ad = 4 


ds eet @ tat da’ 





t), Denn es| ist 
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und ebenso fiir die Umkehrfunktion 


#| <4 fir |z| <1. 
W 





Also ist 





und f(z) hat die Form: f(z) = ez. ae 

Alle umkehrbar eindeutigen konformen Transformationen /(z) des Einheits- 
kreises in sich lassen sich aber durch lineare Transformationen in ebensolche 
umkehrbar eindeutige Transformationen des Einheitskreises in sich wberfuhren, 
die den Nullpunkt unverandert lassen. Und zwar kann dies geschehen durch eine 
darauf folgende hyperbolische Substitution g(z), die die Endpunkte desjenigen 
Durchmessers des Einheitskreises, auf dem der Punkt /(0) liegt, unverandert 
14Bt und den Punkt /(0) in den Nullpunkt itberfiihrt. Also ist g[f(z)] = (2) 
eine lineare Funktion und ebenso ist A[h(z)] = f(z) eine lineare Funktion, wenn 
k(z) die inverse Funktion von g(z) bedeutet. Man kann daher sagen: Alle um- 
kehrbar eindeutigen und konformen Transformationen des Einheitskreises in 
sich werden durch lineare Funktionen vermittelt.— 

25. Schwarzsches Spiegelungsprinzip. Ist w =/(z) im Innern und auf 
dem Rande einer doppelpunktlosen geschlossenen Kurve C regular und nimmt 
auf C keinen Wert mehr als einmal an, so wird die Kurve C auf eine gleichartige 
Kurve C abgebildet und das Innere G von C umkehrbar eindeutig auf das Innere 
I’von G. Denn ist a ein Punkt im Innern von C, so wird sich der Ausdruck 


4 4 d(w — a) 1 f’ (2) 
stzlew—a = w—a ~~ p foias 
Cc 


Cc 





um eins vermehren, so da jeder Wert im Innern von C von /(z) genau einmal 
angenommen wird. — 

Ist im besonderen ein Stiick J der Kurve C geradlinig und geht bei der 
Abbildung in ein geradliniges Stiick 2 der Kurve C iiber, so geht durch ana- 
lytische Fortsetzung von /(z) das Spiegelbild von G beziiglich / in das Spiegelbild 
von I beziiglich 4 itber. Denn die Funktion, die die Abbildung der beiden Spiegel- 
bilder vermittelt, ist ebenfalls analytisch und ist analytische Fortsetzung von 
/(z), da sie mit f(z) langs J tibereinstimmt. 

Dieser Satz gilt allgemeiner auch dann, wenn an die Stelle der geradlinigen 
Stiicke 7 und A Kreisbogen treten, da durch eine lineare Transformation Kreis- 
bogen in Geradenstiicke iibergefiihrt werden kénnen und dabei Spiegelpunkte 
am Kreise in Spiegelpunkte an der Geraden itibergehen. 


26. Verzweigungspunkte und Riemannsche Flachen. Bei der Abbildung 
w = z* entsprechen die Parallelen zur u- und v-Achse in der w-Ebene den Hyper- 
beln x2 — y2 =c und 2xy =c in der z-Ebene, die sich unter rechtem Winkel 
schneiden, auBer im Nullpunkt, wo sie sich unter 45° schneiden, da dort w’(0) 
von der ersten Ordnung Null wird. Durchlauft z einen Kreis um den Nullpunkt, 
so durchlauft w einen entsprechenden Kreis zweimal, und zwar entspricht dem 
Halbkreis in der oberen und dem in der unteren z-Ebene derselbe volle Kreis 


in der w-Ebene. Die Umkehrung z = Jw ist also eine zweiwertige Funktion 
in der w-Ebene. Legen wir zwei Exemplare der w-Ebene iibereinander, durch- 
schneiden beide langs irgendeiner Kurve von 0 nach oo (z. B. langs der negativen 
reellen Achse) und heften die vier Schnitte unter Selbstdurchdringung kreuz- 
weise aneinander, so ist auf der nun entstandenen Riemannschen Flache 
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die Funktion z =/w eindeutig. Die Punkte w=0 und w =oo sind Ver- 
zweigungspunkte erster Ordnung der Riemannschen Fliche. 


Ebenso kann die Funktion z = \o (p ganz und positiv) eindeutig dargestellt 
werden, indem man # Blatter einer Riemannschen Flache langs eines Ver- 
zweigungsschnittes von 0 nach oo passend aneinander heftet. 

Allgemeiner: Ist die Funktion w = f(z) in einer Umgebung des Punktes 2, 
(einschlieBlich z9) regular und hat /’(z) in z) eine Nullstelle (Pp — 1)-ter Ordnung, 
so ist umgekehrt z nach Potenzen von (w — w,)!/? entwickelbar und hat in Wo 
einen Verzweigungspunkt (p — 1)-ter Ordnung. 

Eine Stelle zo, in deren Umgebung w = /(z) regular ist und dort eine Laurent- 


sche Entwicklung Ya lVz — ) mit nur endlich vielen negativen Potenzen 
gestattet, heiBt eine algebraische Stelle von f(z). 

n-deutige analytische Funktionen, die in der ganzen Ebene nur endlich 
viele Pole und algebraische Stellen haben, heiBen algebraische Funktionen 
und geniigen einer Gleichung 


#4 (2) We-t se wo 4 7, (2) = 0, (122) 
wobei 7,(2z), ... %,(2) rationale Funktionen von z sind. Denn die elementar- 
symmetrischen Funktionen der Funktionszweige w,, w,, ... w, sind ein- 


deutige Funktionen von z und besitzen nur endlich viele Pole, sind also rationale 
Funktionen. 

27. Die Abbildung w= logz. Merkatorprojektion. Bei der Abbildung 
w = logz = logy +1 @ entsprechen den Kreisen um den Nullpunkt der z-Ebene 
Parallele zur v-Achse “ = konst., den Geraden durch den Nullpunkt Parallele 
zur u-Achse v=konst. Die ganze z-Ebene wird auf den Parallelstreifen 
—a =v<-+a der w-Ebene abgebildet und ebenso wegen der Vieldeutigkeit 
des Logarithmus auf jeden weiteren Parallelstreifen na =v < (n+ 2)a der 
w-Ebene. Um die Abbildung eindeutig zu machen, legt man unendlich viele 
Blatter der z-Ebene iibereinander, schneidet sie langs der negativen reellen Achse 
auf und verbindet immer das obere Schnittufer eines Blattes mit dem unteren 
des dariiberliegenden; wird dies von = —oo bis nm = +00 ausgefiihrt, so 
ist auf der nun entstandenen unendlich-vielblattrigen Riemannschen Flache 
die Funktion logz eindeutig, jedes Blatt wird auf einen Parallelstreifen der 
w-Ebene abgebildet. Der Punkt z= 0 ist ein Verzweigungspunkt unendlich 
hoher Ordnung der Riemannschen Flache. ae 

Wird die Kugel von einem Pole stereographisch auf die z-Ebene projiziert?) 
und diese vermittels w = logz auf die w-Ebene abgebildet, so entsteht die von 
den Landkarten bekannte Merkatorprojektion, bei der Langen- und Breiten- 
kreise in zwei Scharen sich orthogonal schneidender Geraden tibergehen und bei 
der wegen der Winkeltreue der Abbildung allen Kurven auf der Kugel, die die 
Langen- und Breitenkreise unter konstantem Winkel schneiden, Gerade in der 
w-Ebene entsprechen. ee 

28. Abbildung eines Rechtecks auf die Halbebene. Das elliptische Integral 
erster Gattung 3 


Sores) dt 
ahi — #) (1 — R22) 
0 


vermittelt die Abbildung der oberen Halbebene auf das Innere eines Rechtecks. 
Geben wir der Quadratwurzel im Punkte 0 den positiven Wert und integrieren 








, Rreell, O<k<1 (123) 


1) Wobei den Langen- und Breitenkreisen die Geraden durch den Nullpunkt und die 
Kreise um den Nullpunkt entsprechen. 
f 16* 


= 
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langs der reellen Achse. Die singularen Punkte des Integranden +1, + 1/k mégen 
durch Halbkreise in der oberen Ebene umgangen werden, deren Radius gegen 
Null zusammengezogen werden kann, da der Integrand von der Ordnung 1/2 un- 
endlich wird. Lauft der Punkt z von 0 bis 1, so lauft der Punkt w auf der reellen 
Achse von 0 bis zum Punkte 


1 

. dt ne MO, 
hisaecan = 2 
0 


Bei Umgehung von 1 vermindert sich die Amplitude von 1 — 7¢ um 2, die der 
Wurzel um 2/2. Lauft also z von 1 bis 1/k, so lauft 








z 
j dt 
Oz ¢ 
ie 1 =e es 
§ 28 fae 1/4 — FP) 


auf der Parallelen zur imaginaren Achse “ = w,/2 von @,/2 bis zum Punkte 








a dt 
1 . Lay) . 
Zhity —— 1Wy. 
J4e=1 
al 











2 1k) 2 


Bei Umgehung des Punktes 1/k dndert sich wieder die Amplitude der Wurzel 
um 2/2; lauft z von1/k bisoo, so lauft w auf der Parallelen zur reellen Achse 
V = 14, VON W,/2 + 1, bis 
O. sot ide r dt 
B08 ie 1) (#2 — 1) 
Wk 








= Gigs 


a 
dt 


Bes dt : 1 
Denn es ist | Sane cath {7 “= oes wenn wir ¢t = re setzen. 
1 0 
b 














Die Fortsetzung der Betrachtung fiir die negative reelle Achse ergibt: die reelle 

Achse der z-Ebene wird ein-eindeutig auf den Rand des Rechteckes w,/2, w,/2 

+1@,,. —@,/2+1%@,, —q@,/2 abgebildet und die obere Halbebene ein-ein- 
deutig und konform auf das Innere des Rechtecks. 

Die Fortsetzung der Abbildung ergibt sich 

~ S! +UWz Sie tw, durch das Spiegelungsprinzip. Spiegelt man das 

Rechteck an einer seiner Seiten, so wird das 

Spiegelbild auf die untere Halbebene abgebildet ; 

das aus zweimaliger Spiegelung in derselben 

Richtung sich ergebende Rechteck wird wieder 

auf die obere Halbebene abgebildet usw. Also 








70, BF ist die Funktion 
os oe - 
Abb. 10. Abbildung eines Rechtecks auf die dt 
Halbebene. i va =P — 2?) 
1 


unendlich vieldeutig; ihre Umkehrfunktion z = z(w) ist eindeutig und besitzt 
oe 2(w) = 2(w + 2@,) = z(w + 21a.) 
die zwei Perioden 2m, und 2ia,. 
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29. Abbildung eines Polygons auf die Halbebene. Fundamentalsatz der 
konformen Abbildung. Allgemein wird die Abbildung eines sich nicht selbst 


itberdeckenden Polygons in der w-Ebene mit den Ecken A iv dige OAR UNG 
den Winkeln «, 2, 4,2, ..., &», 2 auf die obere Halbebene der z, wobei den 
Punkten A,, A,,... A, der Reihe. nach die Punkte Wi ag, «cad, aureder 


reellen Achse entsprechen, gegeben durch die Funktion 


z 


w = konst. [( — @)*—1 (¢ — a,)*-1,,. (¢ — a,)*-1 dt, (124) 


0 


Daf eine solche Abbildung immer méglich ist, laBt sich aus dem Fundamental- 
satz der konformen Abbildung ersehen, wonach das Innere des Einheits- 
kreises der w-Ebene umkehrbar eindeutig und kanform auf das Innere eines be- 
hebigen, einfach zusammenhangenden Gebietes mit mindestens zwei Randpunkten 
abgebildet werden kann. Werden ein Punkt und eine durch ihn gehende Richtung 
in beiden Gebieten als einander entsprechend willkiirlich gewahlt, so ist die Ab- 
bildung eindeutig vorgegeben. 

Der Beweis dieses Fundamentalsatzes kann gefithrt werden mittels des 
Dirichletschen Prinzips (vgl. Kap. 41, Ziff. 6) oder auf funktionentheo- 
retischem Wege mittels des Schwarzschen Lemmas und der Koebeschen Sitze. 

Schon in Ziff. 22 ist auf den engen Zusammenhang der Potentialtheorie 
mit der Funktionentheorie hingewiesen worden, der daraus hervorgeht, daB 
man jede Potentialfunktion als Realteil einer analytischen Funktion ansehen 
kann. Es mége hier noch besonders auf die Beziehungen zur ersten Rand- 
wertaufgabe aufmerksam gemacht werden. Die erste Randwertaufgabe be- 
steht darin, eine in einem Bereiche $ der xy-Ebene regulare Potentialfunktion 
zu konstruieren, die am Rande C des Bereiches vorgeschriebene, stetig verander- 
liche Werte annimmt. Durch die Cauchysche Integralformel 








, 1 . (z 
1) = ami P Fp? 
(vgl. Ziff. 9, Formel (36)) sind die Werte /(z’) einer analytischen Funktion im 
Innern eines Bereiches mit ihren Randwerten verbunden. Man kann aus der 
Cauchyschen Integralformel tatsachlich die Lésung der ersten Randwertaufgabe 
fiir den Kreis mit dem Radius R und dem Mittelpunkt im Ursprung erhalten: 
27 
‘Apache 2 re R? — # = 
u(x’, ¥’) = u(rcosp, rsing) = 5- | a ee 2) 
0 





(Poissonsche Formel). Dabei sind w(#) die vorgeschriebenen Randwerte, 
wahrend durch x’ = rcosp: y’ = rsing Polarkoordinaten eingefiihrt sind. All- 
gemein kann man die Lésbarkeit der ersten Randwertaufgabe fiir einen einfach 
zusammenhangenden, von einer oder mehreren analytischen Randkurven begrenz- 
ten Bereich in der £7-Ebene in folgender Weise einsehen. Sei x + iy = f(§ + 7”) 
die analytische Funktion, welche die eineindeutige und konforme Abbildung 
dieses Bereiches auf den Einheitskreis in der xy-Ebene vermittelt. (Eine solche 
Abbildung muB nach dem Fundamentalsatz der konformen Abbildung méglich 
sein.) Dann kann die erste Randwertaufgabe fiir den Kreis mit den ibertragenen 
Randwerten durch das Poissonsche Integral gelist werden. Die durch die Sub- 
stitution von € und 7 in diese Potentialfunktion mittels der Abbildungsfunktion 
daraus hervorgehende Funktion w(&, 7) ist aber wieder eine Potentialfunktion. 
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Die Lésung der ersten Randwertaufgabe wird durch folgende Formel ge- 
geben: 





— OG 
u(x ,y)=— Ap in OS: (126) 


g 
Dabei sind u die vorgeschriebenen Randwerte, - bedeutet die Ableitung nach 


der 4uBeren Normalen am Rande C, iiber den das Integral zu erstrecken ist. x’, yy’ 
ist ein Punkt im Innern des Bereiches. G(x’, y’, x, y) ist die zum Aufpunkt »’, y’ 
gehorende Greensche Funktion des Bereiches und ist eine im Innern des Be- 
reichs mit Ausnahme von x = x’, y = y’ regulare, am Rande verschwindende Poten- 


tialfunktion, die fiir «— x’, y— y’ unendlich wird wie log (wobei 7 die Entfer- 


nung der Punkte x, y und x’, y’ ist). Die zum Aufpunkte x’, y’ gehdrige Green- 
sche Funktion kann nun in folgender Weise bestimmt werden. Ist 


@ (7, 2) = 4,(2— 2) + a,(2— 72 4 


diejenige analytische Funktion, die eine umkehrbar eindeutige und konforme 
Abbildung des Bereiches auf den Einheitskreis vermittelt und dabei den Punkt 
z’=x' +7’ in den Ursprung tiberfiihrt (sie ist bis auf einen Faktor e** 
(a reell) bestimmt), so ist 

foun. 

Wa | 





G(x’, af x, y) a log | 


Umgekehrt: ist die zum Aufpunkt x’, y’ gehdrige Greensche Funktion des Bereichs 
bekannt und ist H ihre bis auf eine additive Konstante aus den Cauchy-Riemann- 
schen Differentialgleichungen bestimmbare Konjugierte, so vermittelt 

Q(z 2) = eo Ee 
eine konforme Abbildung des Bereichs $ auf den Einheitskreis, wobei der Punkt 2’ 
in den Ursprung iibergeht. 


IV. Elliptische Funktionen. 


30. Allgemeines iiber periodische Funktionen. Gilt fiir jeden reguldren 
Punkt z von /(z) die Gleichung / (z + w) =/(z), sonennt man } (z) eine periodische 
Funktion mit der Periode w. Dabei ist w als eine komplexe Zahl = 0 angenom- 
men. Im besonderen werden die eindeutigen, nicht konstanten Funktionen mit 
dieser Eigenschaft betrachtet, die nur isolierte singulare Stellen besitzen. 
Dann gilt zunadchst der Satz, daB eine solche Funktion nicht beliebig kleine 
Perioden haben kann. Denn sonst giibe es in jeder (beliebig kleinen) Umgebung 
eines Regularitatspunktes z, Punkte z, so daB i (2)-= 7), was der Entwicklung 
von 7(z) in eine Potenzreihe %8 (z/z9) widerspricht. ‘ 

Zugleich mit w sind auch die Zahlen nw (m eine ganze Zahl oder Null) 
Perioden von f(z): /(2 + mq@) = f(z), und ebenso sind auch Summe und Differenz 
zweler Perioden w,, w, wieder Perioden: f(z -+ w, - Ws) = f(z). 

Ist o die absolut kleinste Periode auf einer Geraden durch 0 und w, so wird 
@ eine primitive Periode genannt. Ist dies der Fall, so sind simtliche Perioden 
auf dieser Geraden von der Form nw. Denn wiire auch nw +@o(o<d< 1) 
eine Periode, so ware auch 0 Periode, entgegen der Voraussetzung. 
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Seien jetzt , und w, zwei primitive Perioden, derart, daB im Innern des 
Dreiecks 0, @,, @, keine weitere Periode von f(z) liegt, dann sind siamtliche 
Perioden von f(z) in der Form 2,@, + ,«, darstellbar, Denn wire wieder 
(my + Dy) @, + (ng +O) o (0S 9, =1,0=%9,<1), B, und 9, nicht gleich- 
zeitig 0 oder 1) Periode von /(z), so ware auch 9, @, + %,«, Periode entgegen 
der Voraussetzung. 

_ Also kann es nur einfach- oder doppeltperiodische analytische Funktionen 
einer komplexen Veranderlichen geben. 

31. Einfach-periodische Funktionen. Sei /(z) eine Funktion mit nur einer 
primitiven Periode w, eine einfach-periodische Funktion, dann liegen samt- 
liche Perioden von f(z) auf einer Geraden durch 0 und w und sind von der Form 
na. Durch parallele Gerade, die die Gerade durch 0 und m in den Punkten nw 
schneiden, kann die Ebene in parallele Streifen eingeteilt werden. In jedem dieser 
Periodenstreifen nimmt die Funktion alle ihre Werte an und in kongruenten 
Punkten z,, 2, in zwei verschiedenen Streifen (z, — z, = »w) nimmt sie denselben 
Wert an. Qni 

Setzt man z= 5— loge, €=e”  , so wird f(z) = q@(f) und der Viel- 


deutigkeit des Logarithmus entsprechen kongruente Werte von 2: 








O34 


a Sey Mog + Qt +n) == 5-7 loge +no, 
so daB (¢) eine eindeutige Funktion ist. Die Singularitaten von log ¢ sind 
0 und oo, im iibrigen faBt ¢(¢) alle kongruenten Singularitaten von /(z) in eine 
zusammen. Entwicklung von @(¢) in eine Laurentsche Reihe um den Punkt 0 
gibt 
Quiz 


(0) = Sat = Ya a (127) 


n=—-co n= —-0O 





deren Konvergenzgebiet durch die singularen Stellen bestimmt ist. 
22iz 





Ist speziell {(z) eine rationale Funktion von e° , 


| f(@) = R(¢), 
so gelten folgende Satze: 

Die Funktionen f(z) = R(¢) besitzen ein algebraisches Additions- 
theorem: f(z, + 2.) 1aBt sich algebraisch durch f(z,) und f(z) ausdriicken. 

Zwischen je zwei Funktionen /(z) =R(¢) mit derselben Periode w besteht 
eine algebraische Gleichung mit konstanten Koeffizienten. 

Sei die eine dieser Funktionen der Differentialquotient der anderen, so ergibt 
sich: Jede Funktion f(z) = R(¢) genigt einer algebraischen Differential- 
gleichung. 

32. Doppelt-periodische Funktionen. Die Perioden einer doppeltperio- 
dischen Funktion lassen sich alle in der Form 2,,-+”,@, darstellen, wobei 
die nicht auf einer Geraden durch den Nullpunkt gelegenen Punkte w, und @, 
ein primitives Pericdenpaar bilden. Eine doppeltpericdische Funktion nimmt 
alle ihre Werte in einem Periodenparallelogramm an, das von den Punkten 
Zo.% t@ 1, % +e, %+@,+, gebildet wird, und es kann die ganze Ebene 
mit Parallelogrammen iiberdeckt werden, die aus einem durch Parallelver- 
schiebung um ”,@,-+%, hervorgehen. In kongruenten Punkten z, und 2, 


(Zo = 2 + 11@, + Mz) ist f(%) =f (%). 
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Eine ganze Funktion kann nicht doppeltperiodisch sein. Denn als ganze 
doppeltperiodische Funktion bliebe sie in einem Periodenparallelogramm unter 
einer endlichen Schranke und ware also auch in der ganzen Ebene nicht beliebig 
groBer Werte fahig, entgegen den Eigenschaften einer ganzen Funktion. 

Also muB eine doppeltperiodische Funktion im Periodenparallelogramm 
Singularitaten besitzen. Besitzt sie dort nur Pole (und zwar kann sie dann in 
jedem Periodenparallelogramm nur endlich viele Pole besitzen), so ist sie eine 
meromorphe Funktion. Eine doppeltperiodische meromorphe Funktion heiBt 
eine elliptische Funktion. 

Koénnen saémtliche Zahlen der Form 


MO, + My@. (My, My ganz) (128) 
auch in der Form ; 

mi, oo, + moos (yn, mh, ganz) (129) 
dargestellt werden und umgekehrt, so heiBen die beiden GroBenpaare w,, w, und 
w;, w3aquivalent. Die notwendige Bedingung fiir diese Aquivalenz ist aber das Be- 
stehen des Gleichungssystems © 

oO, = 4, + PO2, 
0, = yo,+ daz, 
(«, 6, y, 6 ganze Zahlen) 
einerseits und 
Oy = #0, + P's, 
= y'0 + 0'w3, 
(0’, p’, »’, 6° ganze Zahlen) 


andererseits. Es folgt durch Einsetzen des ersten Systems in das zweite 


Oy = (a'e + B'y) @, + (a’B + f'd) we, 
= (y'a + 6’y) @, + (y'B + 68) ae, 


also 
OnE Bye a’'B + pd =0, 
yotdy=0, yf od=1, 


da w,/q, nicht rational ist. Das heiBt aber nach dem Multiplikationstheorem 
fiir Determinanten 








a Bl la’ pr , 
e ; y ,) y 6’ “4 
und daraus folgt 
“6d — By =-+1. (130) 


Umgekehrt folgt aus dem Bestehen des ersten Gleichungssystems mit ganzen 


Zahlen o, B, y, 0 und «d — By =+1 die Aquivalenz der GréBenpaare w,, Wy 
und @;, 3. Denn die Auflésung dieses Systems liefert 


@, = +(dw{, — Bas), ®, = +(—ya, + 0a), 
und daher ist jede Zahl der Form 





M10, M0, (my, mM, ganze Zahlen) 
auch in der Form 


mio, + m3, (mi, m, ganze Zahlen) darstellbar . 


Fit die Aquivalenz der GréBenpaare w,, w. und , ist also notwendig und 
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hinreichend das Bestehen der Gleichungen 
WM, = 40, + Pos, 
W, = YM, + day, 
wobei a, $, 7, 6 ganze Zahlen sind und ihre Determinante 


ist. ad—py=+1 

33. Allgemeines iiber elliptische Funktionen. Gema8 Ziff. 32 wird eine 
doppeltperiodische meromorphe Funktion als elliptische Funktion bezeichnet. 
Seien @, und w, zwei Perioden, deren Quotient nicht reell ist. Alle elliptischen 
Funktionen /(~) mit diesen beiden Perioden bilden einen Funktionenkérper K, 
d.h. gleichzeitig mit zwei solchen elliptischen Funktionen gehért auch ihre 
Summe, Differenz, Produkt und Quotient (mit nicht verschwindendem Nenner) 
zu K; ebenso gehért die Ableitung /’(u) zu K. 

Wir wollen in diesem Abschnitt iiber elliptische Funktionen unter w immer 
den Ausdruck m, @, + mz w, verstehen, die m dabei als ganze Zahlen vorausgesetzt. 
Ista’ = a(@,, m2), d. h. a’ = a+ w}), und aein Pol von f(u) mit dem zugehérigen 
Haupiteil e(==) ze so ist auch a’ ein Pol von f(#) und (ay der zu a’ 
gehérige Hauptteil. In jedem Periodenparallelogramm hat eine elliptische 
Funktion nur endlich viele Pole. Zahlt man jeden Pol so oft als seine. Vielfach- 
heit betragt, so nennt man die Zahl ry der so erhaltenen Pole a,, d...., a, eines 
Periodenparallelogramms den Grad von /(u). Verstehen wir unter dem System [a] 
alle Zahlen a + w, so stellen [a@,], [a], ..., {a,] alle Pole der Funktion dar. Greifen 
wir aus jedem dieser Systeme eine Zahl heraus, so erhalten wir 7 Zahlen, die 
man ein vollstandiges System von Polen der Funktion nennt. 

Liouvillesche Satze: 

1. Eine elliptische Funktion ohne Pole ist eine Konstante. 

2. Die Summe der Residuen der einem Periodenparallelogramm angehoren- 
den verschiedenen Pole einer elliptischen Funktion ist Null. Es gibt also keine 
elliptische Funktion vom Grad Eins. 

3. Eine elliptische Funktion vom Grade y nimmt in jedem Periodenparallelo- 
gramme jeden Wert gerade vy mal an. 

4, In einem Periodenparallelogramm ist die Summe der Nullstellen einer 
elliptischen Funktion kongruent der Summe ihrer Pole. 

34. WeierstraBsche Funktionen. Wir konstruieren aus den Perioden w, 
und w, das Gitter der Punkte w = m, @, + mz, und suchen eine ganze Funk- 
tion, welche diese Gitterpunkte zu einfachen Nullstellen hat. Man findet dafiir 
nach der WeierstraBschen Produktentwicklung (s. Ziff. 14), abgesehen von einem 
nicht verschwindenden Faktor: 


o(u) = vt |( — 5 get ale (131) 


Das Produkt ist ber simtliche w zu erstrecken, ausgenommen w = 0, was durch 
den Strich angedeutet wird. Wir definieren weiter die meromorphen Funktionen: 





bu) =e (132) 
p(w) = w) = (133) 


Die Funktionen o(u), ¢(w), g(u) wurden von K. WEIERSTRASS eingefiihrt. Mit 
ihren Eigenschaften haben wir uns naher zu beschaftigen®). 


1) Man sagt, a’ ist kongruent @ nach a, @g. 2) Vel. Ziff. 11. 
3) ber ihren Zusammenhang mit den elliptischen Integralen s. Ziff. 45. 
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35. g-Funktion. Wir beginnen mit der g-Funktion. Man findet fir sie 
die Mittag-Lefflersche Entwicklung’): 


/ 4 

eW=at+ > laa : (134) 
Die Summe ist iiber simtliche Werte von w zu erstrecken, ausgenommen w = 0 
(Strich!). g(u) hat also die Gitterpunkte w zu zweifachen Polen. Es besitzt 
ferner die primitiven®) Perioden w, und @g, ist also eine elliptische Funktion 
vom Grade 2. Die Gleichung g(u) = c hat zwei Losungssysteme [w’] und [u’’] 
(Ziff. 33), wobei w’ + wu’ =0 (4, @2). Die beiden Lésungssysteme fallen dann 
und nur dann zusammen, wenn 
4 @, + @, We 
ze OES 8 
Fiir u = 0 ist c = oo, die den drei anderen Punkten entsprechenden Funktions- 
werte bezeichnet man mit 


(Wy + We o 
(3) eeu, deca = ey; (3) cet ty 


An diesen und ihren kongruenten Stellen ist g’(u) = 0. Die e sind voneinander 
verschieden. Die g-Funktion befriedigt die Differentialgleichung 








u=0O0, 


p (u)? = 4[e (w) — ex] [e (w) — ee] Lo (u) — es] (135) 
oder ausgerechnet 
p" (u)® = 49 (u)® — &29(u) — Bs, (136) 
wo 
ted ae 
g = 60 > wr &= 140 2) Ss. (137) 
Es ist namlich 
€y +, + &3 = 0, Cn 63 + C30 + €1 lp =—} So, C1 ln lg = Ths- (138) 
Die Diskriminante der rechten Seite von (435) oder (136) ist 
A = 16 (eg — 3)? (¢g — €)? (@, — 2)? = g3 — 2783. (139) 
g. und g,; nennt man die Invarianten von g(u), Die GrdBe J = u 


bezeichnet man als absolute Invariante; sie hangt nur vom Verhaltnis der 
Perioden ab. Die Laurentsche Reihenentwicklung*) von g(u) im Nullpunkt 
lautet 


0 (0) = at oq uh toga 2+ Oy u2m-2 fon, 
n-2 (140) 


Cc, = _ pa: = 3 
n (2 py wen Eilon (2n a 1) (n aa, a: Cn—y- 


y¥=2 


wobel 





Die Koeffizienten c, sind ganze rationale Funktionen der Invarianten g, und gs 
mit rationalen, positiven Zahlenkoeffizienten. Es ist z. B. c, = = Po, C5 5 oes 
. . 2 
Nach (1 40) ist 9 (uw) eine gerade, daher g’(w) eine ungerade Funktion. 
Die Funktion g(w) besitzt ein algebraisches Additionstheorem, 
d.h, zwischen 9 (# + ug), (u,) und ((u,) besteht eine algebraische Gleichung 


mit Koeffizienten, die von u, und wu, nicht abhingen. Es kann in der Form 
geschrieben werden: 


(Uy + Us) + (Uy) + 9 (Ug) = ; o — fon - (141) 


1) Vgl. Ziff. 13. 2) Vgl. Ziff. 30. 3) Vel. Ziff. 11. 
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Jede elliptische Funktion /(w) mit den Perioden w, und w, laBt sich in der Form 
i (u) = Rip (w)| + @ (uw) Ry |e @| (142) 
als rationale Funktion von g(u) und g'(w) darstellen. R und R, bedeuten rationale 
Funktionen. Z. B. ist 
pu) = 6 @(u)® — $82. (143) 
Speziell ist (nw) als rationale Funktion von g (wu) darstellbar, wenn m eine ganze 
Zahl bedeutet (Multiplikationstheorem der g-Funktion). Aus diesen Eigen- 
schaften flieBen folgende Satze: 

1. Zwischen zwei elliptischen Funktionen mit denselben Perioden besteht 
eine algebraische Gleichung mit konstanten Koeffizienten. 

2. Jede elliptische Funktion /(w) befriedigt eine algebraische Differential- 
gleichung G[f(w), /’(w)] =0, deren linke Seite.ein Polynom mit konstanten 
Koeffizienten ist. 

3. Jede elliptische Funktion besitzt ein algebraisches Additionstheorem. 

Von WEIERSTRASS riihrt folgender Satz her: Alle eindeutigen transzendenten 
analytischen Funktionen mit algebraischem Additionstheorem sind entweder 

22iu 
rationale Funktionen einer Exponentialfunktion e @ oder elliptische Funktionen. 
36. ¢-Funktion. Fiir sie gilt folgende Mittag-Lefflersche Entwicklung’): 


Mile Gt lene toe ee (144) 


Die Summe ist wieder iiber alle w-Werte zu erstrecken, ausgenommen w = 0. Die 
Gitterpunkte w sind also einfache Pole von €(u). Im Nullpunkt gilt folgende 
Laurentsche Reihe?) 





1 us Yu? yurn-2t 
- 
UU) = — — Co — — Cama —errem 
c( ) uU 2 3 3 5 


eel ae (145) 


Oe pie , 
wo die ¢, durch (140) gegeben sind, ¢(u) ist also eine ungerade Funktion. Ferner 
gilt o(u + w) =C(u) +7, 
be W = M10, + MyM., Y= M,N, + Myo, (146) 
hy = 2t(3), No = a(S), Ny Wo — No @, = 201. 
Es bestehen ferner die Beziehungen 

E(u +v)+C(u—v) — 2C(u) = - as (147) 


p(w) — 9(v) 





und 
1 g’(u) — g’(v) 
2 g(u) — ev) 





C(u + v) — C(u) — Cv) = 


(Additionstheorem der ¢-Funktion). 
Eine beliebige elliptische Funktion /(w) 1aBt sich darstellen in der Form 


f(w)=C+ DS{AC(u—a)+A'C' (u—a) + AC" (u—a)+:-- + A®-) ¢#-» (4—a)}, (149) 


(148) 


wobei die Summe zu erstrecken ist iiber die verschiedenen in einem Perioden- 
parallelogramm befindlichen Pole a von {(u). Die dem einzelnen Pol entsprechen- 
den Koeffizienten A, A’, ..., A®~-» sind dem in der Form 
A A’ 2AM cea a A) Ae) 
=e + y—-e + (—1)' 1 ae 


u—a (u — a)? (u — a) (u — a)* 








1) Vgl. Ziff. 13. 2) Vgl. Ziff. 11. 
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angesetzten Hauptteil von f(u) zu entnehmen; C ist eine Konstante. (149) ent- 
spricht der Partialbruchzerlegung einer rationalen Funktion und ist die Mittag- 


Lefflersche Entwicklung von /(u). 
87. o-Funktion. Sie besitzt im Nullpunkt folgende Potenzreihenentwicklung : 


o(u) =utkh,w+ kev? +--+ +h, werti+t..., (150) 
wobei die Koeffizienten k, ganze rationale Funktionen von g, und g, mit rationalen 


Zahlenkoeffizienten sind. Z. B. ist 
&2 eee §3 


aS Up QAO 9 Sie ™ Teens a0 
o(w) ist eine ungerade Funktion. Es gilt 
Ww 
iy Lap abst etal yaa (154) 


wo 7 und w durch (146) gegeben put und « = +1, sobald m, und m, beide gerade 
sind, und sonst ¢ = —1. 
Jede elliptische Funktion i(u) laBt sich darstellen in der Form 





_ pn a(u— by) o(u — by) . . . o(u — 8,) 
lee Boe remap rerie k ray. (152) 
wobei C eine Konstante, 6,, b,, ..., 6, ein vollstandiges System von Nullstellen, 
Ay, Mg, ..., a, ein vollstandiges System von Polen der Funktion f(w) bezeichnen, 


die so gewahlt sind, da} 
by + bg + +++ +b,=a4,+a,+---+4, 
(vgl. Ziff. 33). Z. B. gilt 
pu) — pe) = — Ee) (153) 


o (u)? o (v)? 
Neben der o-Funktion hat WEIERSTRAsS noch drei weitere Funktionen 0, (uw), 
6,(%), 63(u) eingefiihrt. Sie sind definiert durch die Gleichungen: 


4 Ng 7) 0) 
yu (2 = u} (41+) U (= — u) 


G,(u) =e ? 6) ee 
Nene (154) 











Dann gilt 
—— 6, (0H) ——————__ a3 (u) eee mers hs ge 

Ve (4) —e, = Bey, 1@ (u) — e, Sy ar Ve (uw) —e, = ati (155) 

und zwar sind durch diese Gleichungen die Quadratwurzeln samt ihrem Zeichen 


festgelegt. Die Funktionen 0,(u), o(u), 63(u) sind ganze, gerade Funktionen 
von w, die fiir “= 0 den Wert 1 annehmen. Ferner wird 


 (u) es © (U) 09 (ut) 65 (uw) } , (1 56) 


6 (u)3 


38. Thetafunktionen. Wir fiihren ein fiir allemal folgende klassischen 
Bezeichnungen ein: 








@ oo’ : 
WO, = 20, O, = 20), G Hae pee g=aer": 


4 wo’ 
1rU (157) 


Z= elt” — oe 2m 





uU 
2m’ 


1 = 20, = 27, 0S 
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Die Reihenfolge der Eckpunkte 0, w,, @, + @2, @, soll den positiven Umlaufsinn 
des Periodenparallelogramms angeben, so daB also 


£¥ (z) > 04}... und | @ | = e-*3(t) — 4, 
Ferner sei 


q* = eit a und gt — eieee 


Wir definieren nun die Thetafunktionen durch folgende Gleichungen: 


+00 

B,(0) =F DS) (= Ayrginanzens, 
n=-co 
+ oo 

Ba(o) = SF ge-ban-s 


n= —-cCO 


BS (158) 
De (v) = > g™ 2M, 

N= —co 

+00 P 
60) = SF (—argren, 


Sie sind ganze Funktionen?) von v; #, ist ungerade, die iibrigen sind gerade. Fithren 
wir die Bezeichnungen (157) ein, so ergeben sich ihre Darstellungen als Fouriersche 
Reihen: 


0, (v) = 2¢sinav — 2gisin3nav+ 2g% sinSav—---, 

9, (v) = 2g'cosmv + 2gi cos3av + 2g% cosSau + ---, (159) 
0,(v) = 1+ 2¢cos2nv + 2g*cos4av + 2q®cos6av+---, 

By (v) = 1 — 2qcos2avu 4+ 2¢*cos4av — 2q®cos6av+---. 


Diese Reihen, die sog. Thetareihen, konvergieren fiir jeden Wert von v. Ihre 
Einfihrung gewahrt den Vorteil, die elliptischen Funktionen als Quotienten 
je zweier dieser auBerordentlich stark konvergierenden Reihen darstellen zu 
kénnen. Man erhalt namlich: 





6 (u) = ie 62 9,41 (v) (k = 1, 2,3), (160) 


1 0) irl) 
20 Bx41(0) A (v) 








9 (uv) — & = 


Dabei bedeutet der Strich die Ableitung nach v, %, ist durch J) zu ersetzen. 
Fir v=0 erhalten wir 


04 (0) = 2a(gt —3q' + 59% —7qi +-->), 
(0) = 2g + 2gt + 2g + 2g +---, 
(93(0) =1 + 29+ 294+ 29 + ---, 
3,(0) = 14 — 2g 4- 2g* — 2g + - >. 
Die Thetafunktionen sind als Funktioncn von + regulare Funktionen von t 


in der oberen Halbebene, d.h. fiir $(z) > 0. Sie geniigen der partiellen Diffe- 
rentialgleichung : 


(161) 


OC? 3 (uv, t) 
Ov? 


= 46g Oe, (162) 





1) ¥() =r, wenn t= 1% + 17. Sy Velo, Lites 4 te 
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39. Verwandlungsformeln und Nullstellen der Thetafunktionen. Ferner 
befriedigen sie eine Reihe von Funktionalgleichungen, die man erhalt, wenn 
man wu um die Halbperioden w und w’ vermehrt. Sie sind nach A. HURWITZ in 
folgender Verwandlungstabelle zusammengestellt : 


Verwandlungstabelle der J-Funktionen. 





Oo, OP tm, MBs — 0; —k O, kv, (163) 
i, Pere Messi s(n BO.) She 
Os Do Mm Op 1m O, OD kh Os k Os 
&, KM. ane as ie |, eee 


Dabei bedeutet 


tt. 
a IR 
a 


ye ee Ne meng 1 go? =e ea egiey, 


Die Tabelle ist so zu gebrauchen: Wollen wir 

a(vt+ t+) (War = O41 29 12s) 
bestimmen, so nehmen wir die Horizontalreihe, vor welcher 0, steht, und die 
Vertikalreihe, welche mit v + = ++ a uberschrieben ist, und finden dort den 
gesuchten Wert. Z. B.: 


8,(v 4 ; tS|= ee ee ee 





Die folgende Tabelle gibt die Nullstellen der 9-Funktionen und die zu- 
gehorigen Werte von z2 = e217, 


Tabelle der Nullstellen der &-Funktionen. 














| v eae 
Oy n+ n't | qe 
{ | 
OP n -- ae —gr (164) 
1 | ees: 
Os me let | —g?" +4 
Do nat + | gv ti ; 


m und n’ durchlaufen alle ganzen Zahlen von —oo bis Loo. 


Die GréBen é, é., €s, A (Ziff. 35) stellen sich in folgender Weise durch die 
&-Funktionen mit dem Argument v = 0 dar: 


TU 


zo v0 (0)?, Ve, wy ay = 05 (0)?, 


2@ 





Ves Sa a 





ioe ee (165) 
14 — @ = Be 2 (0)?, \4 a, hee Hi (0)?. 
Ferner gelten die Relationen: 
91 (0) = 79, (0) 95 (0) Io(0), Fp (0)* + 9, (0) = 8, (0). (166) 


Endlich erwahnen wir noch die Darstellungen der Thetafunktionen als 
unendliche Produkte. Es gelten die Formeln: 
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9, (v) = 29 sinno] de eta ee) (1 —~ 9?" 22) 


wots 
n=1 is 
Ds (v) = Tl (1 —_ gas) (1 =e g2n-t 22) (1 ts g2"-1 2-2) 
n=1 
Jo (v) = Tl (i= q2") (4 grr} 22) (4 — g2"-12-2) 
und fiir v=0 ond 
% (0) = 2 ag TT (4 — g2%)8 | 
n=1 L 
0, (0) = 2ng TT (4+ g?”)2(4 — g2) 
a | (168) 
Os (0) =[] (1+ g2"-2)2(4 — 2”) 


n=1 


(0) =] Boo ph Mapa 
a ca e[To Be (169) 


Aus (132), (169) und (167) ergibt sich fiir (2) die Partialbruchzerlegung , 


, 2N y—-2 2n 52 
€ (u) = 4:5 cigny + = S (4 ee eee ] (470) 
n=l 


ow qin 2 Ae Gag 


daher 








TU 
als Funktion von z2=e” . Die beiden auf der rechten Seite auftretenden 


Summen konvergieren absolut und gleichmaBig in jedem Bereich der z2-Ebene, 
in welchem kein Glied der Summe einen verschwindenden Nenner hat. Aus (470) 


folgt 
€(2@v) = 2nv + =—ctgay + — 22S) Sips ana) (171) 


Die Entwicklung gilt fiir den Parallelstreifen der v-Ebene, welcher von den 
Parallelen zur reellen Achse durch den Punkt t und seinen konjugierten 1 be- 


grenzt wird. Weiters gilt 
eo ae ta ng” 
ae 2 pi es) 


&= (3) (% +20 ee 
coiled Boe ee 


Ss 
i‘ As 
chs 


(172) 





eles. 
. 
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40. Die Jacobischen Funktionen. In vielen Fallen ist es zweckmabiger, 
sich statt der WeierstraBschen Funktion y(u) der von JACOBI eingefihrten 
Funktionen sin am u, cos am u, /\ am u (Sinus amplitudinis, Cosinus ampl- 
tudinis, Delta amplitudinis) zu bedienen. Wir wollen im folgenden statt der 
Jacobischen Bezeichnungen die von GUDERMANN gebrauchten verwenden, nam- 
lich snu,cnu,dnu}), 

Es sei 9(x) >0, g= e*". 
durch die Gleichungen: 


Wir definieren die Jacobischen Funktionen 












































Cn = BOY Balu)” (173) 
__ 9y(0) Is(v) 
anu =F.) Bylo)’ 
wo 
U 
; U = 79,(0)2 ° (174) 
Es gelten folgende Beziehungen: 
2 
sn?u+cn?u=1, dn? u + k?sn?u =1, wenn b= So (175) 
3 
k heiBt der Modul dieser Funktionen, 
, _ 9o(0)? 
i= 3,0) (176) 
das Komplement des Moduls. Zwischen k und k’ besteht die Beziehung 
R24 k= 1, (177) 
Nach Jacopr setzt man gewohnlich 
K= = 93(0)?, iK’=Kr= = Ox(0)?2. (178) 
Wir verstehen unter V2, Vz, es stets die Werte 
LO) ye 94 (0) es (0) 
Rk = 2 ) Rk = 5 —_—_ = 
*= 30 9,(0) & ~ D0 u72) 
und kénnen dann statt (173) setzen: 
hae ghll 3, (v) _ a O2(v) ok ye 05 (v) 
ut Se Jo(0)’ chu = | Ia(0)’ dnu=\/k een (180) 


Die Verwandlungstabelle (163) der #-Funktionen iibertragt sich ohne weiters auf 
die Jacobischen Funktionen. Man erhalt: 




















Verwandlungstabelle der Jacobischen Funktionen. (181) 
u + 7K’ u+K+ikK’ uU+2K U+27 K’ U+2K+427¢K’ 
1 4 1 dnu | 
—snu SNU = 
k snu kcnu . oe 
pe | 1 dnu Pe ee aa) 
— —_ t | Cc —— 
dnu k snu k cnu | le: se watt 5 
| 
4 CnuU SNU 
dn Rk’ ; Wi 
tk’ —— ae a 
dnu SNU Cnu CD dan a he 








es! Uber die Namen Sinus amplitudinis usw. und iiber die Bedeutung der Jacobischen 
Funktionen als Umkehrfunktionen elliptischer Integrale s. Ziff. 47. 
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sn uw ist also eine ungerade elliptische Funktion mit den Perioden 4K, 27K’, cn u 
eine gerade elliptische Funktion mit den Perioden 4K, 2K + 27K’ und dnu 
eine gerade elliptische Funktion mit den Perioden 2K, 47K’. Die Potenz- 
reihenentwicklung von sm wu nach Potenzen von wu beginnt mit dem Gliede w, 
cn(0) = dn(0) = 1. 


Nullstellen, Pole und Perioden der Jacobischen Funktionen. (182) 









Nullstellen Primitive Perioden. 


Sr (Sak + 9n'sK! ,; | anK + (an’ + 1)iK’ 4K, 2K! 

cnu (2n+1)K + 2n%k’ | 2nkK + (2n’ + 1)t kK’ WIGS 9 PMI RGIS DM AC 
| 

dnu (2n + 1)K + (2n’+1)ik’| 2nKk 4+ (2n’ +1)¢K’ PING Aa 


m und »’ durchlaufen alle ganzen Zahlen von —oo bis -++oo. 

Die Jacobischen Funktionen sind elliptische Funktionen zweiten Grades, 
die angegebenen Perioden primitive Perioden. 

41. Differentialgleichungen und Additionstheoreme der Jacobischen 
Funktionen. Die Jacobischen Funktionen geniigen den Differentialgleichungen : 














(25m _ (4 — cntay (4 — Bsn Ga onda 
(Zee) = (1 —cnPuy(k® + Aontu) — oder SEE — — suudnu | (183) 
(Gay = — (1 — dn?u)(k? — dn?u) ee = — ksnucnu 


Thre Additionstheoreme lauten: 


snucnvdnvu+t snucnudnu 











sau + 0) = 1— k*sn®usn2v 
cnucny — snudnu snvdnv 

ony +) = 1— Rk? sn®usn*v (184) 
dnudnv — k?snucnu snvcnv 

dn(u + v) = 4—k2sn?usniv 


Fiir lim $(t) = +c bei festem R(t) wird limg=0, imk=0, hits 2k aes 
2iK’ riickt ins Unendliche, limsnu = sinu, limenu=cosu, limdnu = 1. 
(Zusammenhang mit den goniometrischen F unktionen.) 

Nach (165) und (178) ist 


2K =29,(0)2 = 2wJe, — es 


pee a—% Rt A=, (485) 
21K’ =2Kt=20' Je, —¢ 


€, — 3” éy — 3° 


R= 


Daraus ergibt sich folgender Zusammenhang zwischen den WeierstraBschen 
und Jacobischen elliptischen Funktionen: 























u u+ Oo u+o + a’ u + w’ 
cn® sn* 1 a r 
g@ — | (é1 — @s) San (€, — é2) ont (€2 — é1) ane (e3 — @) an 
dn® 1 | (@; — 9) (eg — &g) sn? Guo cat (186) 
— — €g| (@1 — é3) ey (€1 — és) ES earn an 3 2 
1 an? cn* a F 
(9 — es] (ey — @s) rr (€1 — 3) on (€2 — 3) ant (€2 — €3) 5” 
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ya 


Die Uberschriften in der ersten horizontalen Zeile bedeuten die Argumente von ¢ 
in » — €,,  — eg, » — es; das gemeinsame Argument von sm, cn, dn ist uye, — és. 
Z. Beast 
(€1 — €2) (@3 — &) (Vey =z 3)" 

&— es  dn(wYeq — es)" 





o(u + wo + ow) —@= 


42. Bestimmung der Perioden aus den Invarianten und dem Modul. Fur 
verschiedene Zwecke ist es notwendig, aus den Invarianten g, und g, die Perioden 
w, und a, zu bestimmen (vgl. z. B. Ziff. 43). Es seien also g, und g; gegeben, 
so daB die Diskriminante der Gleichung 


4x3 — gox% — g,=0, (187) 


also die GroBe (139) A = g} — 27g3 von Null verschieden ist. Nach Gleichung (135) 
und (136) sind e, é,, és die Wurzeln von (187). Ihre Reihenfolge sei so gewahlt, 
daB e, zwischen e, und ég liegt, falls die drei Punkte e,, eg, é3 in einer Geraden 
liegen. Aus Gleichung (185) ergeben sich die Moduln k? und k’? und zwar so, 
da8 keiner einen negativen reellen Wert hat und ebenso keinen positiven rellen 
Wert, der =1 ist. k und #’ seien jene Werte der Quadratwurzeln aus k? und k”?, 
deren reelle Bestandteile positiv sind. Die GréBen K und K’ ergeben sich aus 
den Formeln. (vgl. Ziff. 47): 


1 1 
c ax hes 
K=/| Pies 4 
ly — V1 — hx?’ & |=, — f/2 42 188) 
0 6 


Den Quadratwurzeln in den Nennern sind jene Werte beizulegen, deren 
reelle Bestandteile positiv sind. Die Integrale sind direkt als Grenzwerte von 
Summen nach der Definition zu berechnen (mechanische Quadratur). Tafeln 
dafiir findet man fiir reelle Moduln in dem in Ziff. 50 zitierten Werke von LEGEN- 
DRE. Die Gleichungen 














ie K Pe Mes iK ; Ny eas (489) 


ae —————_ 
Ver — Cyne e8 ad 








[vgl. Gleichung (185)] liefern jetzt ein Paar primitiver Halbperioden w und w’ 
der zu g, und g, gehdrigen g-Funktion. Die reellen Bestandteile von K, K’, 
. A a ergeben sich als positiv. Der Wert der Quadratwurzel in (189) kann be- 


liebig fixiert werden. 
Spezielle Falle: 


1. £5 ==.0 liefert’' J = 0; ee el T= eles 
2) @3 =20 lelert, f= 4, hk? = —] 


Weil im Falle 1. die 4 Punkte e,, e,, e,, oo ein Aquianharmonisches und im 
Fall 2. ein harmonisches Doppelverhaltnis!) haben, nennt man den ersten Fall 
den 4quianharmonischen und den zweiten den harmonischen. 

_ 48. Elliptische Gebilde. Die in dieser Ziffer behandelte Transformation 
elliptischer Gebilde wird verwendet bei der Reduktion der elliptischen Integrale 
(Ziff. 45). Unter einem elliptischen Grundgebilde verstehen wir die Gesamt- 
heit aller Wertepaare (x, y), welche der Gleichung 


y? = ay %* + a x® + a,x? + asx + a,=G(x) (490) 


1) Vel. Kap. 3, Ziff. 7, hk? ist gemaB (185) das Doppelverhaltnis dieser vier Punkte. 
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gentigen. Die Gleichung G(x) =0 soll lauter verschiedene Wurzeln haben, 
also diirfen a) und a, nicht gleichzeitig verschwinden, sonst ware namlich die 
Doppelwurzel oo vorhanden. c sei eine Wurzel von G (x) = 0, also ist G’(c) £0. 
Wir setzen 
a G’(c) 

PY) = Foy —4o"@ + ° 94) 

es lassen sich die Punkte des elliptischen Gebildes (190) darstellen in der 
orm 








x= yu), y= y'(u). 192 
Durch die Substitution ee 
ae G’(c) ~, 4G"(c) 
*=4-4G"™) 1° Y= E-A@GR 495) 
geht namlich (190) iiber in 
ame AEE — Boe = 8, (194) 


Die Funktion yg (u) in (191) ist zu bilden aus den Invarianten g, und g,, die durch 
die Formeln 


f= A [6"(c) + CC") | 


; (195) 


12 +32 





bs = as 3 G'(c) G'(e) G’"(c) — G"(0) 9] — nor 


gegeben sind?). Diese Invarianten treten dann als Koeffizienten g, und gs in (194) 
auf. (194) mennt man das WeierstraBsche Gebilde. Es wird befriedigt durch 


F=pu), n=9(u). (196) 
Ist (190) speziell als sog. Legendresches Gebilde gegeben, namlich in der Form 
2— (1 — x2) (1 — Re x2), (197) 


wo k? von 0 und 1 verschieden ist, so bestimme man ein zu k? gehdériges t nach 
Ziff. 42 und bilde die zu diesem t gehérige Funktion smu nach Ziff. 40. Dann 
wird (197) befriedigt durch 


L=Snh, y= 


ee 198) 
Durch die Gleichungen (192) sind die Stellen des Gebildes und die Punkte eines 
Periodenparallelogrammes von g(u) umkehrbar eindeutig aufeinander bezogen, 
wenn man die Stelle x = oo, y= oo zum Gebilde rechnet. Analoges gilt fiir 
die speziellen Falle (194), (196) und (197), (198). 

44. Riemannsche Flache des elliptischen Gebildes. Da wir vom Rand 
des Periodenparallelogrammes ABCD (s. Abb. 11) nur die Strecken AB und AD 
mit AusschluB der Punkte 6 und D zum Parallelogramm Q C 
rechnen diirfen, wenn wir ein eindeutiges Entsprechen 
haben wollen, so nehmen wir folgende Deformation vor: 

Wir denken uns das Parallelogramm aus einem bieg- - 
samen, ausdehnbaren, aber nicht zerreiBbaren Stoff, eae Sigiectudeoparalich eines 
rollen es zu einer Réhre zusammen und heften den 

Rand AB auf DC; hierauf biegen wir die Réhre zu einem Ring zusammen 
und heften den jetzt geschlossenen einen Rand AD der Réhre auf den anderen 





1) Geschieht nach dem Verfahren von Ziff. 42, indem man die zugehdrigen Perioden 
und aus ihnen die g-Funktion bildet. Die durchgefiihrte, in ¥ und & linear gebrochene Sub- 
stitution (193) bringt die Wurzeln der Gleichung G(x) = 0 mach ¢y, ég, ¢3, 0, ihr Doppel- 
verhaltnis, der Modul, bleibt dabei ungeandert. 


ype 
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BC. Jeder Punkt des so entstandenen Torus ist eindeutig umkehrbar auf eine 
Stelle des Gebildes bezogen. Die Stelle « = co, y = 00 miussen wir dabei zwei- 
mal zahlen. Einer stetigen Lagenianderung des Punktes entspricht eine stetige 
des Wertepaares (x,y). Die zusammengehefteten Rander bilden einen Meridian 
C und Parallelkreis C’ des Torus [siehe (Abb. 12) C, C’]. Der Torus ist in der 

Abbildung langs der Kurve C aufgeschnitten. Der 

Torus ist die Hauptform der Riemannschen Flache 


des Gebildes. 


ah or Eine zweite Form erhalten wir in folgender Weise: 
SS Wir bezeichnen die Wurzeln der Gleichung G (x) = 0 mit 
ae C1, Cy, Cg, Cg und nennen sie die Verzweigungspunkte 


des Gebildes. An einer davon verschiedenen Stelle gibt 
es wegen y= -YG(x) zwei zugehdrige Werte von y, 
namlich + G(x) und —YG(x). Beim Durchlaufen 
einer geschlossenen Linie, die sich selbst nicht schneidet, geht y in seinen 
urspriinglichen Wert oder in —y tiber, je nachdem die Linie eine gerade oder 
ungerade Anzahl der Verzweigungspunkte einschlieBt (vgl. Ziff. 26). Ist 
a = 0, so muB cy = oo gesetzt werden. Wir schneiden die x-Ebene durch eine 
sich selbst nicht schneidende Linie von c, nach c, und ebenso von cs nach ¢,, 
so daB sich die beiden Linien nicht treffen. Wir markieren bei jedem x-Wert 
einen der zugehérigen y-Werte und den andern in einem zweiten Exemplar der 
x-Ebene, das so auf dem ersten liegt, da zwei denselben y-Wert reprasentierende 
Punkte iibereinander liegen. Jeder der Schnitte hat in beiden Ebenen zwei 
Ufer, ein positives und ein negatives. Wir heften das positive Ufer in der ersten 
Ebene an das negative in der zweiten und umgekehrt, das negative Ufer in der 
ersten an das positive in der zweiten und zwar bei beiden Schnitten. So ent- 
steht die zweite Form der Riemannschen Flache. Sie 1a8t sich stetig in die Haupt- 
form deformieren. Auf der Riemannschen Flache sind x und y und daher jede 
rationale Funktion R(«,y) eindeutige Funktionen des Ortes. 

45. Elliptische Integrale und ihre Reduktion auf die Normalform. Wir 
denken uns zwei Punkte #, und #, der Riemannschen Flache und verbinden 
sie durch eine Linie L. Dann nennen wir das langs L von #, bis , erstreckte 
Integral 


Abb. 12. Torus. 


De 
J ={R(w,y) dx =[ R(x, y) dx (199) 
L Pr 


ein bestimmtes elliptisches Integral. Ist der Endpunkt #, variabel und 
fiigen wir noch eine willkiirliche Konstante hinzu, so erhalten wir eine Funktion 
der x-Koordinate von 5, 


J=[ R(x, y\dx | (200) 
aj 


fiir welche = R(x, y) ist, ein sog. unbestimmtes elliptisches Integral. 


_ Durch die Substitution (193) geht J tiber in J = P(é,) dé, woP eine 
rationale Funktion von € und 7 ist. (200) liefert dann 
J = | Ple(u), 9’ (u)] @' (u) du = [F(u)du, 


wo F (uw) eine elliptische Funktion von w ist. F(u) laBt sich in der Gestalt (149) 
darstellen, woraus durch Integration folgt: 


J=C,+ Cu + > Alno(u—a)+ > A'C(u — a) 
—)> A" e(w—a)+--- + A@-1) ok-3) (u — a)] 
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Die letzte Summe ist eine elliptische Funktion, daher rational in g(u) und 9’ (ux), 
also auch in x und y, daher gleich R,(x,v). Ferner ist 


DA (wu —a)=C(u) SA’ + DA’ lE (uw — a) — £ (u)], 
die letzte Summe ist wieder eine elliptische Funktion und kann daher in R, (x, y) 


aufgenommen werden. Nach dem zweiten Liouvilleschen Satze (Ziff. 33) ist 
Aw, also 


> Alno(w — a) => Alno (uw — a) — Ino(u) >'A 
Po o(a— u) 0’ (a) 
oe {in o(u)o(a) * ofa) was il ta a 
(ein @=0 entsprechendes Glied ist in der Summe zu unterdriicken), daher 
J=c+e,u + cy f(u) + >)A {in an C (a) u} Fy 51). (204) 
Die einzelnen Glieder haben in ¢ und » folgende Gestalt: 
a8 _ [ap (u) _ fag 
1. u [au sess = |- 


(elliptisches Normalintegral erster Gattung), 
Eqé 


2, ¢ (4) = —|o (u)du = _{= 


(eliptisches Normalintegral zweiter Gattung), 


o(a—u 
o(w) o(a 














3. In ae + (a) = Ino(u — a) — Ino(u) + €(@) u — Ino(a), 
= x ao _ po" (u) + 9/(a) 

I Se ETS lela br ceer tc rae 
8 We oor fur. &, = (4), no =@ (a) nach (148). 


(elliptisches Normalintegral dritter Gattung) 


46. Eigenschaften der elliptischen Normalintegrale. Wir betrachten die 
torusférmige Hauptform der Riemannschen Fliache des elliptischen Gebildes 
(Ziff. 44; Abb. 12). Dem Uberschreiten der Kurve C entspricht eine Anderung 
von “ um @ , weil dabei 7 vom Rand AB zum Rand CD gelangt; analog bei 
der Kurve C’ eine Anderung um w,. Daraus folgt fiir das bestimmte elliptische 
Normalintegral erster Gattung, wenn wir x, y statt &, 7 schreiben, wo also y? = 
Ax° —. gx — gs: 

Vx 
h= | ear U(py) — u(py) + my, @, + MWg, (202) 
Ps 


wo m, angibt, um wieviel haufiger der Integrationsweg die Linie C von der 
negativen zur positiven Seite als in umgekehrter Richtung durchkreuzt, und 
m, dieselbe Bedeutung fiir C’ hat. Die positive Seite von C ist die aus AD, 
die negative die aus BC entstandene; bei C’ ist AB die positive, CD die negative 
Seite. Insbesondere ist der Wert des tiber eine geschlossene Kurve erstreckten 
elliptischen Integrals gleich einer Periode. Die Perioden kommen also dadurch 
zustande, daB es geschlossene Wege auf der Riemannschen Flache gibt, die 
sich nicht auf einen Punkt zusammenziehen lassen, naimlich die Parallelkreis- 
und meridianartigen Querschnitte des Torus. Uber eine geschlossene Kurve 
erstreckt, die sich auf einen Punkt zusammenziehen laBt, ist das Integral nach 
dem Cauchyschen Satze (vgl. Ziff. 9) Null. Das Integral erster Gattung ist also 
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eine auf der Riemannschen Flache iiberall endliche, unendlich-vieldeutige Funk- 
tion; seine Umkehrungsfunktion, + = (uw), eine eindeutige, doppeltperiodische 
Funktion. 

Analog ergibt sich fiir das bestimmte elliptische Normalintegral zweit er 


Gattung: , 
i2= aid = C[u(p1)] — Clu (pe)] — m1 111 — Moto, (203) 
Pi 
WO M1, mM, durch (202) und 7, 72 durch (146) definiert sind. 7,, 72 heiBen die 
Perioden des Integrals zweiter Gattung. Es ist eine unendlich-vieldeutige Funk- 
tion mit einem Pol erster Ordnung!) in uw =0O(%, y = ov). 
Betreffs der bestimmten elliptischen Normalintegrale dritter Gattung er- 
halten wir folgende Resultate: Wir kénnen annehmen, da die Punkte u = 0 
und «== a im Innern des Periodenparallelogrammes 
liegen, und verbinden sie durch eine Kurve C” 
(Abb. 13). Ferner verbinden wir #, und #, durch eine 
Kurve, die C, C’, C’’ nicht trifft, und nennen das ent- 
sprechende Integral dritter Gattung J,. Dann gilt fiir 
einen beliebigen Weg von #, nach #,: 


Do 
4 a = : 
Ie= |Z? = us S=Ts+ 2mani +m, Q, +m, Qz. (204) 
Dy 


Dabei sind m, und m, durch (202) definiert, die Perioden 
Q, und Q, des Integrals dritter Gattung durch 

Q,=— ay, 4+ C(a)o, +2n, 21, 

Q, = — an, + C(a)w, + 20,21, 
und m gibt an, um wieviel haufiger der Integrationsweg p,p, die Linie C’’ von 
der negativen zur positiven Seite iiberschreitet als in umgekehrter Richtung. 
Js wird an den Stellen u=0(% = y =o) und u=a (x = %, y = y) logarith- 
misch unendlich, 

47. Legendresche Normalintegrale. Gema8 Gleichung (198) ist wegen — 

snO=0 die Funktion snw die Umkehrungsfunktion des elliptischen Inte- 
grals erster Gattung in der Legendreschen Normalform 


i ax 
F <= 
i VQ =) (1 — fx)? se 


also x =snF?), Setzt man x = sin, so wird (205) 





Abb. 13. Torus. 


(n,, M, sind bestimmte ganze Zahlen) 








Pp 


dy 
JV1i— 2 sin? 
0 





FR, o~) = (206) 


also sng =snf. Man hat m als Amplitude (vgl. Beispiel 1 in Ziff. 50) von 
F bezeichnet und geschrieben 


o=amF, (207) 
daraus ergab sich x = sing = sin am F, daher die Namen Sinus amplitudinis usw. 
Nach (206) und (207) ist dF 1 





dp V1 — R sin? ” 
1) Vel. Ziff. 44. *) Auf das Vorzeichen der Quadratwurzel ist zu achten. 
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also nach (175) 


damF 
ap an. (208) 


Ferner ergibt sich aus (207) unter Beriicksichtigung von (186) und (202) eine Dar- 
stellung von uw als Funktion von g(u), namlich 


1 Ll ee 
“= F |\k, a 
Ver — es | sa oy aca = | (209) 
wobei natiirlich auf die Mehrdeutigkeit der Quadratwurzeln und des Arcus- 


sinus gebihrend Riicksicht genommen werden mu. Die Gleichung (209) ist 
gleichbedeutend mit 














pores! 
/@1— es 
@- es x 


ee / dx be [: ax (210) 
Ver — és J Vi — A@sin® x f Van 2.5 — 25. 


liefert also die Transformation des Integrals erster Gattung von der Weier- 
straBschen Normalform in die Legendresche. Eine solche Transformation erhalt 
man auch, wenn man im WeierstraBschen Integral die Substitution 

% = (€, — &)P + & (211) 
ausfiihrt. Dabei geht das WeierstraBsche Integral 


are sin 











| dx 
J V4 — g2% — 85 
In 








1 i, dt 
; Ves—& J VQ—#) (1 — hk?) 
uber (vgl. Ziff. 35, 41). 


Wegen sn K = 1 (vgl. Ziff. 40) ist Fk, 5) =k F(h, 5) heiBt das voll- 
standige Legendresche Normalintegral erster Gattung. Es gilt 


far | kj < 4: 
ra sjas fe Specie aia 
: n=1 


Die in Ziff. 50 angefiihrten Tafeln von LEGENDRE enthalten neben dem Integral F 
noch das sog. Legendresche Normalintegral zweiter Gattung, das 
durch die Formel 








Qp 


E(b,9) = [V1 — Bain? p dp — AEE ix (e=sing) (243) 








e 


0 


definiert ist. Es ist tatsachlich ein elliptisches Integral zweiter Gattung 
(s. Ziff. 45, 46), weil es im Unendlichen einen Pol erster Ordnung hat (vgl. Ziff. 41). 

48. Lineare Transformationen der elliptischen Funktionen. Unter einer 
linearen Transformation der Perioden versteht man folgende Substitution: 


M,= Cw BO, WO, = 7W,+ 0a,, xd —By=1 
(«, 8, y, 6 ganze Zahlen) . 


Die Funktionen g (w), ¢ (u), 6 (u) andern sich dabeinicht, die GroBen 7; und», erleiden 
dieselbe Substitution wie w, und mg; 1, &:, €3; werden yertauscht, Die GréBen 


(214) 
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2o,23,4 bleiben ungedndert, daher der Name Invarianten fiir g, und g,. Das 
Periodenverhaltnis t = =! erleidet die Substitution 7 = ware [vgl. Gleichung (214) ] 
1 . . 
die nur von « abhingige absolute Invariante J [Ziff. (35)] andert sich nicht 
(daher der Name). Der ebenfalls nur von 1 abhangige Modul k?, das Doppel- 
verhaltnis!) der vier Wurzeln der Gleichung G(x) = 0 (vgl. Ziff. 43), bleibt dabei 
2 
entweder ungedindert oder nimmt einen der Werte = 4 — k?, ere Ae A 
hk? —1 
hk? 
verhaltnis annimmt, wenn man die vier Wurzeln auf alle méglichen Arten 
permutiert. Es gibt 24 Permutationen, und fiir je 4 tritt der gleiche Wert des 
Doppelverhaltnisses auf. Beziiglich der Thetafunktionen gilt 


an. Diese Werte, zusammen mit k?, sind die sechs Werte, die das Doppel- 











: GI (1-92) ny 
v \|aor+®é 1 =7 ag 
A eae ead) ser Sa ded 9, (v| 7), (215) 


q: IT ft gh 
wobei 
a aT+Pp 
y= ea ytt+o f 





@,(v|7) bedeutet die mit dem Argument v und dem Periodenverhaltnis 1 
gebildete Thetafunktion (158). Speziell wird: 
Or4 


H(vlr +1) =e4 9 (v\7), 9, 


U 








t 


‘s 





| | 
: ( 

















9,(v|t + 1) =e* 3 (v|2), ON; \a=\ier Do(v |r), 

; tage. (216) 
Solrt1)=d0|), — 9,(2|—-2)=VFer" dey), 
Do(v|t + 1) = 9, (v| 7), a(7 —)=/E er" ae|y 





. oe g . 
Dabei hat man suc) in der oberen Halbebene jenen Wert der Quadrat- 


wurzel zu nehmen, der sich fir r =i auf +1 reduziert. Man verwendet diese 
Formeln zweckmaBig bei numerischen Rechnungen. Es laBt sich naimlich oft 
mit Hilfe einer linearen Transformation erreichen, daB das mit dem neuen 1’ ge- 
bildete q’ absolut kleiner wird als das urspriingliche q, so daB die betreffenden 
Thetareihen noch rascher konvergieren, 








Ist'z.. B: 
Eat + 48, SO-ist v as — Hp sie 
t y? + 5? , 
daher 
ia s 
|o| = |e" |= e-=8, |g’ | = ee Sees 








also | q|<|q|, wenn |z | <1. Im allgemeinen suche man die Substitution 
/ ve ; 
= ye 46 8° einzurichten, daB —$=R(r)<} und (2 \e=41. “Dies 14gt 





*) Vgl. Kap. 3, Ziff. 7. 
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sich immer erreichen. Der fiir die Konvergenz schlechteste Fall tritt ein, wenn 
biz “i 

t’=e 8 * In diesem Fall ist |¢|=e 2, also allgemein |g'|<e 

= 0,0658. 

49. Landensche Transformation. Bedeuten sn(w, k), cn(u, k), dn(u, k) 
die zum Modul & gehérigen Jacobischen Funktionen, so gilt die sog. Landen- 
sche Transformation: 

, sede A tee » sn.(u, k) cn (u, h) 
sn((t + #) 4, 5p) = (+) eA (247) 
Sie gestattet eine einfache Berechnung des Legendreschen Integrals F (, =) 
(s. Ziff. 47), } 

Man erhalt namlich folgende Regel: Bildet man aus zwei positiven Zahlen 

a+b 
2 

Mitteln wieder die beiden Mittel usf., so erhalt man zwei Zahlenfolgen, die einen 

gemeinsamen Grenzwert haben, das sog. arithmetisch-geometrische 


Mittel M(a, b) von aund 0. Es gilt nun fir 0< k <1 und #’ = + yi — FR 


Te ay 
-~548 





a und 0 ihr arithmetisches und geometrisches Mittel 





und ya b, aus diesen 


at 1 fe Lae fl 
See Mig a theo MA 
50. Beispiele. 1. Ebenes mathematisches Pendel. Lange J, 
Masse m, Elongation #, Zeit ¢. Differentialgleichung der Bewegung: 


(218) 


ao ‘ 
aa +4sin8 =0. (219) 
Das Pendel werde in der Elongation 0% < e mit der Anfangsgeschwindigkeit 0 
losgelassen. Es fallt von der Elongation # bis zur tiefsten Lage (% = 0) in 
der Zeit. 
‘ie 
t=|/—F(k, 9), (220) 
wenn 
kasin®, — ksing =sin > (221) 


gesetzt wird [ergibt sich durch Integration von (219)]. (220) liefert fir P=, 
die halbe Schwingungsdauer 47, also 


r=2)/t F(a, 2). : (222) 





Ferner folgt aus (220) 





gy = am 4, 9 = 2aresin(sin sn a, (223) 
db Oy g 
ayo asm en|/-§ t. 


Wird das Pendel nicht mit der Anfangsgeschwindigkeit 0, sondern mit einer 
derartigen Geschwindigkeit in Bewegung gesetzt, daB seine Energie E>megl, 
so itberschlagt es sich. Man erhalt dann fiir die Fallzeit 


ap 
lye aye f es He. ae (224) 
y g |/1 = Hsin’ 2 
0 


wo _4/_2mel 22 
a= E+mgl (225) 
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Bt 9 =2am E ee i) (226) 
Die halbe Schwingungsdauer (0 = 2) wird in diesem Fall 


; ‘ee ot 
47 — pyLr(e.2), 


also die zum vollen Umkreis bendtigte Zeit. 


r= 2h F(t, 4). (227) 


2. Rotation eines starren Korpers um einen fixen Punkt 
ohne Einwirkung auBerer Krafte. 

Komponenten der Winkelgeschwindigkeit : ae 

Haupttragheitsmomente: AssBs La 

Eulersche Differentialgleichungen der Bewegung: 

(HO) 
ASb.— (B— Car, 

dq 
at 


d 
C5, =(4—B) bq. 


6 oe GS Ayreet | (228) 


Mit Riicksicht auf die Gleichungen (183) wird das System (228) nach KIRCHHOFF 
integriert durch den Ansatz: 

p= — pocnr(t—t), g = qsnv(t — %), r=r,dnv(t—t). (229) 
Die Konstanten 45,» %, » bestimmen sich mit Beriicksichtigung des Energie- 
und Flachensatzes 





2 2 2 2 
Apia BQ CIs — De (D, « = konst.) (230) 
Alp? 4 Bt? = Cora Deus 
aus DO=6 DDO) _,VP4=2P) 
VRS: 8-1-8. worl BA=S: 








D(A. =D) (BC) 
THe : 


D, w, t, sind die asia Bact 


Die hier gegebene Darstellung der Theorie der elliptischen Funktionen schlieBt sich 
eng an das Lehrbuch von A. Hurwitz u. R. CoURANT, Funktionentheorie, 2. Aufl. Berlin: 
J. Springer 1925 an, das dem Leser bestens empfohlen sei. Als ausfithrliche Formel- 
sammlung kommt in Betracht K. WeEreRsTRASS u. H. A. ScHwartz, Formeln und Lehr- 
satze zum Gebrauche der elliptischen Funktionen, 2. Aufl. Berlin: J. Springer 1893; als 
groBeres Tafelwerk: LEGENDRE, Traité des fonctions elliptiques, Bd. II, S. 221—363. 
Paris: Huzard-Courcier 1826. 


Literatur: L. BreEBERBACH, Lehrbuch der Funktionentheorie, 2. Bde. Leipzig u. Berlin: 
B. G. Teubner 1921, 1926; H. BurKHaARDT, Funktionentheoretische Vorlesungen, 3 Bde. 3. Aufl., 
bearbeitet von G. FABER, Berlin u. Leipzig: Walter de Gruyter 1920—1921; H. DurEGE, Ele- 
mente der Theorie der Funktionen einer komplexen veranderlichen GréBe, 5. Aufl., bearbeitet 
von L. Maurer. Leipzig: B. G. Teubner 1906; H. DurEGE, Theorie der elliptischen Funk- 
tionen, 5. Aufl., bearbeitet von L. Maurer, Leipzig: B. G. Teubner 1908; A. Hurwitz u. 
R. Courant, Funktionentheorie, Bd. III der Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, 
2. Aufl., Berlin: Julius Springer 1925; E. JAHNKE u. F. EMpE, Funktionentafeln mit Formeln 
und Kurven. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1909; G. KowaLEwsxi, Die komplexen Ver- 
anderlichen und ihre Funktionen. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1911. 


1) Vgl. zu diesen Beispielen F, Kre1n u. A. SOMMERFELD, Uber die Theorie des Kreisels. 


Leipzig u. Berlin: B.G. Teubner 1914; K. WrErERsTRAss, Mathematische Werke Bd. VI, 
Berlin: Mayer & Miller 1915. 


Kapitel 7. 


Reihenentwicklungen der mathematischen 
Physik. 
Von 
JOsEF LENSE, Miinchen. 


Mit 2. Abbildungen. 


I, Orthogonale Funktionensysteme. 


1. Definitionen. Die in diesem Abschnitt tber orthogonale Funktionen- 
systeme betrachteten reellen Funktionen reeller Veranderlichen sollen in einem 
Grundgebiet G definiert und dort stiickweise stetig sein. Das Grundgebiet G sei 
fiir Funktionen einer Veranderlichen ein Intervall der X-Achse, fiir solche zweier 
Veranderlichen soll es von einer stiickweise glatten (vgl. Kap. 1, Ziff. 12) Kurve 
begrenzt sein. Manchmal wird es notwendig sein, auch stiickweise stetige erste Ab- 
leitungen der Funktionen (also sog. stiickweise glatte Funktionen) vorauszusetzen. 
Wir definieren das innere Produkt (f, g) zweier Funktionen /(x) und g(«) durch 


. (f, 8) = [fedx, (1) 
wo das Integral iiber das Grundgebiet G erstreckt ist. Es geniigt der Schwarz- 
schen Ungleichung 

7, g?=(f, Ae, g): (2) 


das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn / und g einander proportional sind. 
Die Funktionen heiSen orthogonal, wenn (/, g) = O ist. Unter der Norm 
einer Funktion / verstehen wir 


Nf=(f, f) = fPdx; (3) 
ist Nj = 1, so heibt / normiert. 

Aus einem System von unendlichen vielen Funktionen 1, vg, ..., unter 
denen fiir jedes beliebige 7 je 7 linear unabhangig sind, kann man ein 
System von normierten, orthogonalen Funktionen 9, 2, --. bilden, indem 
man fiir g, eine geeignete lineare Kombination von 14, v2, ..., U,.wahlt. Dies 


geschieht durch die Rekursionsformel (OrthogonalisierungsprozeB) 


k-1 
Jn Strotor v0) 


a 1) 
Pe = oa 
|ixn -> (%y» Ux)? 
y=1 


et 4 
PE nt on und | ee, er 








wo 
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2. Konvergenz im Mittel. ,, m2, ... sei ein normiertes Orthogonalsystem. 
Die Zahlen 
c= (f,o) =1,2,--)) (4) 


heiBen die Entwicklungskoeffizienten, Komponenten oder Fourier- 
schen Koeffizienten von f/ in bezug auf das gegebene Orthogonalsystem. 
Sie ergeben sich als Lésung der Aufgabe, die Funktion 7 durch eine Linear- 


” 
kombination >'y,p, im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate so zu 
y=1 


approximieren, da8 das mittlere Fehlerquadrat 


I i BESS rs) as (5) 


ein Minimum wird. Man erhalt gerade y, = c,. Sie erfiillen die sog. Besselsche 
Ungleichung: 


Sdany, (6) 


Wenn es moglich ist, das Integral (5) fiir jede Funktion f durch passende Wahl 
von ” beliebig klein zu machen, so hei®t das System der m vollstandig; in 
diesem Falle und nur dann ist in (6) das Gleichheitszeichen zu setzen. Es gilt 


dann also ; 
n 2 
lim i = Sow.) a4 =O, (7) 
val 


n—> co 
e 


ot 
man sagt, die Funktion >"c,y, konvergiert im Mittel gegen /; jedoch mu8 


v=] 
keineswegs auch die Gleichung é 
fae > pcre | 2 (8) 
yal 


bestehen. Funktionen mit denselben Entwicklungskoeffizienten sind identisch. 

Die erwahnten Begriffe und Tatsachen lassen sich ohne weiteres auch auf 
Funktionen mehrerer Veranderlicher iibertragen; ferner darf das Grundgebiet 
oder die Funktion / auch unendlich werden, wenn nur sémtliche Funktionen 
samt ihren Quadraten integrierbar bleiben. 

Das orthogonale normierte Funktionensystem ist ein transzendentes Ana- 
logon im Raum von abzahlbar unendlich vielen Dimensionen zu den aufeinander 
senkrecht stehenden Einheitsvektoren des euklidischen R, (vgl. Kap. 5, Ziff. 20), 
die Komponenten c, der Funktion / entsprechen den rechtwinkligen Koordinaten. 

Beispiele fiir derartige vollstandige orthogonale Funktionensysteme sind 
die im folgenden. behandelten Funktionen (Sinus. und Kosinus der vielfachen 
Winkel bei den Fourierschen Reihen, Kugelfunktionen, Besselsche und Lamesche 
Funktionen). 


Il. Fouriersche Reihen. 


a Bs Allgemeines. Man sagt, eine reelle Funktion /(x) einer reellen Verander- 
lichen ~ mit der Periode 2a” laBt sich in eine Fouriersche Reihe ent- 
_wickeln, wenn die Darstellung gilt: 


f(e) = Lay + > (apcos hex + besin kx). ©) 
k=1 
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Derartige Entwicklungen spielen in der Physik eine groBe Rolle. Sie zerlegen 
den durch die Funktion f(x) charakterisierten periodischen Vorgang in unendlich 
viele reine Sinusschwingungen, entsprechend den unendlich vielen Gliedern der 
Reihe. Man denke z. B. an die Zerlegung eines Klanges in den Grundton und 
seine Oberténe. Daher riihrt auch der Name: Harmonische Analyse der 
Funktion f(x). 

Die Funktionen sinkx und coskx, nach denen entwickelt wird, gehoéren 
zu den sog. Orthogonalfunktionen, d.h. das Produkt irgend zweier von ihnen, 
integriert tiber ein Intervall von der Lange 22 gibt Null, ausgenommen den 
Fall, daB die beiden Faktoren des Produktes gleich sind. In Gleichungen: 


+2 + 
fir R#~R’ 
[sink xsin k’x ax = fe ae 


ee la ” k ar R's 
+72 
Cr O ” k RY 
[cos kxcos k’x dx = a (10) 
xz, k=, 


+2 
| sin kx cos k’x ax = 0. 


—7 


Diese Tatsache liefert eine einfache Methode zur Bestimmung der Koeffizienten: 
Man multipliziert Gleichung (9) mit sinkx bzw. coskx und integriert von 
—a bis +a. Man erhalt so als Koeffizienten: 


- i ae 
ay = +18) a8, ay = + | #(8) coshéds, by =< | f(@) sinke dé. (14) 


Diese Koeffizienten nennt man die Fourierschen Konstanten von{(x). Bei 
einer geraden Funktion verschwinden alle 0, bei einer ungeraden alle a. Statt 
des Intervalls (—z, +z) kann auch irgendein anderes Intervall von der Lange 2 
genommen werden. Ist die Periode von f/(*) nicht 27, sondern allgemein 21, 
so fiihre man statt der Variablen x die Variable y durch die Gleichung 

Ty (12) 
ein, dann hat die Funktion in y die Periode 22. 

4. Bedingungen fiir die Entwickelbarkeit. Die rechte Seite der mit den 
Koeffizienten (11) gebildeten Gleichung (9) heiBt die zu /(x) gehérige Fouriersche 
Reihe. Hinreichende Bedingungen fiir die Konvergenz dieser Reihe sind fol- 
gende (sie gehen im wesentlichen auf DrrICHLET zuriick): /(x) soll stiickweise 
glatt, d.h. selbst stiickweise stetig sein und eine stiickweise stetige Ableitung 
haben (vgl. Kap. 1, Ziff. 12). Die Reihe stellt dann an einer Stetigkeitsstelle 
von f(x) die Funktion selbst, an einer Unstetigkeitsstelle x) das arithmetische 
Mittel aus den in diesem Falle immer existierenden rechts- und linksseitigen 
Grenzwerten von f(«) dar, namlich 

31f (%) + 0) + f(% — 9)]. (13) 
Die Funktion darf auch eine endliche Anzahl von Unendlichkeitsstellen haben, 
wenn sie nur absolut integrierbar bleibt. Ist die Funktion in einem die x-Achse 
enthaltenden Streifen auBerdem noch analytisch, so konvergiert die Reihe gleich- 
mafBig fiir alle x und laBt sich beliebig oft gliedweise differenzieren und integrieren, 
wobei auch die neuen Reihen fiir alle Werte von x gleichmaBig konvergieren 
und iiberall die entsprechenden Funktionen darstellen. 
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Es werde darauf aufmerksam gemacht, daB die Stetigkeit von /(x) allein 
fiir die Entwickelbarkeit nicht hinreicht, d. h. die Teilsummen der F ourierschen 
Reihe brauchen nicht gegen /(x) zu konvergieren, wenn /(x) auBer der Stetigkeit 
keine anderen Bedingungen erfillt. Wohl aber konvergieren immer die: arith- 
metischen Mittel der Teilsummen, die sog. Fejérschen Mittel, gegen die nur 
als stetig vorausgesetzte Funktion f(x), d. h. bedeutet 


foi 
S44) a Saldyz= “e a ee (a, coskx + db; sinkx), 
. (14) 


so ist 
limic, (4) =F (4) 
N—> oo 
Es 14Bt sich also jede stetige Funktion durch trigonometrische Polynome, d. h. 
durch die o,(x%) approximieren. Approximiert man in den o,(*) die Sinus und 
Kosinus durch die Teilsummen ihrer Potenzreihenentwicklungen, also durch 
Polynome in x, so erhalt man den auf WEIERSTRASS zuriickgehenden Satz: 
Jede in einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion / (x) 14Bt sich im ganzen 
Intervall gleichmaBig durch Polynome in x approximieren. Dieser Satz gilt auch 
fiir stetige Funktionen von mehreren Verdnderlichen. Ferner gilt 
. 
lim | (f(x) — s)Pdx =o, 


n—> co 
— 7 


d. h. jede stetige Funktion wird im Mittel durch ihre Fouriersche Reihe approxi- 
miert. 

5. Gibbssches Phanomen. Die Fouriersche Reihe stellt eine Ubereinander- 
lagerung von einfachen Sinusschwingungen mit immer kleinerer Amplitude und 
immer gréBerer Frequenz dar. Bricht man die Entwicklung mit einer gewissen 

Anzahl von Gliedern ab, so erhalt man einen 
Wellenzug, der sich an die vorgelegte Funktion 

A anschmiegt. Nimmt man mehr Glieder, so er- 
halt man einen neuen Wellenzug, der sich noch 

besser anschmiegt, usf. Dabei ist folgende Er- 

7 scheinung von Interesse. Sei z. B. die gegebene 
Funktion der aus den einzelnen geradlinigen 

Stiicken bestehende Zug (Abb. 1), also f(x) = x 

C far .—n'< x <n, .f(¢ +22) f(x). Hier 
ist {(na —0)=a2, f(nxn+0)=—a, fir-alle 
ganzzahligen n. Als Fouriersche Reihe erhilt 





Abb. 1. Gibbssches Phanomen. Man 
oi sin % sin 2% sin 34 sin 4% 
S (oe) = 2 ( 2 ss at 
1 2 3 4 


In jedem Stetigkeitspunkte ist f(x) = S (x). Unstetigkeitspunkte sind 
x=na (n=0, +1, +2, ... in inf.). 
Dabei ist S(m) = 0, also wie es sein muB 


S(um) = Uf — 0) + flux +0}. 
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Sn(%) sei die aus den ersten » Gliedern von S(«) bestehende Teilsumme. Die 
einzelnen_ Teilsummen S,,(«) (n = 1, 2,3,... usf.) stellen Wellenziige dar, die 
sich an die geradlinigen Stiicke anschmiegen, aber knapp vor dem Punkte A steil 
abfallen, alle durch den Punkt B gehen und sich knapp hinter dem Punkte C 
wieder an das nachste geradlinige Stiick anschmiegen. Man sollte nun meinen, 
daf sich in der Grenze, d. h. wenn man u bei variablem x ins Unendliche wachsen 
laBt, die Werte S,(x) gegen den zickzackartigen Streckenzug haufen. Das ist 
jedoch nicht der Fall, sondern es geht das vertikale Stiick AC der Grenzkurve 
stets noch um ein endliches Stiick itber die Punkte A und C hinaus (Abb. 1). 
Diese Erscheinung hei®t das Gibbssche Phanomen. Sie zeigt sich bei allen 
Funktionen mit derartigen Unstetigkeitsstellen. Bedeutet D die GréBe des 
Sprunges, also in unserem Beispiel die Strecke AC, so ist die aufgesetzte Ver- 
langerung ungefahr 0,09 D. 

__ Die vorangehenden Erérterungen beziehen ‘sich auf die theoretische Ent- 
wicklung einer durch irgendein Gesetz gegebenen Funktion /(x), also auf die 
Darstellung /(x) = lims,(x). Fir die Praxis kommen selbstverstandlich nur 

n— co 

Annaherungen durch eine endliche Anzahl von Gliedern in Betracht, um so 
mehr, wenn die Funktion, wie in der Praxis oft, graphisch durch eine gezeichnete 
Kurve oder numerisch durch Naherungswerte fiir bestimmte x-Werte gegeben 
ist. Die in solchen Fallen anzuwendenden Methoden mége man im Kap. 73, 
Abschn. III nachlesen. 

6. Fouriersches Integral. Ist /(x) im Intervall [—/, +/] stiickweise glatt, 
so gilt in diesem Intervall die Darstellung: 


+1 
$e +0) +f —O = 34 HAE 
ae 
(15) 


; +1 a +1 
sie +S ost? [1 cos = *F de + sin“ (16) sn ay 
-1 = 


= ; 


Ist f(«) derart im Intervall [— oo, ++ ce] gegeben, so erhalt man durch den Grenz- 
iibergang 1» oo das sog. Fouriersche Integral: 


co 


$f) £0) +/—O =A fauf7@cosue—Hae. (06) 
0 - oo \ 


Die Formel (16) gilt z. B. unter folgenden hinreichenden Bedingungen: Die 
Funktion soll in jedem endlichen Intervall stiickweise glatt (vgl. Kap. 4, Ziff. 12) 


und ins Unendliche absolut integrierbar sein, d.h. es soll if | f(*) | dx existieren. 
+00 

Die Bedeutung des Fourierschen Integrals ist folgende: Wahrend bei der 
Fourierschen Reihe die Funktion durch Ubereinanderlagerung von unendlich 
vielen Sinusschwingungen erzeugt wird, deren Frequenz alle ganzzahligen Viel- 
fachen der Grundfrequenz sind, wird beim Fourierschen Integral die Funktion 
in eine kontinuierliche Reihe von solchen Schwingungen zerlegt; im ersten 
Falle haben wir ein diskontinuierliches, im zweiten ein kontinuierliches Spektrum. 
Beim Integral durchlauft die Frequenz der, einzelnen Schwingungen alle Werte 
von 0 bis oo). 


1) Die sogenannten Reziprozitatsformeln siehe Kap. 8, Ziff. 5. 
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7. Funktionen von mehreren Veranderlichen. Hat man eine Funktion 
von  Verdanderlichen /(x,,%2,..-%n) mit den Perioden 2/,, 2l5,.. 12am 
eine Fouriersche Reihe zu entwickeln, so macht man am besten den Ansatz: 
Kya aE) 


2 ado tt 
inl ; 2 





Er 
L “42 


Ag eae ee (17) 


[Apt a= oi . 


ky = —00 kn= -0° 
Dabei ist 
+h + In, A (A aft kn &n 


; A § is pr ae a 5) 
Ab. tute = pee ff {(E1,+++$n) e dé,...dEn. (18) 


-l —ln 





Geht man mit den/ zur Grenze oo iiber, so erhalt man das entsprechende Fourier- 
sche Integral 


+00 +00 
fy etn) = fee fA Ws muqheltinm toes ttntday, ... ditty, (19) 
mit i ; 
+00 +00 
A (thy, oe the) = ae fe HE, oo- Eq) ents tor tint dz... d&,. (20) 


Es soll hier, davon abgesehen werden, genauere hinreichende Bedingungen fir 
die Moéglichkeit solcher Darstellungen anzugeben. 


III, Kugelfunktionen. 


8. Definitionen. Auch hier sollen im Hinblick auf die physikalischen An- 
wendungen nur reelle Argumente in Riicksicht gezogen werden. Unter einer 
raumlichen Kugelfunktion mter Ordnung (solid harmonic) versteht 
man eine homogene Funktion mten Grades U, der rechtwinkligen Koordinaten 
x, y, 2, die der Laplaceschen Gleichung 

BO ye ent hy 
Af=5;5 Ph oni mee (21) 
genigt, fiir die also AU, = 0 ist. 


U, laBt sich bei Einfithrung von Polarkoordinaten 7, 3, m in der Form 
schreiben 











OL, = 8 Sal, Ps (22) 
wo S, der Differentialgleichung 
1 Oilen wettas 1 Of 
Pe a aap salsind 39) 1 sits Ogle © (23) 


geniigt’). S, hei®t eine Kugelflachenfunktion (spherical surface har- 
monic) oder allgemeine Kugelfunktion oder Laplacesche Funktion. 
Gleichung (21) hat auBer (22) noch die mit demselben S,,(, gy) gebildete 
Lésung 

a Ne ao geass yl) A405) (24) 


Zu jeder Lésung S,(9, @) von (23) gehéren also zwei homogene Lésungen (22) 
und (24) von (21). 


1) Vgl. Kap. 5, Ziff. 7. 
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S,(8; y) ist als Funktion von # und » auf der Einheitskugel definiert und 
enthalt 2m + 1 Konstante. Dementsprechend gibt es 2” ++ 4 linear unabhangige 
Funktionen Sn(0, y) bei festem 2. Jene speziellen Lésungen der Differential- 
gleichung, die von » nicht abhangen, pflegt man mit P, zu bezeichnen und 
ihnen den Namen einer zonalen Kugel (flachen)funktion (zonal harmonic) 
za geben. Andere Bezeichnungen fiir P, sind einfache Ku gelfunktion 
oder Legendresches Polynom. P, geniigt der Differentialgleichung 








GQ. fxs ar 
n(n + 41) f+ ear a6 (sino a =0 (25) 
oder bei Einfiihrung von & = cos# 
{ £2) = fi 
4— ) qa — 2S qe tu(nt+1)f=o. (26) 


9. Zonale Kugelfunktionen. Die eben definierten zonalen Kugelfunktionen P,, 
treten auf bei der Entwicklung der reziproken Distanz 


zweier Punkte A und B (Abb. 2). Sei AC=R, | Se 
BC=0, «=<. 











0) 
: R (Ge A 
Eeowird. ( = cos): Abb. 2. Entwicklung der Distanz 
nach Kugelfunktionen. 
1 4 ~ 
AB ficzaeeat PH) Pall) =4). (27) 
Diese Reihe konvergiert fiir |«|<1. Die P, geniigen der Rekursionsformel 
(m + 4) Pn4i(E) + MPy—s(E) — § (2m + 1) Py (é) = 0. (28) 
Daraus ergibt sich fiir P,(&) die Entwicklung nach Potenzen von &: 
Si 3-5 .2- 2" — 1) OU St) oe 
P,(é) = aes le" Feta eoi* 
A ede | L Need ee) oe 
Pach on Gs 3° (29) 
n(n —1)... (nm —2y+ 1) 





© -2y one 
ee goa ees Gna ees 
Die Reihe (29) ist so lange fortzusetzen, bis sie von selbst abbricht, d. h. Potenzen 
von & mit negativen Exponenten sind wegzulassen; P,(&) ist ein Polynom 
mten Grades in &. Mit Hilfe der GauSschen Bezeichnungsweise fiir die hyper- 
geometrische Reihe (vgl. Kap. 9, Ziff. 18) ergibt sich 


Peale) = (— 1)? 9 Eom $4.4, A, 








(30) 
On Se nie WEY rel 
Pan sslé) = (— 1" 23 BEEN EF(—m, w+ §, 
Andere Darstellungen der zonalen Kugelfunktion sind folgende: 
als Fouriersche Reihe: 
Tis) Siver M ay — 4) 1:7 

“P,(cos?) = 13 BF} cosm + Panay — 2)0 

(34) 
1+3+n(n —1) 





Prieta of 
(die Reihe ist bis zum konstanten Glied oder bis cos } fortzusetzen; geht zuriick 
auf LEGENDRE und LAPLACE); 
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als Differentialquotient: 





m (2 n 
| PQ) = Ga aE (32) 
oder / 
yt fers x,y,z rechtwinklige Koordinaten, )_ 
P,,{cos 0) = (— 1) aye (’ oO, p zugehérige paneer 
als bestimmtes Integral: 
P, (=~ [ (E+ cosp J —1)"dp  (Lapiace). (33) 
0 


Es ist immer |P,(é)|=1, Pa(1)=41. Die Wurzeln der Gleichung P, (2 = 
sind samtlich reell, verschieden und zwischen +1 und —1 gelegen.. Sie sind 
paarweise von gleichem absoluten Betrage, aber entgegengesetztem Vorzeichen. 
Bei ungeradem  tritt noch die Wurzel 0 hinzu. P,, (é) ist eine gerade Funktion 
bei geradem , eine ungerade bei ungeradem ». Die zonalen Kugelfunktionen 
sind Orthogonalfunktionen, d.h. es gilt 


+1 
[Pnl8) Pn(@)dé= 0, falls men 
-1 





und ay (34) 
2 
241 
Daraus folgt: LaBt sich f(x) in eine Reihe von der Form /(x) = oy Agra) ent- 
wickeln, so ist n=0 
+1 
A, = 7" ** (1(@) Pale) dé. (35) 
= 


Die Entwicklung ist bei stiickweise glatten!) Funktionen méglich und stellt an den 
Sprungstellen das arithmetische Mittel des rechten und linken Grenzwertes dar’). 
Beispiel: /(x%) =x” (m positiv ganz). 


m! 2m-+1 











sh m= a (2m + 1) Pale) + 2m — 3) y  Pm-2(*) 
+ (2m—7) Os ee) Pe Fe Ls 36) 


tom dy 1) oe eee 
(bis die Reihe von selbst abbricht). 
__Eine Nebenbemerkung: Wegen ¢ = cos? ist P,(&) bei reellem # nur 
im Intervall —1=&=-+ 1 als Funktion von é definiert. Von einer Erweiterung 
dieser Definition soll hier abgesehen werden. 


10. Kugelflachenfunktionen. Die allgemeinste Kugelflachenfunktion hat 
folgende Gestalt: 





n 
Sn (3, p) = Ap P,(cosd) + >’ (A, cosyp + B, sinvg) P,,, (cos). (37) 
Dabei bedeutet oe 


Py,» (cos) = sin" BP (cos), PL (f) = S Balt) 638) 


1) Vgl. Kap. 1, Ziff. 12. *) Vgl. Kap. 13, Abschn. III. 


Ziff. 14. Entwicklung einer Funktion nach Kugelfunktionen. 275 


Die Py 5 nennt man die zugeordneten Kugelfunktionen. Sie sind also nichts 
anderes als die mit der yten Potenz von sin ® multiplizierten yten Ableitungen 
der zonalen Kugelfunktionen. Fiir sie gelten die Formeln: 


1 
[Pav (8) Pav (Q)dE = 0 fir m+n 
= 


und - as (39) 
« 2 n v)! 
[Pac O48 = oat: 


=i 





Ire 


Die einzelnen, linear unabhangigen Glieder einer Kugelflichenfunktion haben 
also die Gestalt 


ygsin” 3 P® (cos 9). (40) 


cos 
sil 

Wir kénnen drei Falle unterscheiden: 

1. Wenn » von 0 und  verschieden ist, liegen die Nullstellen von (40) auf 
den Parallelkreisen # = konst. und Meridianen qm = konst. der Einheitskugel; 
(40) verschwindet also in einem von zwei Parallelkreisen und zwei Meridianen 
begrenzten Viereck der Einheitskugel nicht und heift daher tesserale Kugel- 
funktion. 


2. Fir » =x wird (40) bis auf einen konstanten Faktor ae ny sin"), die 


Nullstellen liegen auf den Meridianen, das Viereck wird ein von zwei Meridianen 
begrenzter Kugelsektor, daher der Name sektorielle Kugelfunktion. 

3. »y =0 liefert die zonale Kugelfunktion P,,(cos?), die Nullstellen liegen 
auf den Parallelkreisen, das Viereck wird eine Kugelzone, daher der Name 
zonal. 

Auch die allgemeinen Kugelflachenfunktionen sind Orthogonalfunktionen. 
Bedeutet namlich S, eine Kugelflachenfunktion mit den Konstanten A, B und 
S’, eine solche mit den Konstanten A’, B’, so kommt bei der Integration tber 
die Einheitskugel, falls m+ ist, 


dd [dep sind S,(0, p) Si(9, p) = 0. (41) 
eat 


Bedeutet y den Winkel zwischen den Richtungen (8, g) und (#1, 1), ist also 


cosy, = cos# cos, + sind sind, cos(p — 9), 
so gilt 


4 27 
dd | de sind S,(9, p) P,(cosys) = 5-7 Su(D1, $1)- (42) 
0 60 


Bezeichnet analog 72 den Winkel zwischen den Richtungen (9, gy) und (I, 2), 
und y den Winkel zwischen den Richtungen (#,, g,) und (9, 2), so gilt 


It 2 ve 


| do [eo sind P,(cosy,) P,(c087’2) = "=> Pa(cos?) (43) 
0 0 


41. Entwicklung einer Funktion nach Kugelfunktionen. Aus den Formeln 
(34), (39), (43) findet man fiir eine auf der Einheitskugel definierte Funktion 


fal 
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/(9, my), die gewissen Bedingungen geniigt, folgende Entwicklung nach Kugel- 
funktionen: 


t(9, @) = Sono? (cos) +> Any COSVP + by,» Sinv PY) Pn,» (cos) | , 





n=0 
wo 
a Bn 
a0 = amet [100 y) P,(cos”) sinddddy, (44) 
UK Jen 

. 1 aw 20 

My | Q2n+1(nu—y 

ish | te [] 1(9,() Pn» (cos) OS vpsind dd dy. 


Hinreichende Bedingungen fiir die Entwickelbarkeit sind folgende (sie gehen 
im wesentlichen auf C. NEUMANN zuriick): Die Oberflache der Einheitskugel 
soll durch ein Netz von stiickweise glatten Kurven in eine endliche Anzahl 
von Bereichen zerlegbar sein, so daB in jedem solchen Bereich /(#, gp) stetig 
ist und stetige erste Ableitungen hat. Dann gilt in jedem Stetigkeitspunkt die 
Formel (44). 

12. Kugelfunktionen zweiter Art. Die Differentialgleichung (26) hat auBer 
dem partikularen Integral P,(&) noch ein zweites, davon unabhangiges parti- 
kulares Integral (vgl. Kap. 9, Ziff. 17): 


dé 
On(S) = P(E) ee 
P,,(&) bezeichnet man daher auch manchmal als Kugelfunktion erster 
Art, Qn(é) als Kugelfunktion zweiter Art. P,(€) bleibt fiir alle endlichen 
Werte von é endlich und stetig, a2 P,,(é) = co; Q,(€) wird dagegen ftir € = =--1 


logarithmisch unendlich und aocchwindes im Unendlichen. Da die Kugel- 
funktion zweiter Art in physikalischen Anwendungen selten auftritt, soll von 
einer weiteren Besprechung abgesehen werden}). 


IV. Besselsche Funktionen. 


13. Definitionen. Man definiert die Besselsche oder Zylinder- 
funktion erster Art der Ordnung m als dasjenige partikulare Integral der 
Differentialgleichung 


ne 


tate gpet(t—S)y=0, (45) 


das fiir * = 0 endlich ee und bezeichnet es mit J,(«). Fir positives 7 er- 
halt man die fiir alle x konvergente Reihe 


4 dy 
x” aX 





Raphi PEN 3 ec: i 
Sah) =sTesal! 2-(¢n +2) + 2-4-(2n+2) nt) 
SD 


ih ae) 2+4+++2(2” + 2) (2n + 4) caer 
(iiber I’(m + 1) s. Kap. 6, Ziff. 19) oder die Integraldarstellung 


(46) 





wt 


cos (x cosq) sin" md@ . (47) 


4 ae 


In(%) = Vx 2" (n + 4) », 


*) Die Ausfithrungen von ITI beruhen auf Vorlesungen von F, HasENOuRL iiber Elektrizitat. 
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Ferner gilt 
lim J, (x) =0. (48) 


w@—> oo 


Fiir positives ganzes n oder n = 0 hat man 


ve 


Jn(%) = {| cosup —x sing) dy (49) 
0 
Ist ein ungerades Vielfaches von }, so laBt sich die Reihe (46) summieren; 


esvist 2B. eu 
Ahe= \/2-sinx, ivays y= — cos). (50) 


Als Besselsche Funktion zweiter Art pflegt man dasjenige Integral der 
Differentialgleichung (45) zu bezeichnen, das fiir + —=0 unendlich wird (vel. 
Kap. 9, Ziff. 16). Ist m keine ganze Zahl, so erhalt man dieses Integral, indem 
man in der Reihe (46) ~ mit —m vertauscht. Fiir ganzzahliges 1 ergibt sich 
fir das zweite partikulare Integral: 


Y,,(*) = pl %) et ( 4)” great) ‘ (51) 


n 





Die Besselschen Funktionen lassen oe auch durch Kurvenintegrale im kom- 
plexen Gebiet ausdriicken. Es sei L, folgender Integrationsweg: Von — zconach 0 
langs der negativen imaginaren Achse, von 0 bis —z langs der negativen reellen 
Achse, dann parallel der positiven imaginaren Achse nach —z + 700; L, bedeute 
das Spiegelbild von L, beziiglich der imaginaéren Achse, aber entgegengesetzt 
durchlaufen. Man definiert nun als Hankelsche Funktionen: 


1 ie F 

Hj (x) —— epeceanesl: dt , 
Dy 

lig (x) —_ — sence tt dt - 


Die Integrale sind langs der Wege L, und L, zu erstrecken. Diese Funktionen 
sind bei reellem 4 und x konjugiert komplex zueinander, und zwar ist ihr reeller 
Teil gerade die Besselsche Funktion J;(%). Wir setzen also 


H3 (x) = Jal) + Nix), 
H3 (x) = Jalx) — iN (x). 


Der imaginare Teil N,(x) wird als Neumannsche Funktion Ponce 
Fir ganzes / ergibt sich: 
N_, (x) =(—1 N(x) 
und 
Y, (x) = at Nj (x) : 


14. Eigenschaften. Rekursionsformeln: 


pete) oxi @) 


2n 


Vasile x) + In4i(*) = x lan 


Bei negativem, ganzzahligen m ist in diesen Formeln J_,(%) = (—1)"Jn(x) zu 
Setzen. Die Gleichung a Tn(x) =0, d.h. der gleich Null gesetzte Klammer- 


(52) 
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ausdruck von (46), hat fiir ganzes, nicht negatives m unendlich viele, voneinander 
verschiedene, reelle Wurzeln. Dasselbe gilt von den Gleichungen 
Gis d Jn (*) 
4J.)_9 und a Jn (2) + Bx =, 
wo a und 0 beliebige Konstante sind. Die Besselschen Funktionen treten auf bei 
1 1 
der Entwicklung von pat a nach Potenzen von y, es ist namlich 


Rue ie (53) 


n=-co 


Sie sind Orthogonalfunktionen, d.h.: Sind y und », zwei verschiedene Wurzeln 
einer der drei eben erwahnten Gleichungen 


Int) =0, oder “S90, oder a Ju (x) +22) <9, (54) 





so gilt 


[Isl2) Jalos2) xd = 0 
tee (55) 
2 [Inwaeaxdx = FiO) + (1 = =) Ta lr)? 


Mit Hilfe dieser beiden Integralbeziehungen lassen sich die Koeffizienten A, 
bestimmen, wenn eine Funktion f(x) in eine Reihe von der Gestalt 


f(x) = DAs Jn (v4) (56) 


zu entwickeln ist, wo die Summe uber sémtliche Wurzeln einer der drei Glei- 
chungen (54) zu erstrecken ist. Man multipliziert einfach mit J,(v,x) und 
integriert von 0 bis 1. 

Die Entwicklung (56) ist fiir stiickweise glatte Funktionen (vgl. Kap. 1, 
Ziff.12) méglich und stellt an den Sprungstellen das arithmetische Mittel des 
rechten und linken Grenzwertes dar. 


Die Besselschen Funktionen ergeben sich als Grenzfall der Kugelfunktionen 
durch die Formel 


te eat 2™(m —n)!(—1) 
Inlet) SE MaTrd -3...(2m—1) 


-—in 








Pon (cos 2) : (57) 


Der Name Zylinderfunktionen rihrt yon ihrer Verwendung bei Randwert- 
problemen fiir den Kreiszylinder her. 


V. Lamésche Funktionen. 


15. Elliptische Koordinaten. Sind x, y, z rechtwinklige Koordinaten, 
a, b, c reelle Konstanten, so stellt die Gleichung 





x y 2 
Goa Ua pee (58) 
bei variablem @ eine Schar konfokaler Mittelpunktsflachen zweiter Ordnung 
dar, deren Hauptachsenrichtungen mit den Koordinatenachsen zusammenfallen 
(vel. Kap. 3, Zit. 26). Durch jeden Punkt gehen drei solche Flachen, d. h. die 
Gleichung (58) hat bei festen x, y, z drei reelle Wurzeln in o* Sie seen 12,7 2y y3 
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Man nennt sie die elliptischen Koordinaten des Punktes 5.952, “Durch 
Wahl der Bezeichnung 1a8t sich erreichen, daB 


Ast > h> b> aS a, (59) 


Der Wurzel 4 entspricht ein Ellipsoid, den Wurzeln w und y das ein- und zwei- 
schalige Hyperboloid. Der Zusammenhang zwischen den rechtwinkligen und 
elliptischen Koordinaten wird durch die Formeln (60) geliefert: 
(4? — a*) (u? — a®) (y* — a?) 

(b® — a*) (c? — a*) 
, (A — B*)(u? — b*)(y* — 5) 


ata 











y? ms, (a? — b%)(c2 — b?) , (60) 
ate to Ae Se) 
* Seay 
Fir das folgende seien noch die Abkiirzungen (61) eingefiihrt : 
A= = (#— a) (RB — BP), 
BY = 7 (u? — a) (uw? — B2) (ue? — 0%), 
c= a (»2 — a2) (v2 — BY) (»? — 2), 
ferner : (61) 
Raa eS — wey), 


as 


Fi =e (# — *) (2), 


= Ge 0 — 22) (0? — p). 


Dann lautet das Bogenelement in. elliptischen Koordinaten 
ds? = d?+dy+d2= Fidi? + Fidw?+ Fidr (62) 
und die Laplacesche Differentialgleichung AV = 0 (vgl. Kap. 5, Ziff. 7): 


V : d/poOV 6/,0V 
(We — 7) A5(A SS) + oO — MBS (BS) +B wNCE(CH)=0. (6) 
Wegen der Gleichungen 

een Gee. 2 || 
A? (ui? — ?) + po? (v? — 2?) + v8 (1? — we?) = 0 


1aBt sich (63) unter Verwendung zweier reellen Konstanten s und S auch schreiben: 


a 
obo 


(64) 


und — 


qe {4 5 (4 Sr) + 2 + 5)V} 
oV 


ery (v2 — 22) |Be_(B sa) + (su? + S) v} =r) (65) 


+ (=n {oF (C5) + e+ s)v} 


Es sei nun L eine Funktion von J allein, M dieselbe Funktion in « und N dieselbe 
Funktion in vy. Dann machen wir fiir V den Ansatz 


V = LMN; (66) 


2890. «©Kap. 7. J. Lense: Reihenentwicklungen der mathematischen Physik. Ziff. 16. 


(65) wird sicher befriedigt, wenn L der gewohnlichen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 

AZ (4) +P +5)L=0 (67) 
und M und N den beiden analogen Gleichungen in mw und y geniigen. 

16. Eigenschaften der Laméschen Funktionen. Ist L, eine Losung von (67), 
ein Polynom in 4? oder ein solches Polynom, multipliziert mit einem oder mehreren 
der Faktoren ya? —a?, yi? —B?, V2 —c?, so nennt man es eine Lamésche 
Funktion und zwar von der Ordnung 7, wenn L in 4 vom Grade n ist. s und S 
kénnen tatsdchlich so gewahlt werden, da8 sich die Lésungen von (67) in dieser 
Weise darstellen lassen. Es wird s = —n(n-+ 1) und S eine bestimmte Funktion 
von a, b,c. LMN ist dann ein Polygnom in #?, y?, 22, gegebenenfalls noch 
multipliziert mit einem oder mehreren der Faktoren x, vy, z. Die Wurzeln der 
gleich Null gesetzten Laméschen Funktionen sind reell. 

Fuhrt man statt 2 die durch die Differentialgleichung 





ah 
definierte Variable u ein, so verwandelt sich Gleichung (67) in 
2 
“a + (s+ S)L=0, (69) 


L wird eine doppeltperiodische (elliptische) Funktion von u. (61) und (68) 
liefern namlich (vgl. Kap. 6, Ziff. 35): 


2 = 9(u) +h, @=é, th, 
poe reee =e, +h, (70) 
= acl C= 6 +h 
Als zweites partikulares Integral (vgl. Kap. 9, Ziff. 16,17) von (69) erhalt man 
fir s = —n(n-+ 1) bei passender Normierung 
U 
du 


0 
1 

yeti: 

Die Laméschen Funktionen sind Orthogonalfunktionen. Sind Ly und Ly 


linear unabhangige Lamésche Funktionen, M;, M;, N;, N; dieselben Funktionen 
mit den Argumenten mw und », so gilt, wenn man mit LIOUVILLE 


hee c 


einfiihrt und do das Oberflichenelement des der Wurzel J ent h 
Ellipsoids bedeutet: entsprechenden 


Fur sehr groBes 4 geht L gegen 4", K gegen 


Emme zweite Integraleigenschaft der Laméschen Funktionen ist folgende: 
D sei die Entfernung der Punkte mit den elliptischen Koordinaten (dy, fu, %) 
und (4,, 4,,¥%,). Dann gilt date 


i o) N(y 
[rere ray, Ho» Yo) do 


= pg hte) Kh) Muy) (4) ftir 2, > fy (74) 


4a 
= sp gE) Ky) My) (ry) fir Ay < dy, 
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Das Integral ist tiber das der Wurzel 4) entsprechende Ellipsoid zu erstrecken; 
A, ist also konstant, fy und y, sind Integrationsvariable und andern sich von 
Punkt zu Punkt, der Punkt (A,, “1, ) ist fest. 


17. Spezielle Lamésche Funktionen. 
Crane. (se 0) Loe Ms N= 1, S,= 0, 
Ordnung 1 (s=—2): Ly =/#R—@, M,=jVw—a@, N,=yr—a@, 
L,=j2#—82, M,=je—8, Ne=y?— 8, 
L,=JR®—2, Mzs=Vwt—e2, N,= yr? —e?, 
L,M,N,=«)(@—@)(@—2@), S,=B+ 2, 
L,M,N,=yvV(@—@(e?—B), S,=e+a?, 
L,M,N,=2) (a — 0c) (Ph? —c), S,=a4+B. 


Ordnung 2 (von nun an sollen M und WN nicht mehr angefiihrt werden) 


(s = — 6): 








ot (Uren Calero) Oe) Gee in ot a 
=/(R—B(F—28). S,=482+ R42, 
ae c)(2#—a@), Ss=a@+4P 402. 
L,M,N, = xy(@— 2) V(@— &) (2 — 8), 
L,;M,N; = y 2(02 — c2) V (82 — a) (a — a 
L,M,Ng = 2x (2 — a2) Vc? — 0) (22 — 
L,=2—Rk, 
L,=#?—R, 
hi und 3 sind die Wurzeln der Gleichung : 























os | ae a ae 


Estist @ << P< Bx’. 
S,=4(24+ 02+ c)—6hi, Sg= ae b2 + ¢?) — 6/3. 
2g 
ExM,Ni = (i — at) — 29) (8 — (a + ge + a 1): 
L,M3Nz ist der analoge Ausdruck mit hg. 
Ordnung 3 (s = — 12): 
Log = Ja? — a? (2? — hi), hi und hi Wurzeln von 
Fer 3 1 1 
Lip = jy? — a (2 — Wh), fo Boe h? — c 

So = 4a? + 9b? + 9c?— 10h3 
10 4 





==2(0), 








Ly = YR — 8 (a — hi), h2 und hj Wurzeln von 
aaa TC 1 sat 1 
Ly. = y?? = (42 — hg) , = Spi | ae T aap e peal 


Su = ne a 42+ 92% = 10%. 
12 
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Ly3 = Va? — c2 (a2 — 2), h2 und 2 Wurzeln von 


Di ae ah g f 1 3 
Liu = YR — 2 (22 — FB), apt pw are Oe 


Sig = 9a2 + 902 + 4c2 — 1072 
14 8 








Ly =V(R?—@)(2—B)(R—C), Sy=4(24+R%+c), 








: Pe. ye 2 
z. B. ist LM ,N, == konst. (a mea RP +e pay Pee 1} usw. 


18. Entwicklung nach Laméschen Funktionen. Aus den Orthogonalitats- 
elgenschaften der Laméschen Funktionen lassen sich die Entwicklungskoeffizienten 
einer auf einem Ellipsoid (A = konst.) definierten Funktion ® berechnen. Gilt 


namlich 





D = >'ALM;N;, (75) 
so ist 
yi _ [PM,Nz ldo 
‘ [MBNildo * 
Beispiele: 
: Eat MN aN (76) 
path ay ee 
Bere M,N, M,Ns 





p—@ —1— Twa) TW) Ra) 


und zwei analoge Gleichungen durch gleichzeitige zyklische Vertauschung von 
Ma) s Und. 20,67), 


Literatur: R. Courant u. D. Hirpert, Methoden der mathematischen Physik 
Bd. I. Berlin: J. Springer 1924; R.v. Mises, Die Differential- und Integralgleichungen 
der Mechanik und Physik, I. Teil. Braunschweig: F. Vieweg 1925; E. JAHNKE und 
F, Emp. Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 
1909; speziell fir die Laméschen Funktionen: H. Porncart, Figures d’équilibre d’une 
masse fluide, S. 113 bis 135, Paris: Gauthier-Villars 1902. 


1) Die vorangehenden Ausfiithrungen sind einer Vorlesung von S. OPPENHEIM iiber 
die Theorie der Gleichgewichtsfiguren entnommen. 


Kapitel 8. 


Lineare Integralgleichungen. 
Von 
JOsEF LENSE, Miinchen. 


1. Die drei Fredholmschen Satze. Unter einer linearen Integralglei- 
chung zweiter Art (Fredholmschen Integralgleichung) versteht man 
eine Funktionalgleichung von der Gestalt 

b 


i(x) = pe) —A/ K(x, 8) pede. (1) 


Dabei bedeuten / (x) und A(x, &) stetige Funktionen im abgeschlossenen Bereich 
a=x=b, a=<éE=<b, j ist eine Konstante und (x) die zu suchende Funktion. 
K(x, &) wird als der Kern der Integralgleichung bezeichnet. Die Zuordnung 
von (x)-zu f(x) ist eine lineare, d.h. ist qm, eine zu f,, @ eine zu fy gehdrige 
Losung der Gleichung, so ist die Lésung c.g, + coq, der Funktion c,/, + Cefs 
zugeordnet, die c natiirlich als konstant vorausgesetzt. Die rechte Seite von (1) 
ist also ein sog. linearer Operator. 

Ist {(x) = 0, so heiBt die Gleichung homogen. Sie kann dann neben der 
trivialen Lésung m = 0 noch andere @,, qo, ... besitzen. Dann sind auch zu- 
gleich alle linearen Kombinationen c,g, + ¢cogm_ + +++ Lésungen. Mehrere von- 
einander linear unabhangige Lésungen kann man daher immer als normiert und 
zueinander orthogonal voraussetzen, indem man sie dem Orthogonalisierungs- 
prozeB von Kap. 7, Ziff.1 unterwirft. Ein Wert /, fiir den die homogene Gleichung 
von Null verschiedene Lésungen besitzt, hei&t ein Eigenwert des Kernes, die 
zugehorigen orthogonalen Lésungen qj, @.,... Eigenfunktionen des Kernes 
fiir den Eigenwert 4. Ihre Anzahl ist beschrankt, d.h. zu jedem Eigenwert 
gehért eine endliche Anzahl von linear unabhangigen Lésungen, er ist, wie man 
sagt, von endlicher Vielfachheit. 

Die sog. Fredholmschen Satze lauten: 

1. Die Gleichung (1) hat eine und nur eine stetige Lésung (x), wenn A 
kein Eigenwert des Kernes ist ; ebenso hat in diesem Fall die sog. transponierte 
Gleichung 








g(x) = pla) — 4[ K(E, 2) p68, (2) 


wobei g(x) ebenfalls eine im gleichen Intervall stetige vorgegebene Funktion 
ist, eine eindeutig bestimmte stetige Ldsung. 

2. Ist 4 ein Eigenwert, so hat die homogene Gleichung (1) eine endliche 
Anzahl y voneinander linear unabhangiger Lésungen 1, W2, .-., Y,, ebenso 
die homogene transponierte Gleichung (2) 7 voneinander linear unabhangige 
Losungen 745 Yoo. - - «+Xr- j 
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3. Ist A ein Eigenwert, so ist die unhomogene Gleichung (1) dann und nur 
dann lésbar, wenn f zu samtlichen 7 orthogonal ist. Die allgemeine Losung p 
ist dann nur bis auf eine willkiirliche additive Linearkombination cy, -++++ +¢, Wr 
bestimmt, die man durch die Forderung der Orthogonalitat zu allen y eindeutig 
festlegen kann. 

9 Der lésende Kern. Die Losung ergibt sich im Fall 4. durch die sog. 
reziproke Integralgleichung 


p(x) = f(x) + 40%, 854) 1@ dE. (3) 


Dabei ist der sog. l6sende Kern oder die Resolvente die in 4 meromorphe 
Funktion (vgl. Kap. 6, Ziff. 13) 

9) — D& &4) 

wobei 


D()=14+4,A4 dnd? 4 dgl® +... 
D(x, &;4) = K(x, 6) + d(x, A+ a(x, 6) M+... 


ganze Funktionen von 4 sind (vgl. Kap. 6, Ziff. 14). 
Ihre Koeffizienten berechnen sich aus den Rekursionsformeln: 


(5) 


b 
dn =—2[dm16,8)48, aylE,8) = KE, 8), (6) 


dm (%, €) = K(x, &) dm + ‘s K(x, t)dm_(t, &)dt, do(x, 8) = K(x, €). 


Der lésende Kern der transponierten Integralgleichung (2) ist natiirlich 
@(E, «; 4). Der lésende Kern geniigt den fiir ihn charakteristischen Funktional- 
gleichungen: 


b 
(x, &; 2) = K(x, &) + A[ K(x, #) R(t, E;4) dt, (7) 


b 
Q(x, E52) = K(x, &) + a[K( x) R(E, t; 2) dt. 


Es besteht daher folgende Reziprozitaét: § ist der losende Kern von K und K 
ist der lésende Kern von &. Die Nullstellen von D(A) sind Pole (vgl. Kap. 6, 
Ziff. 11) des lésenden Kerns und gerade die Eigenwerte des Kerns. Ist A, eine 
k-fache Nullstelle von D(A), so ist die Vielfachheit dieses Eigenwertes 7=<k. 
Ist 4, eine k-fache Nullstelle von D(x, &; 4), also a 


D(x, &; a) = (A — 4,)* dh (@, &) + A — A) *1 dio, 6) +..., 
so hat D(A) dort mindestens eine (k + 1)-fache Nullstelle, und dj(x, &) ist fiir 


alle € eine zugehérige Loésung der homogenen Gleichung. Entwickelt man (4) 
nach Potenzen von 4, so erhalt man die sog. Neumannsche Reihe: 


Be ee A) ae) 4 Seo Cae): (8) 
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Dabei sind die Koeffizienten der Potenzen von A, die iterierten Kerne, durch 
die Rekursionsformel 


KO (x, 8) =[K(x,) KM (dt, K(x, 8) = K(x, 8) (9) 


gegeben. Allgemein ist daher 
b 
K+") (x, &) = [Ko (x, t) K™ (t, &) dt. (10) 


a 


3. Ausgeartete Kerne.- Darunter versteht man einen Kern von der Form 


p 
A(x, &) = 2% (x) B,( €). (11) 


Man kann annehmen, da8 die Funktionen «;(x) und die Funktionen B;(é) je 
voneinander linear unabhangig sind; denn sonst kénnte man eine dieser Funk- 
tionen durch die anderen linear ausdriicken und dann in (44) einsetzen, wodurch 
oy Gliederzahl # verringert wiirde. Die Integralgleichung (1) wird fiir diesen 

ern 


b b 
P(x) = p(x) — ADV (x) [A(E) (6) 4 (12) 


oder wenn wir 
%=(B,~), K= (Bil), Cix= (Pr) (k=1,2,..-6) (13) 
setzen (vgl. Kap. 7, Ziff. 1), (12) mit 6,(x) multiplizieren und nach & integrieren: 


p 
he = aE A> cei; (Rk Se ee a Pp). (14) 
t=1 


Damit ist die Integralgleichung auf ein System von # linearen Gleichungen mit 
den # Unbekannten ~; zuriickgefiihrt. Hat man dieses aufgelést, so erfolgt die 
Lésung von (12) durch 


iD 
p (%) = f(a) + AD xpo%i(x). (15) 


Da nun jedes Polynom in x und é ein ausgearteter Kern und jede stetige 
Funktion sich nach dem WeierstraBschen Approximationssatz (vgl. Kap. 7, 
Ziff. 4) durch eine Folge von Polynomen gleichmaBig approximieren laBt, so 
kann.man eine Folge von ausgearteten Kernen A,(x, €) (n =1, 2, ...) an- 
geben, so daB 

Bin Ac) — th, 6) (16) 

n—> co 
Wir lésen nun nach dem eben geschilderten Verfahren die Integralgleichung 
mit dem Kern A, (x, &), die Lésung sei 0,,(*). Bleibt dann fiir unendlich viele 1+) 
die Norm No, = a? (vgl. Kap. 7, Ziff.1) unter einer festen Schranke, so ist 
auch die Norm’ von 0, — 0m = nm beschrankt. Konvergiert nun ¢,,, gegen 
Null, so konvergieren die 0, gegen die einzige Lésung q(x) von (1). Ist dies 
nicht der Fall, so besitzt die Doppelfolge €,,,, als Grenzschar gerade die 7 zu A 


gehorigen Eigenfunktionen w,(x), ..., y,(x). Die Funktionen 
in (*) = @n(*) +> byr (4), (17) 
v=1 


1) Durch Weglassen bestimmter m kann man dies fiir alle m erreichen. 
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die als orthogonal zu allen y, bestimmt sind, konvergieren gegen eine zu den w, 
orthogonale Lésung der unhomogenen Gleichung. 





On(*) 
a. 


n 


Ist dagegen lim a2 = oo, so liefert die Folge als Grenzgebilde die 


Nn —> co 

Eigenfunktionen y,. Dasselbe gilt fiir die Folge o,(%), wenn die homogene 
Gleichung mit dem Kern A,,(«, &) fir unendlich viele (alle) 7 die Losung o, (x) hat. 
Man erhalt also durch diese von CouRANT stammende Methode mit be- 
liebiger Genauigkeit eine Lésung der unhomogenen bzw. homogenen Gleichung 
durch Auflésung einer approximierenden Integralgleichung mit dem Kern 

A, (x, &). 
- 4. Bence Kerne. Ein Kern K(x, é) heiBt symmetrisch, wenn 


K(x, 6) = K(, 2). (18) 


Dann sind auch alle iterierten Kerne symmetrisch. Jeder symmetrische, nicht 
identisch verschwindende Kern besitzt Eigenwerte und Eigenfunktionen; sie 
sind dann und nur dann in unendlicher, und zwar abzahlbarer (vgl. Kap. 14, 
Ziff. 1) Anzahl vorhanden, wenn der Kern nicht ausgeartet ist. Alle Eigen- 
werte eines reellen symmetrischen Kerns sind reell. Die Summe der reziproken 
Quadrate der Eigenwerte konvergiert; die Eigenwerte haben also im Endlichen 
keine Haufungsstelle (vgl. Kap.1, Ziff.2). Der Kern heiBt positiv bzw. 
negativ definit, wenn die quadratische Integralform 


J(g.) =| [Ke &) p(x) p(6) da dé (19) 


fiir alle stiickweise stetigen w nur positive bzw. nur negative Werte annimmt; 
sonst heiBt er indefinit. Ein Kern ist dann und nur dann positiv definit, wenn 
alle seine Eigenwerte positiv sind. Die Eigenwerte eines symmetrischen Kerns 
lassen sich durch folgende Maximum-Minimum-Eigenschaft rekursiv 
definieren: Der ute positive Eigenwert von K (x, é) ist der kleinste Wert, welchen 
die obere Grenze (Maximum) (vgl. Kap. 1, Ziff. 2) von J(y, m) annehmen kann, 
wenn die Funktion q(x) den Bedingungen ' 
(5.0) == 4 5 (@, U;)= 0 (Care el 

(vgl. Kap. 7, Ziff. 1) unterworfen und dieses Maximum als Funktion der v,; 
betrachtet wird. Die v; sind irgendwelche stetigen Funktionen. Das Minimum 
dieses Maximums wird angenommen fir v; = yp; (*# =1,2,...,%7—1), © = Wa, 
wobei die w die zu den m Eigenwerten gehérigen Eigenfunktionen sind. Dabei 
wird ein Eigenwert von der Vielfachheit v (ein y-facher) auch ymal aufgeschrieben. 
Analog werden die negativen Eigenwerte durch das Maximum des Minimums 
von J (yp, m) unter den entsprechenden Bedingungen definiert. Wir bezeichnen 
die Eigenwerte mit 4;; die zugehérigen normierten Eigenfunktionen mit @,;; unter 
den 4; kommen also auch  gleiche vor, wenn der betreffende Eigenwert v-fach 
ist. Die 4; seien nach ihrer absoluten Gré8e geordnet. Fiir jede stetige Funktion 
von der Gestalt 


g(x) =[K(x, a dé, : (20) 


wo A(é) stiickweise stetig ist, gilt die gleichmaBig und absolut konvergente 
Reihenentwicklung: 


g (x) = > sipi(e), WOs (Sp (g, Pi) = (h, Pi) a (21) 


Patines Unstetige Kerne. PAG 


Speziell erhalt man fiir die Lésung der unhomogenen Gleichung (1) mit sym- 
metrischem Kern 


eM) =1) +4 >a, t= (00. (22) 
fiir die iterierten Kerne 
K(x, &) heat vi (5) bree, Sees) (23) 


Die Formel (23) gilt auch fiir » = 1, wenn der Kern beschrankte Differenzen- 
quotienten hat (HAMMERSTEIN) oder stetig und definit ist oder nur endlich viele 
Eigenwerte von einem der beiden Vorzeichen hat (MERCER). 

5. Unstetige Kerne. Alle bisherigen Uberlegungen gelten auch be Integral- 
gleichungen fiir Funktionen von mehreren unabhangigen Veranderlichen, ferner 
auch fiir stiickweise stetige Kerne (abgesehen vom Mercerschen Satz), weil man 
jede stiickweise stetige Funktion im Mittel mit beliebiger Genauigkeit durch 
eine stetige approximieren kann. SchlieBlich diirfen auch Unendlichkeitsstellen 


beim Kern auftreten, wenn nur die Integrale / ie K(x, €)*dxdé, |K (Wee) as, 
[ K(x, &)2dé existieren und unter einer festen Schranke liegen. Dies ist z. B. 


der Fall bei Kernen, die fiir x = & von niedrigerer als 4ter Ordnung unendlich 
werden, bei zwei unabhangigen Veranderlichen bei Kernen K(x, y; &, ), die 
fiir x = &, y= 7 von niedrigerer als erster Ordnung unendlich werden. 

Hierher gehéren auch die Kerne der sog. Volterraschen Integral- 
gleichungen, fiir die K(x, 6) =0 fir x< &. Sie haben keine Eigenwerte. 
Auf eine solche Gleichung fiihrt die allgemeine Abelsche Gleichung 





[epee 4 =1e, (24) 


wo G(x, &) stetig ist und fiir x = & nicht identisch verschwindet und 0 <a <1 
ist. Ihre Lésung fiir G =1 ist 


ees ay dé 
oy) ==" #0 5 fee | (25) 
0 


Der Fall « = } tritt beim Problem der Tautochrone auf. 

Die lineare Integralgleichung zweiter Art 148t sich in folgender Art auf 
ein System von unendlich vielen Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten 
zurickfihren : 

Sei w(x), w(x), ... ein vollstandiges Orthogonalsystem fiir das Grund- 
gebiet G (vgl. Kap. 7, Ziff. 2). Wir setzen 


= (90), h= (10), Cix=] [Ke 4) oi(x) (8) dx a. 
Dann geht die Integralgleichung (1) iiber in das System: 





f= %; — 1 > Cin me (aA RA Fey’). (26) 
k=1 


Da wegen der Besselschen Ungleichung (vgl. Kap. 7, Ziff. 2) die Summen 


oo oo a 

> 2 > 2 > 2 

Nis ie Cik 
t=1 t=1 


ikea 
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konvergieren, gelten fiir dieses System analoge Satze wie fiir ein endliches System 
von endlich vielen Unbekannten (vgl. Kap. 2, Ziff. 14, 15). 

Wahrend die unendlichen Systeme, wie z. B. (26), die Verallgemeinerung 
der endlichen Systeme auf das Abzaéhlbar-Unendliche vorstellen, ist die Integral- 
gleichung ihr transzendentes Analogon im Kontinuierlichen. 

Unter einer linearen Integralgleichung erster Art versteht man eine 


Gleichung von der Form 
f(x) = K(x, €) p(é) dé. (27) 


Sie hat nicht immer eine Lésung p(x) bei gegebenem f(x). Als Beispiele seien 
angefiihrt die einander gegenseitig bedingenden Gleichungen (Reziprozitats- 
formeln) : 


i) = [ole-*ae, 
he (28) 
1 ae E 
p(x) = ral dé. 


Sie folgen aus dem Fourierschen Integraltheorem (vgl. Kap. 7, Ziff, 6). 


Literatur: R.Courant u. D, HitBert, Methoden der mathematischen Physik. 
Bd. I, Berlin: Julius Springer 1924; R. v. Mises, Die Differential- und Integralgleichungen 
der Mechanik und Physik I. Teil. Braunschweig: F, Vieweg & Sohn 1925. 


Kapitel 9. 


GewOohnliche Differentialgleichungen. 


Von 
THEODOR RADAKOVIC, Wien, und J. LENSE, Miinchen?). 


Mit 4 Abbildungen. 


I. Gewohnliche Differentialgleichungen. 
1. Ordnung. 


1. Allgemeines. Existenztheorem. Unter einer gew6hnlichen Diffe- 
rentialgleichung m-ter Ordnung versteht man eine Gleichung zwischen einer 
unabhangigen Variablen x, einer abhangigen Variablen y(x) und deren Ab- 
leitungen nach x bis einschlieBlich zur n-ten Ordnung 

dy dy any\ 
F (x,y, ax’ dx? are F3) = 0. (1) 


\ 





Im besonderen wird also unter einer gewéhnlichen Differentialgleichung 

erster Ordnung eine Gleichung 
F (x, y, y') =0 (2) 
verstanden*). Eine Lésung der Differentialgleichung wird jede Funktion y (x) 
genannt, die, in die Differentialgleichung eingesetzt, diese identisch in x be- 
friedigt. Die Lésungen kénnen natiirlich auch implizit gegeben sein; jede (stetige, 
differenzierbare) Funktion w (x, y), die durch Auflésung der Gleichung w (x, y) = 
eine Lésung definiert, heiBt ein Integral der Differentialgleichung. Denken 
wir uns die Gleichung (2) nach y’ aufgeldst 
YA %,9); (3) 

wobei wir, falls die Auflésung mehrdeutig sein sollte, einen Zweig derselben 
wahlen, so ordnet die Differentialgleichung (3) einem Punkte der Ebene im 
allgemeinen eine Richtung zu und bestimmt also ein Richtungsfeld in der 
Ebene. Es geht daher im allgemeinen durch einen Punkt eine Lésung der 
Differentialgleichung. Den Inbegriff eines Punktes und einer durch ihn hindurch- 
gehenden Richtung nennt man ein Linienelement?). So bezeichnet man z. B. 
bei einer Kurve als Linienelement dieser Kurve die Figur eines Kurvenpunktes 
und der durch ihn hindurchgehenden Tangentenrichtung. Durch die Differential- 
gleichung (3) wird nun jedem Punkte ein Linienelement zugeordnet, dessen 

1) Die Abschnitte I—III wurden von Tu. Rapaxovic, Abschnitt IV wurde von 
J. LENSE bearbeitet. 

2) Man spricht von einer gewOhnlichen Differentialgleichung zum Unterschied von 
einer partiellen, falls nur eine unabhangige Variable in ihr vorkommt. 

3) Es ist zu beachten, daB hier eine Aquivokation mit dem in der Differentialgeometrie 


gebrauchten Terminus ,,Linienelement‘‘ vorliegt, der dort eine ganz andere Bedeutung hat 
(vgl. Kap. 1, Ziff. 50). 
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Trager er ist. Die Aufgabe der Lésung einer Differentialgleichung besteht 
darin, eindimensionale Gesamtheiten dieser Linienelemente zu Kurven zu- 
sammenzufassen. 

Der Existenz von Lésungen versichert uns das Existenztheorem. Sel 


eine Differentialgleichung 
eens) (3) 


gegeben. Wir wollen annehmen, daf 1. /(x, y) in einem Bereiche B stetig sei, 
und daB es 2. der Lipschitzbedingung geniige, d.h., daB es eine positive 
Konstante K gebe, derart, da fiir zwei Punkte (x, y,) und (x, yg) des Bereiches 6 
die Ungleichung bestehe: 


| #(% Va) — Fee) |< Klos — Val (4) 


[Die Lipschitzbedingung ist zufolge des Mittelwertsatzes stets erfiillt, wenn 
/(x, vy) in B eine stetige partielle Ableitung nach y besitzt.| Dann geht durch 
einen inneren Punkt %9, yp des Bereiches B genau eine Losungskurve der Differen- 
tialgleichung. ; 

Der Beweis fiir das Existenztheorem kann mittels der Methode der suk- 
zessiven Approximationen gefihrt werden. Man wahle y = yo, weiter die 
der Differentialgleichung y’ = f(x, v9) geniigende Funktion 


Vag 30) +f (%, Vo) dx 


Xo 


als erste Approximation; allgemein als 1-te Approximation die der Differential- 
gleichung y’ = f(*, ¥V,_,) gentigende Funktion 


Yn =a +f fe, Yaa) de. . (5) 


Entweder kommt man bei diesem Verfahren nach endlich vielen Schritten zur 
-Losung der Differentialgleichung; wenn nicht, so konvergiert (wie sich beweisen 
1aBt) die Folge der Approximationen {y,} fiir geniigend nahe bei x, gelegene x 
‘gegen ‘eine Funktion, welche die durch % , yy hindurchgehende Lésung der 
Differentialgleichung ist. 

Eine zweite Beweismethode des Existenztheorems ist durch die Polygon- 
methode gegeben. Wir tragen im Punkte x, yy das durch die Differential- 
gleichung bestimmte Linienelement yj = /(%», yop) auf und gehen auf seiner 
Geraden bis zum Punkte x, y= 45+ va, — Loe ae 
Punkte %,, y, tragen wir wieder das durch die Differential- 
gleichung bestimmte Linienelement y{ = f(«,, y,) auf und 
gehen auf seiner Geraden bis zum Punkte 

F Xe, Vo = Yi + Vi(%_ —-4%) usw. 
= Wir gelangen auf diese Weise zu einem Polygonzug 
“Abb. 1. Polygonmethode. Py, Py, Py,..., P,,... in der xy-Ebene, und es 14Bt sich 
e ; zeigen, da bei fortschreitend gegen Null gehender Ver- 
kleinerung der Abszissendifferenzen x, — x,_, der Polygoneckpunkte die Polygon- 
zage in einer hinreichend kleinen Umgebung von % gegen die durch %9, 5 
hindurchgehende Lésung der Differentialgleichung konvergieren. 

oi Es lat sich. von den so gefundenen Lésungen. auBer der Eindeutigkeit 
i{da8 durch den Punkt %»9, yp nur eine Lésung der Differentialgleichung (3) geht] 
weiter beweisen, daB sie als Funktionen der %o, Vo, a. h. der Anfangsbedingungen 
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stetig und differenzierbar sind, auch daB sie, falls die rechte Seite der Differential- 
gleichung eine stetige- Funktion eines Parameters 4 ist, 


y =F (%, 14) 
ebenfalls stetig von diesem Parameter 2 abhangen. 

Im komplexen Gebiet kann das Existenztheorem folgendermaBen aus- 
gesprochen werden: Ist f(x, y) im Bereiche B eine analytische Funktion von x 
und y, fiir die |f(x, y)| <M ist, so gibt es eine und nur eine analytische Funktion 
v(x), die fiir x =x) den Wert y) annimmt und eine Lésung der Differential- 
gleichung ist. 

Entsprechende Existenztheoreme gelten auch fiir Systeme von Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung 


Vi = fi, V1 Vos - +5 Vn)3 7=1,2,...," (6) 

und, da jeder Differentialgleichung m-ter Ordnung 
PE ee Vn YER), (7) 
zufolge der Substitutionen: y = 2,, y’=2,,...,y@-) =z, ein System von 


Differentialgleichungen erster Ordnung 
en aER Cd Batain Say eal gan oa, See ents 2 3/624 = 26 (8) 


entspricht, auch fiir die Differentialgleichungen v-ter Ordnung. 
2. Allgemeine und partikulare Lésungen. Isoklinen. Durch eine Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung 
y= I (%, y) (9) 
wird eine eindimensionale Kurvenschar als Schar der Loésungen definiert, so daB 
die allgemeine Lésung von einer willkiirlichen Konstanten abhangt: 


p(x, ¥) =e. (10) 
So ist z. B. die allgemeine Lésung der Differen- 
tialgleichung . : 
ay 
gegeben durch die Kurvenschar 
x? 4 y? = C2, 


Die durch spezielle Wahl der Konstanten aus 
der allgemeinen Lésung sich ergebenden einzelnen 
Kurven heiBen partikulare Lésungen. Im 
obigen Beispiel sind es die einzelnen Kreise mit 
dem Mittelpunkt im Ursprung. RR ee 
Um zu einer geometrischen Veranschau- 
lichung der Integralkurven zu kommen, geht man am besten von den Isoklinen 
aus. Unter den Isoklinen der Differentialgleichung 


y’ = f(x, ¥) (11) 


f(%,y) =c, (12) 


d.h. diejenigen Kurven, deren Punkten durch die Differentialgleichung eine 
und dieselbe Richtung zugeordnet wird. So werden z.B. die Isoklinen der 


Differentialgleichung ‘ x 


est -B hy 


versteht man die Kurven 


19* 
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von den Geraden durch den Ursprung gebildet, und die den Punkten einer dieser 
Geraden zugeordnete Richtung steht senkrecht auf der Geraden. 

Man zeichnet nun in der xy-Ebene ein geeignet dichtes Netz von Isoklinen 
und geht von einem Punkte einer Isokline in der zur Isokline gehérigen Richtung 
aus, bis man zur benachbarten Isokline gelangt, von wo aus man wieder in der 
entsprechenden Richtung weitergeht usw. Auf diese Weise gelangt man zu 
einem angendherten Bild des Verlaufes der Integralkurven. Von dieser ersten 
Annaherung kann man dann mittels der Methode der sukzessiven Approxima- 
tionen (vgl. Ziff. 1) zu weiteren Naherungen aufsteigen. Dabei kann man sich 
der graphischen Integration bedienen. 

3. Klassische Integrationsmethoden. Im folgenden mégen einige Typen 
von Differentialgleichungen erster Ordnung angegeben werden, bei denen man 
mit einfachen Methoden zu einer geschlossenen Darstellung des allgemeinen 
Integrals gelangt, d.h. die Lésung auf Quadraturen zuriickfiihren kann. 

a) Getrennte Variable. Die Differentialgleichung habe die Form 


f(*) 


dann ist ihr allgemeines Integral gegeben durch 
[elv)dy —[f(x)dx =C. (14) 
b) Homogene Differentialgleichungen. Es sei 
of = (, (15) 
dann kénnen die Variablen durch die Substitution 
2 =ty=tx+t (16) 


getrennt werden, denn die Differentialgleichung geht dann iiber in die Form 


bi be) 





ar 

P eer (17) 

in der die Variabeln getrennt sind. 
c) Differentialgleichungen von der Form 


,  axex+by+e 








y Q*x*+by+c," (18) 
Falls ab, — ba, + 0 ist, so haben die beiden Geraden 
ax-+by+e=0 und ax+by+c,=0 (19) 


einen Schnittpunkt gemeinsam. Durch Parallelverschiebung des Koordinaten- 
systems * = 2% +o, y=¥-+ B bringe man den Koordinatenursprung in den 
Schnittpunkt der Geraden, dann geht die Differentialgleichung iiber in eine 
von der Form 


RI 


ax+ by 


etd, 





Ve (20) 
also in eine homogene Differentialgleichung. 
Ist ab, — ba, = 0, so hat die Differentialgleichung die Form 


(Sea ax+by-+e 
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Bei Differentialgleichungen von der Form 


y’ = p(ax + by) (22) 


kénnen aber die Variablen durch die Substitution ax + by =t, a+ dy’'=1 
getrennt werden: 


U=a+tbdoié). 
d) Lineare Differentialgleichungen. Sie sind von der Form 
y+ P(*) y = @(x). (23) 
Man geht aus von der Lésung der zugehérigen homogenen}) linearen Differen- 
tialgleichung: o* = 
y+ p(x) y =0, (24) 
y= Ce ip ixda (25) 


und setzt dann die Integrationskonstante C gleich einer unbekannten Funktion 
u(x), die so zu bestimmen ist, daB die inhomogene Differentialgleichung be- 
friedigt wird (Methode der Variation der Konstanten). Es ergibt sich 


y+ P(x) y — g(x) = we IP" — gue lPde + pye Irae g — ye IP _g@ = 0 
als Differentialgleichung fiir w(x). Man erhalt also 


w= (geledudx + C, (26) 
und 
Wy a e-Ipdz{C, + fq elpaax dx\ (27) 
als Lésung der Differentialgleichung. Bei den linearen Differentialgleichungen 
und nur bei diesen ist 
y = Cf (x) + g(x) (28) 


eine ganze lineare Funktion der Integrationskonstante. 
e) Bernoullische Differentialgleichungen. Sie haben die Form 


Wor PANY Git) Vo On ft oe A (29) 
und kénnen nach Division durch y” durch die Substitution 
FP Bo Li nly PY (30) 
auf lineare Differentialgleichungen 
ae +b) 2+4(%) =0 (34) 





zurickgefihrt werden. 

f) Riccatische Differentialgleichungen. Unter einer speziellen 
Riccatischen Differentialgleichung versteht man eine Differential- 
gleichung von der Form 





yi + y? = ax™. (32) 
Falls m die Formen 
—4x 
mM = Aes =. 4 (33) 
oder 
eases (34) 
2%—1 


1) Dabei ist der Ausdruck ,,homogen“ nicht im friiheren Sinne zu verstehen, sondern 
es ist damit gemeint, da8 das von y und y’ freie Glied ¢ (x) der linearen Differentialgleichung 
gleich Null ist. 
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(x eine ganze positive Zahl) hat, so kénnen die Variablen getrennt werden. Der 
erste Fall kann durch die Substitution 





— fi . sees ONE =r! 
Bo, =a Ee Ve aia e (35) 
auf die Form 
oe 5 Swe 
' pee Z ea =e 2n-1 
gre? Bare (m1! : (30) 


also auf den zweiten Fall, zuriickgefiihrt werden. Hier kann man durch die 
Substitution 





1 1 a 
t= t’ 5 = t ~~ 42 (37) 
auf die Form 
ra = aw N ei ima Ge , 
ee eel amr ee ryan G8) 


kommen. Durch wiederholte Ausfiihrung beider Substitutionen kann die 
Differentialgleichung also schlieBlich auf die Form 
vo + v= b (39) 


gebracht werden, in der die Variablen getrennt sind. 
Ist die spezielle Riccatische Differentialgleichung von der Form 


y’ + y? =,ax-*, (40) 
so kann sie durch die Substitution 
i 
ass (44) 
in die homogene Differentialgleichung 
2 
Z=4— a (42) 


iibergefithrt werden. 
Unter einer allgemeinen Riccatischen Differentialgleichung ver- 
steht man eine Differentialgleichung von der Form : 


y= 7 (xe) + s(x)y + t(x)y?. (43) 
Ist ein partikulares Integral « dieser Differentialgleichung bekannt, so kann 


ihre allgemeine Lésung auf die Lésung einer Bernoullischen Differentialgleichung 
(zuriickgefiihrt werden, indem man 


Vane ) (44) 
setzt und so fur z die Bernoullische Differentialgleichung 
2’ = (s+ 2tu) z+ tz? (45) 


erhalt, die wiederum durch die Substitution 


1 
ie (46) 


in eine lineare tibergefithrt werden kann. Die allgemeine Loésung der linearen 
Differentialgleichung ist von der Form 


C = Cf(x) + g(x) 


und die allgemeine Lésung der Riccatischen Differentialgleichung diiiee von 
der Form ; C 
x9 — Oer(%) + Yr (#) ; 
Y= 4 CFay es gal Coals) Capatey A 
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also eine gebrochene lineare Funktion der Integrationskonstanten C. Die all- 
gemeinen Riccatischen Differentialgleichungen sind auch die einzigen Differential- 
gleichungen, bei denen dies der Fall ist. 
Diejenige partikulaére Lésung, die durch x, yy geht, kann bestimmt werden 
durch die Gleichung ~ 
qe C Hy (%) + Wr (%o) (47a) 
C Ha (%) + Yo (%)’ 








aus der sich C als linear gebrochene Funktion von y, berechnet. Einsetzen von C 
in die allgemeine Lésung ergibt 
= Vo %1(%) + Bi(*) 
Vo %a(*) + Bo (x) ’ Ey 


so daB also diejenige Lésung, die durch %9, Vp geht, eine linear gebrochene Funktion 
von Yo ist. Beachten wir die durch Ausrechnung zu bestatigende Invarianz 
des Doppelverhaltnisses bei linearen Substitutionen: : 





ay+b Vi Maa een Va Ye Ve Vu Va 
y = : : — a — 4 
cy+d Si Aenea cone) al Miso 5a Votre ys (49) 





so erkennen wir, da das Doppelverhaltnis der Ordinatenwerte von vier Lésungen, 
die zur selben Abszisse x gehéren, von dem Werte der Abszisse x nicht abhangt. 
Schneiden wir also vier Lésungen durch eine Parallele zur y-Achse, so hat das 
Doppelverhaltnis der vier Ordinaten denselben Wert fiir alle diese Parallelen. 


1. dlogu 


era as (50) 
in eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 
tv” — (4+ st)v’ +rt#2v=0 (54) 


iiber (vgl. dazu auch den Abschnitt uber Variationsrechnung, Kap. 3). 

g) D’ Alembertsche Differentialgleichungen. Integration durch 
Differentiation. Unter einer d Alembertschen Differentialgleichung}) 
versteht man eine in x und y lineare Differentialgleichung 


F(s, y,y') = *9(y') + yp’) + x7) = 0. (52) 


Es sei z. B. y + 0: man fithrt y’ als neue Variable an Stelle von y ein durch 
die Gleichungen dy — y’dx = 0, 


G=y+xdly')+ uly’) =9, haces ho 28) 
=z, u=*), 
y e 
dG = y'dx +2ldx + (xd' + p')dy’ =0 


und erhalt dadurch eine lineare Differentialgleichung fiir x als Funktion von y’: 





ax BM 
dy’ yi +a 
Daraus kann x als Funktion von y’ bestimmt werden und durch Einsetzen in 


die urspriingliche Differentialgleichung ebenso y als Funktion von y’. Auf diese 
Weise erhalt man eine Parameterdarstellung der Lésung mit y’ als Parameter. 


0. (53) 











1) Sie werden auch Lagr angesche Differentialgleichungen genannt. Fir A(y! VS = 
(vgl. Gleichung 52a) erhalten wir den Spezialfall der Clairautschen Differential- 
gleichungen, der weiter unten in Ziff. 6 behandelt ist. 
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Diese Methode der Integration durch Differentiation kann immer angewendet 
werden, wenn in 


F (x, y, y’) =0 
y oder x fehlt und F = 0 nach x oder y auflésbar ist. 
Zum Beispiel: ‘ 
x= f(y’). 


Hier fiihrt der Ansatz 


d 7 / / 
dx= =f ay 


zur Parameterdarstellung der Lésung 
%=f(y); y+ C=fy'f ly’) dy’. 
Der Fall, daB nicht die abhangige Variable y, sondern die unabhangige x 
fehlt: . 
=I) 
fallt unter den Typus (52a). 
h) Exakte Differentialgleichungen. Eine Differentialgleichung 


P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0 (54) 
heiBt exakt, wenn sie der Integrabilitatsbedingung 
dP 0Q 
ye ae (55) 


geniigt. Dann gibt es eine Funktion u(x, y), deren partielle Ableitungen nach x 
und y die Funktionen P und @Q sind: 


du = Pdx + Qdy. (56) 
Man bestimme nun w aus der Bedingung 
Ou 
Ox ay 5) 
also 
: u = [Pdx + oly) (57) 


und @(y) aus der Bedingung 
Cs) Raver 
jy | Pax t+ o'v) =O. (58) 


Durch u(x, y) = C wird dann die allgemeine Lésung dargestellt. 
4. Multiplikator. Unter den Voraussetzungen des Existenztheorems hat 
die Differentialgleichung 


P(x, y)dx + Q(x, y)\dy =0 (54) 
eine Lésung /(x, y) = C, fir die 
fodx + fydy =0 
ist. Also gelten die Gleichungen 
(sly eo. is= MP; fe (59) 


Die Funktion M(x, y) heiBt ein Multiplikator oder integrierender Faktor; 
durch Multiplikation mit M wird die Differentialgleichung Pdx + Qdy =.0 
zu emer exakten. Der Multiplikator geniigt der partiellen Differentialgleichung 


0(M P) =: 0(MQ) 
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oder OM OM BO U% OP 
| PS 05 = ule -F) (60a) 
oder endlich 
Olog M ClopM- —08Q 6P 
i, oy zie Cette Oe Oy. (60) 


Hat man irgendein Integral dieser partiellen Differentialgleichung gefunden, 
so ist dadurch die Integration der urspriinglichen Differentialgleichung auf die 
einer exakten Differentialgleichung zuriickgefiihrt. 

Ist M ein Multiplikator und f das allgemeine Integral der Differential- 
gleichung, so ist Mf wieder ein Multiplikator. Denn es ist wegen (54): 

O(MfP)  oO(MfQ) _ . of oh Ds of dy | Of 
oy Ox =MP5i—MQ3!——Mo(3 Zt )=0. 

Umgekehrt ist der Quotient zweier Multiplikatoren M, und M, ein allgemeines 

Integral. Denn es ist 








af, dy 
Sacer M,P+ M07? 


af, dy 
an = MP + M,07» 
wobei das allgemeine Integral sowohl durch /, = c wie durch /, = c dargestellt 
wird. Da /, und f, langs der Integralkurven konstant sind, ist /, = (f,), und 
wir erhalten 

af. M A 

ah = M, = iG (7 as 


wobei das allgemeine Integral wiederum ebenso wie durch /, auch durch 9’ (f;) 
dargestellt wird. 
Unter Umstanden kann die Auffindung eines Multiplikators sich sehr einfach 
gestalten, so z. B. wenn die Differentialgleichung 
Pdx+Qdy=0 
einen Multiplikator besitzt, der nur von x abhangt, d.h. wenn [vgl. Formel (60b)] 
Bees 
Q (a5 Ox 


eine Funktion von x allein ist. Dann kann dieser Multiplikator aus der Differen- 
tialgleichung 








1 4M 1 (= -52) 
Mdx Q\0y ox 


durch Quadratur bestimmt werden. 
Geometrische Bedeutung des Multiplikators. Denken wir uns 
die Integralkurven der Differentialgleichung 
Pdx+Qdy=0 
durch 
f(%, y) = 6, 
fp=MP, fy=MQ, 


gegeben, so bestehen fiir den Winkel der Normalen auf die Kurve f = ¢ mit 
der x-Achse die Gleichungen 
cosy = ae CU er 


We+h ~ Vth 
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wobei durch positive Wahl der Quadratwurzel eine positive Richtung der Nor- 
malen ausgezeichnet wird. Gehen wir auf der Normalen im Punkte S der Kurve 
fj =c um h weiter bis zum Punkte S, der Kurve f=c¢ + Ac, so erhalten wir 


Ac, f(* +h cosy, yt h sinv) — f(%, v) 





h h 
und 
lim 5 — j, cosy + fy siny = Vi + = M YP? +O}, 
e ; also , 
‘ oa ta 
Ss ales ® Bezeichnen wir mit MAR den Flacheninhalt 


S$ 
Abb: 3. Geometrische Deutung des Multi: des Rechtecks, das von der Strecke # auf 


pas der Normalen und der Strecke | P? + QO? auf 
der Tangente im Punkte S aufgespannt wird, so ist 


re ale 
M = lim—. (61) 
yao 2 





5, Satze von Lm. Die im vorhergehenden zur Lésung von Differential- 
gleichungen der Form . 
P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0 | (54) 


verwendeten Methoden des Multiplikators und der Trennung der Variabeln er- 
halten ihre geometrische Beleuchtung durch die Liesche Theorie der Transfor- 
mationsgruppen. Zwei Gleichungen der Form 


xy = 9(%,9, 4); 1 = p(%, ¥, @) (62) 


stellen eine Schar von Transformationen dar. Jedem Werte des stetig 
verdnderlichen Parameters a entspricht eine Transformation J, der Schar, 
die die Punkte x, y in die Punkte %,, y, tiberfithrt. Im besonderen wird diese 
Schar eine eingliedrige Transformationsgruppe (eingliedrig, weil sie 
bloB von einem Parameter g abhangt) genannt, wenn 1. die Aufeinanderfolge 
zweier Transformationen 7, und J; der Schar stets aquivalent einer dritten 
Transformation 7, der Schar ist, und 2. zu jeder Transformation 7, der Schar 
die inverse T;' ebenfalls in der Schar vorkommt .(vgl. Kap. 2, Ziff. 16). 

Die Punkte x,, y,, in die ein Punkt x, y durch sémtliche Transformationen 
der Schar iibergefiihrt wird, bilden die Bahnkurve des Punktes. Deuten wir 
den Parameter a als Zeit, so stellen die GréBen 


Ox,  Op(%, ya.) . Ov, _ Ow(x, y, a) 6 
Oa Oa eC Gh Oa (63) 





die Geschwindigkeit dar, mit der P im Augenblick a die Stelle x,, y, passiert. 
Ersetzen wir durch Umkehrung der Transformationsformeln x, y durch x,, ¥,, 
so erhalten wir hierfiir 


Ox ’ A 
Fa = Oa 1.4); a = (4, Ya). (64) 


Liegt im besonderen eine Gruppe vor, so nehmen (wie sich zeigen l4Bt) diese 
Formeln die Gestalt an: 





G(%{, Vy, a) = E(x, ¥4)- ae T(%,%4, @) = 1 (%1, V1) ° ee (65) 


w (a) 
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Durch die Parametersubstitution 


t= fa 


11 j 
kann der Faktor ya) 2 Eins gemacht werden und die Gleichungen der Gruppe 





erhalten die Form: 
% = O(4, 9,2); W= Y (x, 4, t). 
_ Oy(%,y,a) Oa 0 G(x, y,2) 











5%» V1). Sac et megan 
Owls, y,a) Oa 0 (x,y, 2) i66) 
Cy ee oa 
Man bezeichnet nun : 
0x = E(x, y) dt; Oy = n(x, y) dt (67) 


als die infinitesimale Transformation der Gruppe. Sie kann anschaulich 
aufgefaBt werden als eine Transformation der Gruppe, bei der alle Punkte in 
unendlich benachbarte Punkte transformiert werden. 

Eine Kurvenschar /(x, y) =c heiBt invariant gegeniiber den Trans- 
formationen der Gruppe, wenn sie durch alle diese Transformationen in sich 
ubergefiihrt wird. So ist im besonderen die Schar der Bahnkurven in trivialer 
Weise invariant: jede einzelne Bahnkurve wird durch die Transformationen 
der Gruppe in sich tibergefiihrt. Man spricht weiter von nicht trivialer In- 
varianz einer Kurvenschar, wenn jede Kurve der Schar durch eine Transfor- 
mation der Gruppe in eine andere Kurve der Schar ttbergefithrt wird. So sind 
gegenuber der Gruppe der Streckungen vom Ursprung 


= £6; y,—yer- 0% —A20t; dy = yd 
die Geraden durch den Ursprung in trivialer Weise invariant (sie stellen die 
Bahnkurven der Gruppe dar), die Schar der Kreise mit dem Mittelpunkt im 
Ursprung ist in nicht trivialer Weise invariant. 
Die Bedingung fiir die Invarianz der Kurvenschar / (x, y) =c gegeniiber der 
Gruppe mit der infinitesimalen Transformation 6x = dt; dy = dt ist, daB 
é 0 
shéle9) + 5h nln) =2l) 
eine Funktion von / allein ist. Im Falle der Bahnkurven ist g(/) =0. 
Sind nun die Lésungskurven der Differentialgleichung 


P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0 (54) 


in nicht trivialer Weise invariant gegenitber der Gruppe mit der infinitesimalen 
Transformation IR Ry end NDE (67) 
so ist nach einem Satze von Lie der Ausdruck 
| 1 
= = 68 
woMioes oe Q7 ee 


ein Multiplikator der Differentialgleichung. 
Als Beispiel mége erwahnt werden, daB die Lésungskurven einer homogenen 


Differentialgleichung “y’ = (2) gegeniiber der Gruppe der Streckungen vom 

Ursprung invariant sind. ~ ; ; 
Kennen wir nicht nur eine Transformationsgruppe, der gegenitber die Schar 

der Lésungskurven der Differentialgleichung invariant bleibt, sondern auch die 
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Schar der Bahnkurven der Gruppe d(x, y) = c sowie eine zweite (nicht in tri- 
vialer Weise) invariante Kurvenschar (x, y) = ¢, so kénnen nach einem weiteren 
Satze von Liz durch die Variabelnsubstitution 


%=A(x,¥); ¥ = we, ¥) (69) 


die Variabeln getrennt werden. 
So sind bei der Gruppe der Streckungen vom Ursprung die Bahnkurven 


durch % = c, sowie eine zweite invariante Kurvenschar durch *«=c gegeben; 
wn 


es kénnen daher bei der homogenen Differentialgleichung 


ae 1 


ahem, 


durch die Substitution 


%= 


|S 


die Variabeln getrennt werden. 

Wegen weiterer Satze aus diesem Gebiete sei auf die ,,Vorlesungen tber 
Differentialgleichungen mit bekannten infinitesimalen Transformationen“ von 
Lig, herausgegeben von G. SCHEFFERS, verwiesen. 

6. Singulare Lésungen. Sei die Differentialgleichung 


f(x, 9, 9’) = 0 
gegeben. f mdge dabei samt seinen zwei ersten partiellen Ableitungen eindeutig 
und stetig sein fiir alle zu betrachtenden Linienelemente. 
Falls in %, V9 ein oder mehrere Wertetripel %,, V9, v; der Differentialgleichung 
genigen und fiir diese 
ty (% ¥ 9’) = 0 (70) 


ist, so definiert die durch Auflosung von f(x, y, y’) = 0 sich ergebende Differential- 
gleichung 


Ve = F(x, y) 
(wobei F eine eindeutige, stetige Funktion ist) eine eindeutige Lésung 
Yi = 8: (4), 


die durch %, Yo hindurchgeht und dort die Richtung y;©) hat. 
Sehen wir nun von der Voraussetzung 


ty (%, y, y) + 0 
ab. Ein Linienelement x, y, y’, das den beiden Gleichun gen 


1, 929") = 03 ferry") = 0 (71) 


nennt man ein singulares Linienelement. Eine aus lauter singularen Linien- 
elementen aufgebaute Kurve heifSt eine singulare Lésung. So ist die Ein- 
hiillende*) einer Schar von Integralkurven eine singulare Lésung. Denn ihre 


1) Unter der Einhtllenden (Hillkurve oder Enveloppe) einer von einem 
Parameter C abhangenden Kurvenschar F(x, y,C)=0 versteht man eine Kurve, die in 
jedem ihrer Punkte von einer Kurve der Schar beriihrt (vgl. Kapitel IV, Ziff. 5) wird. 
So sind die Geraden y= +a Einhiillende der Kreisschar (¥ — Cc)? + y? — a®=0; die 
Evolute einer Kurve y ist die Einhiillende der Normalen von y (vgl. Kap. IV, Ziff. 6). 
Man kann die Einhiillenden auf folgendem Wege bestimmen. Bilden wir durch Elimination 


von C aus den beiden Gleichungen F(x, y, Cc) =0 und ae = 0 die Gleichung g(x, y) = 0. 


Die dieser Gleichung geniigenden Kurven (im obigen Beispiel die beiden Geraden y = + a) 
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Tangenten sind gleichzeitig Tangenten an Integralkurven, sind also Linien- 
elemente, die der Differentialgleichung geniigen. Da andererseits durch jeden 
ihrer Punkte zwei gleichgerichtete Lésungskurven hindurchgehen, die Ein- 
hillende und eine Integralkurve der Schar, sind ihre Tangenten singulare Linien- 


elemente der Differentialgleichung. Liege z. B. eine Clairautsche Differen- 
tialgleichung 


See 09 Te) (72) 
vor. Ihr allgemeines Integral lautet 
y = ex + f(c) 


und besteht aus einer Schar von Geraden. Die Einhiillende dieser Geraden- 
schar, die sich aus den Gleichungen 


Yi ea PNG, 2 Key = 9 
durch Elimination von c ergibt, ist eine singulare Lésung. Es besteht also das 
Lésungsbild einer Clairautschen Differentialgleichung aus einer Kurve und ihren 
Tangenten. Es muB aber nicht jede singulare Lésung eine Einhiillende sein. 
Die Kurve, die sich durch Elimination von 4 aus den beiden Gleichungen 


I(x, ¥; A) = 0, fa®, y, 4) =0 (73) 
ergibt und auf der die singularen Linienelemente gelegen sind, nennt man die 
Diskriminantenkurve der Differentialgleichung f(x, y, y’) = 0. Es ist wohl 
zu beachten, daB die Diskriminantenkurve keineswegs immer eine singulare 
Lésung ist. 

Als Beispiel hierfiir diene die Differentialgleichung 


(x, v, v') = 4y"2 — 9% = 0. 


Sie gibt: 
y =+3/% 
und 4, 
= xx AG 
als allgemeines Integral. Aus 
Tike 
Oy’ —s y 


folgt, da8 die Diskriminantenkurve aus der y-Achse (% = 0) besteht. Sie ist 
aber keine singulare Lésung: die Linienelemente in den Punkten der y-Achse 
sind parallel der x-Achse gerichtet. In diesem Falle ist die Diskriminantenkurve 
der Ort der Spitzen der partikularen Losungen. . 

Die Bedeutung des Auftretens singularer Losungen in der Mechanik moge 
an folgendem Beispiel+) erértert werden. Ein Massenpunkt bewege sich unter 
dem Einflu8 einer Widerstandskraft, die der Quadratwurzel aus der Geschwindig- 


; 5 d i 
keit proportional ist. Dann lautet seine Bewegungsgleichung 3 = a VU. 


Integrieren wir die Differentialgleichung v’* = a?v, so lautet ihr allgemeines 
Integral v = (c — 4.a2)?; es besteht aus Parabeln in der tu-Ebene, die im Scheitel 


werden in jedem ihrer Punkte von einer Kurve der Schar F(x, y, C) = 0 berithrt, falls 
dieser Punkt nicht ein singularer Punkt der betreffenden Scharkurve ist (d. h. falls 
dort nicht zugleich = 0 tund ee 0 ist). Auf diesem Wege erhalt man auch alle 
x y : 
Einhiillenden der Kurvenschar F(x, y,C) = 0; es sind die ae Gleichung g(¥, y) = 0 ge- 
: EP : 
niigenden Kurven, auf denen nicht zugleich 1 oR oO und ay = Onisis 


1) Vgl. E, T, WurttaKer, Analytische Dynamik, S. 243. 
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die Achse v = 0 beriihren. Diese Achse ist daher ein singulares Integral der 
Differentialgleichung. Der zur Anfangsgeschwindigkeit vy) = c? gehdrige Ge- 


schwindigkeitsverlauf wird fiir j= durch das zur Konstanten c gehorige 
partikulare Integral, fiir ize durch das singulire Integral dargestellt. Dies 


riihrt daher, daB die Bewegungsgleichung v’ = —ayv durch Wurzelziehen aus 
der Differentialgleichung v’? = a? v entsteht, wobei wir uns dem mechanischen 
Problem entsprechend auf das negative Vorzeichen der Wurzel beschrankt 
haben. Dadurch wurden aber die rechts von der Parabelachse liegenden Teile 
der Parabeln, deren Richtungskoeffizienten positiv sind, aus der Lésung aus- 
geschieden. 


II. Systeme von Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 


7. Systeme in der Normalform. Sind ma Differentialgleichungen erster 
Ordnung vorgelegt, durch die die Differentialquotienten von m Funktionen 
Vy, Vq,+++) Vy einer Veranderlichen x gegeben werden, so spricht man von einem 
System erster Ordnung von gewohnlichen Differentialgleichungen. Im_be- 
sonderen mégen zunachst die Systeme erster Ordnung in der Normalform 
betrachtet werden, d.h. Systeme von folgender Form: 


dy, 
oe = Fi(%,V Ve +++, Yn)> (74) 


Bata ECON: Ayeen UBS 





(Zufolge Ziff. 1 genitigt es, Systeme erster Ordnung zu betrachten.) Nehmen 
wir die Voraussetzungen des Existenztheorems in dem betrachteten Bereiche 
als erfiillt an, so wird durch dies System jedem Punkte P 


bapeoa Be Vi = 5; 


des m ++ 1-dimensionalen Bereichs ein durch ihn hindurchgehendes Linienelement 
zugeordnet, und es geht durch ihn genau eine partikulare Lésung des Systems: 


Sy VilX, a, b, by, PO Dn); (75) 


wobei a und die }; durch die Wahl des Punktes festgelegt sind. Zur Bestimmung 
dieser partikulaéren Lésung sind aber nicht m + 1 Konstante wesentlich, sondern 
genau » Konstante, deren Werte dadurch zu bestimmen sind, daB die durch 
den Punkt P gehende Lésung des Systems, die wir jetzt in der Form 


i — Wilx, Ci, Cs, Sis) Cn) (76) 
TE eee A erat 
schreiben wollen, den Bedingungen 
WAG, Cy, Cn 2 Gf Cuy == O;, 
pe Ber ene? 
gentigt.. Es wird also die allgemeine Lésung des Systems 
Vee wiles CoCo, aa C,) 
von 7 willkiirlichen Konstanten abhangen. Jede (stetige, differenzierbare) Funktion 


2%, Vas Yar +3 Vn) (77) 
die durch Einsetzen der allgemeinen Lésung fiir y,, yo, ..., ¥, eine Funktion der 


Pia seb 
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m Konstanten Cy, Cy,...,C, allein wird, heiSt ein Integral des Systems. Fiir 
ein Integral mu8 also nach Einsetzen der allgemeinen Lésung 
aQ 
7. 
sein, und dies fithrt auf die partielle Differentialgleichung 
0Q 0Q 
ge thay tot th ge =O (78) 


der jedes Integral geniigen muB. Es laBt sich zeigen, daB diese Bedingung nicht 
nur notwendig, sondern auch hinreichend ist: jede (stetige, differenzierbare) 
Funktion 9, die der linearen partiellen Differentialgleichung (78) geniigt, ist ein 
Integral des Systems gewéhnlicher Differentialgleichungen. 

Weiter kann gezeigt werden: Es gibt Systeme von je » unabhingigen Inte- 





gralen @,, ®2,...,@, der partiellen Differentialgleichung (78), derart, da8 
O(a, @g,. . «, @p) 
OW Var» ++» Yn) 
nicht identisch Null ist. Jedes weitere Integral von (78) ist eine Funktion von 
1, Wg,..., Wy, und jede (stetige, differenzierbare) Funktion von @ , @9,..., Wn 
ist ein Integral von (78). Durch die Funktionen @,, w,, ..., ©, werden implizite 


die Lésungskurven des Systems gewoéhnlicher Differentialgleichungen gegeben, 
und zwar als Schnittkurven der m Scharen von Integralhyperflachen 





6, by Dy == Cg es Oy, — C5 
Im folgenden mége das System gewohnlicher Differentialgleichungen in 
der Form ay; Vil, Vas Vos - + +1 Vn) 
pe dee ee Ai \e 2 (79) 
i or ne |) 


oder auch in der symmetrischen Form 
A OTILE Ftel eh RUE 














cea iv, (80) 
geschrieben werden. 
Die zugehorige partielle Differentialgleichung lautet dann 
02 0Q 0Q 

ees fo vs pYag, — 0. (81) 
In Verallgemeinerung der bei einer Differentialgleichung erster Ordnung 

dx dy 

ene 


gebrauchlichen Terminologie nennt man einen letzten Multiplikator des 
Systems (80) eine Funktion M (x, y,, V2,.--, Yn), die der partiellen Differential- 


gleichung a F P 
Fy UEX) + 3 LY.) + +35, (LY,) = 0 (82) 


geniigt. Der Quotient zweier letzter Multiplikatoren M und N ist ein Integral 
des Systems. Denn M geniigt der Bedingung 
a Clog. dlogM OlogM _odX , OY, 4 ov, 
Geeta ey ees Pty ea oy ey, = 9 
‘und ebenso N. Durch Subtraktion der Beziehungen fir M und WN ergibt sich 


0 0 0 M 
tee Vp ays Pai 4 Ya 3-| log 3; = 0- 
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Eine Veranschaulichung des Multiplikators kann man auf folgende Weise 
erhalten, Sei eine stationare Fliissigkeitsbewegung mit den Komponenten der 
Geschwindigkeit X (x,y,z), Y(x,¥, 2), Z(%, y, 2) gegeben, die dem System von 
Differentialgleichungen erster Ordnung 


ap Sane age 
am hae ae 

geniigen. Die Bedingung fiir den letzten Multiplikator M@ 

0(MX) | O(MY) , 0(MZ) __ 

dec. Hepa ee 
k6nnen wir dann als Kontinuitatsgleichung auffassen, wenn wir den Multiplikator 
als Dichte der Fliissigkeit im Punkte x, y, z deuten. 
Wird eine Variablentransformation 


B= x, Var Vos os Valin Ve = Vi eevee Vale ee 
durchgefiihrt, so ist zwar nicht der transformierte Multiplikator, wohl aber die 
Funktion 





M 
HESS cee 5h) 
COCA ees) 


ein Multiplikator des transformierten Systems. Dabei sind natiirlich die alten 
Variabeln x, y; durch die neuen %, y; zu ersetzen. 

Daraus ergibt sich: kennt man m — 1 unabhangige Integrale des Systems (79) 
und einen letzten Multiplikator, so kann man ein mtes Integral lediglich durch 





(83) 





Quadraturen bestimmen. Denn seien w, =¢,,..., @n,-1 =Cn-1 Mie bereits ge- 
fundenen  — 1 Integrale. Dann fiihrt die Transformation 
Xe UYi =o OV Geom Y= (84) 
zu der Differenti algleichung 
ax aVn 
1 = se (85) 


wobei durch X’, Y’, angedeutet ist, daBin X, Y,, die Veranderlichen Wa, Vousreades Veen 
aus den Gleichungen wi ==¢),.. ..@yo1 = Cnet -dUICh (C,,)g9 Ce eee 
ersetzen sind. Dann aber ist 
MM 
OO (Me. s ) Wy og) 


O(ViV2 +++ Yn—1) 
ein Multiplikator der Differentialgleichung 


Y,4x— X'dy, = 0. 





(86) 





8. Hamiltonsche Systeme. Es sei nun insbesondere das betrachtete System 
gewohnlicher Differentialgleichungen ein Hamiltonsches. Gehen wir von den 
mechanischen Grundgleichungen eines holonomen Systems in der Lagrangeschen 


Form aus 
a Voie OL ; 
aa mea, == (ued ieee ene (87) 





wo L(q;, qi» t) das kinetische Potential (Differenz von kinetischer und potentieller 
Energie) ist. Durch g; werde die Ableitung nach der Zeit dq;/dt bezeichnet. 
Setzt man OL 
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so ist zufolge der obigen Gleichungen 


Ba Oe, (88a) 
Seale ra | 





wo ebenso wie oben #; = <P geschrieben ist. Daraus folgt fiir kleine Ande- 
rungen der q;, q; 


sL= (big: + POG) = 5 > DG; + pa (b:09: — GOP) - (8b) 


= 


Me 


i 


Bezeichnen wir 
n 
; 2bi%—L=H, (89) 
$= 


{wobei H nach Elimination aus (88) als Funktion der #; und q; aufgefaBt wird], 
so kann (88b) auch so geschrieben werden: 


: 
oH = 2% 92: — DP: Ogi) - 
Daraus erhalt man: 
dq; 0H. ap, oH 
ab Pup. Gb sl. Og; : 
(See WI le aaa 





(90) 


Ein solches Gleichungssystem erster Ordnung wird ein kanonisches oder 
Hamiltonsches System genannt. 
Die Lagrangeschen Gleichungen (87) kénnen in bekannter Weise als die 
Differentialgleichungen des Variationsproblems 
t 


[rat — Extr. 
t 


aufgefaBt werden. (Das Integral ist zwischen den festen Grenzen q!’, ¢, und 
g®, tg zu erstrecken.) 

Enthalt L die Zeit nicht explizit, so gilt dasselbe fiir H, Dann aber ist 
H = konst. ein Integral des Hamiltonschen Systems 








ATR OEP es | | 
we gyal en = = ah, (91) 
Op, On 
da H der partiellen Differentialgleichung 
n n 
OH OH OH On 
Pee ape tg, op a 


geniigt (vgl. Gleichung [81]). H =c ist das Energieintegral des Systems. 
Im allgemeinen mu8B jedes Integral {© eines kanonischen Systems der 


partiellen Differentialgleichung 
£2 + {H, 2) =0 (93) 


geniigen. Dabei wird durch (H, 2) der Poissonsche Klammerausdruck 


n 


(8,2) = (oq, od (4) 





4=1 
bezeichnet. 
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Auch wenn H die Zeit explizit enthalt, gilt der Satz: Die Einheit ist ein 
letzter Multiplikator eines Hamiltonschen Systems. Denn setzen wir MM =A; 
so geht die Differentialgleichung fiir den letzten Multiplikator (82) fiir ein Hamil- 
tonsches System in die Form tber: 


n n 

OH CH 
> aa 95 
ar Bp 04.05, ° 99) 





Von besonderer Bedeutung fiir die Integration Hamiltonscher Systeme sind 
diejenigen Variabelntransformationen 


p= Oi (Oun ee om PU as Lasts 
WON ih ic PN ia 
(me WD. ona Ths 


die Hamiltonsche Systeme wieder in Hamiltonsche Systeme tiberfihren. _ 
Verlangen wir also von den Transformationen (96), daB sie das Variations- 


prinzip 4 ° 
feat =| (2 Pd a8 hy dt = Extr. 
i=1 
in 
; n < = 
Le P.0,— H) dt — Extr. 
7=1 


uberfiihren. Dann mu8 
- y < . — dV 
Por eee (97) 
j=l c=4 ; 


sein, da V an den Grenzen feste Werte hat. V ist dabei eine beliebige Funktion 
von # der alten, m der neuen Variabeln und der Zeit ¢: z.B. V=V(qy,.. +) Uns 
P,,..., Py, t). Von solchen durch die Bedingung (97) definierten Transforma- 
tionen, den kanonischen Transformationen}), gilt umgekehrt, daB sie Hamilton- 
sche Systeme in Hamiltonsche Systeme tiberfiihren. 

Schreiben wir (vgl. zum folgenden z. B. Born, Atommechanik) 


n n n n 
; : — d : uals 
i 2 ee aM S70) 9 OP, 
i=1 i=1 v4 ee 
(wir haben dabei statt V den Ausdruck V— >’ P;Q; gewahlt), so erhalten wir 
bei Vergleich der Koeffizienten von g; P;: *~* 





OV 
BOS Dae 
OV é 
0: = op,’ (Heed WPA. tre eee ioc (98) 
Te OV 


wae 
Durch diese Gleichungen kénnen wir uns ebenfalls eine kanonische Transformation 


definiert denken. (Denn man kann ja durch Auflésung von Q; = _ rickwarts q; 
als Funktion von Q;, P;, ¢ ausdriicken und infolgedessen auch 4;.) Die P,; und Q; 
mit gleichem Index 7 heiSen kanonisch-konjugierte Variable. 


uy) Far den Zusammenhang dieser Transformationen mit den Berithrungstrans - 
formationen vgl. z. B. SomMERFELD, Atombau und Spektrallinien, 3. Aufl., S. 664. 
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Eine Koordinate q;, z. B. g,, die in der Hamiltonschen Funktion H des 
Systems nicht vorkommt: 


H = (ge, .- +5 Qn + Par Pars + Pas?) 
heiBt eine zyklische Koordinate. Fiir diese ist 
d OH 
GES ge = 01 pb, = konst. 
Die Integration eines Hamiltonschen Systems wird nun ermoglicht durch 
kanonische Transformationen, die simtliche Koordinaten g; des Systems in 
zyklische Koordinaten Q, iiberfiihren. ; 

Es sei die Hamiltonsche Funktion H des Systems nicht explizit von ¢ ab- 
hangig. Wir suchen eine (ebenfalls nicht explizit von ¢ abhangende) Funktion V, 
die uns eine kanonische Transformation (98), (96) definiert, durch die H in 
eine lediglich von P,,...P, abhangige Funktion iibergefithrt wird: 


H=E(P,,..., P,) (99) 
Es mu8 dann zufolge 
wre 
unsere Funktion V der partiellen Differentialgleichung 
év| ov 

(tas ++: Gus Baba) = Bee Pt eP) (100) 
genugen. Haben wir aber ein vollstandiges Integral V dieser partiellen Differential- 
gleichung gefunden, das auBer von 7 Variabeln g,,...,g, noch von den ” Para- 
metern P,,..., P, abhangt, so definiert V eine kanonische Transformation der 


Pi, G in die P;, Q;. Das Hamiltonsche System der transformierten Variabeln 

ist dann unmittelbar zu integrieren. Denn es ist: 
depadls OB, 
di = — 60,.> 
dQ; OE ‘ 

dimen Oe Q;= a t+ 8, 


wobei also die a;, w;, 6; Konstante sind. 

Die Angabe einer kanonischen Transformation, die simtliche Koordinaten 
in zyklische verwandelt, erfordert die Kenntnis eines vollstandigen Integrals 
der Hamilton-Jacobischen partiellen Differentialgleichung (100). Die Auf- 
findung eines vollstandigen Integrals der Hamilton-Jacobischen partiellen 
Differentialgleichung und die Auflésung des Hamiltonschen Systems gewéhn- 
licher -Differentialgleichungen sind daher dquivalente Aufgaben. 

9. Separation der Variabeln. LaBt sich jedes #; als Funktion der kanonisch- 


OF P= X;, 
(101) 








konjugierten Koordinate g; und der m Parameter P,,..., P, darsteilen 
P= PGs Pp Pgs oy Pa); (102) 
So dal Ji (g,,.-2,9n; P1,--4?n) Zutolge (102) in eine Funktion 
TH Pecos En) (103) 


iibergeht, daB also alle g; aus H herausfallen, so 1aBt sich sogleich ein vollstandiges 
Integral der Hamilton-Jacobischen partiellen Differentialgleichung angeben. 


n 
Es ist dann >'4,4q; ein vollstandiges Differential dV: 
i=1 


_ eV 





? 


und der Ausdruck 
Valdes aint, Qn» P,; eosy Ps) =) 


n 
t=1 


Vig Gi 'y> i Py) (105) 


20* 
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mit Vi = [dilgi, Pr, -- +, Pa) de (106) 


stellt ein Integral der Hamilton-Jacobischen partiellen Differentialgleichung dar. 
In diesem Falle kann also die partielle Differentialgleichung durch den Ansatz 


V = 2.0 slae Pip cess 1a) (105) 


in eine Reihe gewohnlicher Differentialgleichungen zerspalten und die Relation 


Fl (dy, + 1s Gps Piss -y Pn) = (Lape ae aw) (99) 
durch den Ansatz 
db; = Pil(Gs Pilostes FE, (102) 
identisch in den P; erfullt werden. 
Separation ist z. B. dann méglich, wenn alle Variabeln q; bis auf eine (z. B. 91) 
Me aaa H = Egy, Pays Ba) (107) 


In diesem Falle geht die Hamilton-Jacobische partielle Differentialgleichung 
durch den Ansatz 


V a= Vili i Passes Pa) es ee ee ae (108) 
in die gewohnliche Differentialgleichung 


H( NEES a) = ae Poet P | = EP (109) 


tuber. Auch wenn H die Form hat: 
A= W(g3(q1; Py), + - - 8n (Gn Pn)) (110) 
ist offenbar die Separation der Variabeln méglich, und zwar geniigt es, hier: 
Gilg. Di) = Pi (110a) 
zu setzen. 


Die Anwendbarkeit der Separationsmethode hangt von der Form der Hamil- 
tonschen Funktion H ab, und zwar ist diese Methode dann und nur dann an- 
wendbar, wenn H der Relation 


OH OH 0H CH OH 0H CH oH oH? CH dH EE as (141) 
0q:0q; Op: Op; O4q:0p; Og; OP; Og,Op; Og; Op; ' Op,Op; Og; Og; — 





t+] 
gentigt!). Hat z.B. H die Gestalt 
i n : 
oes pate a ey Yn) (112) 
t= 
(wobei die A; ebenfalls Funktionen der q,,...,¢, sind), so ergeben sich durch 


Einsetzen von H in die obige Gleichung die Bedingungen fiir A; und V. 

10. Mehrfach periodische Systeme, Winkelvariable?). Es sei die Hamil- 
tonsche Funktion unseres Systems nicht von der Zeit ¢ abhdngig, und es sei 
moglich, die g;,#; durch eine kanonische Transformation in Variable w,, J; 
uberzufithren: av av 

Pirear alone (113) 
fiir die folgende drei Bedingungen erfiillt sind: 


1) Vgl. z. B. RremMaNN-WEBER, Partielle Differentialgleichungen Bd.II, 7. Aufl., 
Braunschweig 1927, Kap. I, § 5. 


*) Vgl. z. B. M. Born, Atommechanik, S. 90ff. 
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1. Die Lage des Systems hangt periodisch mit der Periode 1 von den w; 
ab. Sind also die g; durch die Lage des Systems eindeutig bestimmt, so sind sie 
periodische Funktionen der w; (mit der Periode 1). 

2. Die Hamiltonsche Funktion geht in eine lediglich von den J; abhangende 
Funktion E(J,,..., J,) tiber. 


n 
3. Die Funktion V —>'w; J; hangt periodisch von den w,; ab (mit der 
Periode 1). oe 

Systeme, fiir die diese drei Bedingungen erfiillbar sind, hei8en mehrfach 
periodische Systeme; die w,;, J; heiSen Winkel- und Wirkungsvariable. 


Bivins OE ‘ : : 
Falls fiir die Frequenzen v; = =~ keine linearen homogenen Relationen 


oJ: 


= 


4=1 
mit ganzzahligen Koeffizienten k; bestehen, so heiBt das System nicht-entartet; 
im anderen Falle entartet, und zwar mfach entartet, wenn m derartige 
Relationen bestehen. Die GréBe m — m wird als der Periodizitatsgrad des Systems 
bezeichnet. 

Es gilt nun der Satz, daB bei einem nicht-entarteten Systeme die Wirkungs- 
variabeln J; eindeutig bestimmt sind bis auf lineare homogene Transformationen 
mit ganzzahligen Koeffizienten und der Determinante +1. Im Falle eines 
mfach entarteten Systems lassen sich die Bedingungen 1. bis 3. immer so erfiillen, 


daB m von den Wirkungsvariabeln J; in E(J,,..., Jn) nicht vorkommen: 
OE 
aye AO ne 7 (115) 


und die iibrigen v; inkommensurabel sind. Dann sind die J; bis auf ganzzahlige, 
lineare homogene Transformationen mit der Determinante +1 bestimmt. 
11. Lineare Systeme. Liegt ein System von Differentialgleichungen erster 
Ordnung in der Form 
Vg = a; (%) Yr + G2 (%) Yo + +++ + ain (*) Yn + Oi(%), 7=1,2,...,%, (147) 
vor, so spricht man von einem linearen System. Sind insbesondere samtliche 
b;(*) gleich Null, d.h. handelt es sich um die Gleichungen 
Vy = G51 (%) Vy + Gia (*) Yo + +2 * + Gin (%) Yn» 7=1,2,...,0, (118) 


so héeiBt das System linear homogen. Beide Ausdriicke sind unmittelbare 
Verallgemeinerungen der bei linearen Differentialgleichungen (vgl. S. 293) ver- 
wendeten Terminologie, wobei der Ausdruck ,,homogen‘ im Sinne der An- 
merkung 4) von S. 293 zu verstehen ist. 
Beginnen wir mit den linear homogenen Systemen. Sind 
viet) und yy a(x) t= 41,2,...,0, (119) 
zwei partikulare Lésungen des linear homogenen Systems, so ist auch 


yi, = p(x) + pi(x), += 1,2,...,.%, (120) 


eine Lésung, wie ohne weiteres ersichtlich, und diese Eigenschaft ist wiederum 
fiir die linear homogenen Systeme charakteristisch. Ebenso ist auch 


A= OAi (2) ; fh = NS hos cde We (121) 
eine Lésung. 
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Sind daher 7 partikulare Losungen 
Vii = Yril*), 


Voi = Wai (X), 
AOE an (122) 


bekannt, so liegt der Versuch nahe, aus ihnen die allgemeine Lésung, die ja 
m willkirliche Konstante enthalten mu8, in folgender Form aufzubauen, 


Vi = Cy rile) + Copes(™) + +++ + Cawni(%), 1=1,2,...,. (123) 


Dies wird dann und nur dann méglich sein, wenn man zu einem beliebig vor- 
gegebenen Werte x die m Konstanten C,,C,,...,C, so bestimmen kann, daB 
man aus der allgemeinen Lésung beliebig vorgegebene Werte y,, Vo, ..., Vn 
erhalt, d.h. wenn durch einen Punkt 4%, y,, yo,...,V¥_, genau eine partikulare 
Lésung hindurchgeht. 

Die Bedingung dafiir aber ist, daB die Determinante 


| Wir (%), Wie (*), -- +» Pin(%) 
War (%), Woo(X),--- Pan (4) 


Var (®), Vaal), «+o an) | 
nicht identisch Null ist. Sind also m partikulare Lésungen 
Wi = Yri(*), 
Yai = Yai (*), 


Piao ite 
bekannt, deren Determinante |y,,(*)| nicht identisch Null ist, so kann die 
allgemeine Lésung des linear homogenen Systems in der Form 


y= Cyyrelt) + Corley + + Cava), $= 4,2,..50, (424) 
angeschrieben werden. 
Sind zwei partikulare Lésungen 
yi = o,(%) und y;, = 1; (x) (125) 
des linear inhomogenen Systems 
Ye = 51 (%) Vy Ag (%) Vo + +++ + ain (%) Vn + 3; (x), TAG Oe ae (119) 
bekannt, so ist ihre Differenz 
Yi = 0;(%) — %(%), 7=1,2,..., 0, (126) 
eine Losung des zugehérigen verkiirzten homogenen Systems 
Ye = G1 (%) Vy + Aga (%) Yo + +++ + ain(%) yn, 7=1,2,...,n, (120) 
welches aus dem inhomogenen System hervorgeht, indem alle b;(x) gleich Null 


gesetzt werden. Ist umgekehrt y,; = o;(%) eine partikulare Lésung des in- 


homogenen und y;— w,(x%, C,,.Ca;.. ., C,) die allgemeine Lésung des zugehérigen 
homogenen Systems, so ist 


‘Vi = 0;(x) + yy (x, OF Or ras ene By | teh, 25 ean de, (127) 
die allgemeine Lésung des inhomogenen Systems mit  willkiirlichen Konstanten. 
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Man kann aber auch die allgemeine Lésung des inhomogenen Systems 
aus der allgemeinen Lésung des homogenen Systems direkt durch Quadraturen 
erhalten, ohne eine partikulare Losung des inhomogenen Systems zu kennen 
und zwar mittels der Methode der Variation der Konstanten. Ist : 


MMe ye Cay « «37 Gn) = Cy Wye (%) = Co Was (%) r= 4 Ca Dug (%), t= 1,2,0+-, (123) 


die aus » partikularen Lésungen zusammengesetzte allgemeine Lésung des 
homogenen Systems (wobei also die Determinante | y,;| + 0 ist), so setzen 
wir die allgemeine Lésung des inhomogenen Systems in der Form 

Micra Wy (x) Wri(%) + Uy (x) Poi (X) 5 ae ata Un (*) Wns (*) , t= 1,2,...,%, (128) 


an. Hierbei sind also die konstanten C; durch noch zu bestimmende Funktionen 
Uz, (x) ersetzt. Zur Bestimmung der “,(x):setzen wir die y; in das inhomogene 
System ein und erhalten die Gleichungen 


n n n n 
DM Pes + D> Me Pes = D> sara Uz + 5, b= 1,2,.+4%- 
b= Ral B=1l=1 

Fiir die partikulare Lésung y;; des homogenen Systems gilt aber 


, 2 4=4 Desc ie 
Wri = ZDUYeEI : : 
‘ Zany k= 1,2,...0. 


und daraus folgt: 


D> Me Ves =O, 1=1,2,...,0, 


E=1 
Die Determinante | px; | dieses linear inhomogenen Gleichungssystems fiir die 
uj, ist aber nach Voraussetzung von Null verschieden, und daher 14Bt sich daraus: 


Un = xu(X) 
und 
up ={an(dx tc, k=1,2,..0, (129) 


bestimmen. Das ergibt aber fiir die allgemeine Losung des inhomogenen Systems: 
vy. = rele) | 102) dx + vasle) [ ral) dx +--+ vai) {tn ‘| ai 
$c yrslt) + Coverlet + evnilt)s FHL om, 


12. Linear homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten (D’Alem- 
bertsche Systeme). Ein linear homogenes System, dessen samtliche Funktionen 
a;;(*) Konstante sind, nennt man ein d‘Alembertsches System. Um nun 
solche Systeme 


Vi = 451 ¥1 + Gig Ve + st+ + Gin Vns 4=1,2,...,%. (434) 
(alle a;, sind Konstante) 
zu integrieren, setzt man eine partikulare Lésung in der Form 
y,=ce*, += 1,2,...,%, (132) 


an und versucht, die Konstanten ¢, und 4 durch Einsetzen dieser Losung in 
das System (131) zu berechnen. Dadurch erhalt man die Gleichungen 


dy = G51 0 + Giglg + +++ + 4intns 4=1,2,...,%, (133) 


Damit nun dieses linear homogene Gleichungssystem zur Bestimmung der ¢; 
andere Lésungen als die triviale C=; = °° =, = 0 besitze, muB seine 
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Determinante verschwinden, und dies fiihrt zur ch arakteristischen Gleichung 
des Systems (131) 


Ayy — 4, Mor ++ 4 Gn 
Go, , Gag — 4, -++3 Fan ny (134) 
A a Pere eel 


Sie ist eine Gleichung m-ten Grades zur Bestimmung von 4. Wird A als eine 
Wurzel dieser Gleichung in das linear homogene Gleichungssystem (133) eingesetzt, 
so kénnen daraus die Verhaltnisse der c; bestimmt werden. 

Nehmen wir nun zunichst an, die charakteristische Gleichung habe lauter 


verschiedene Wurzeln 4,, 4,,..-,4,- Dann gehort zu jeder der Wurzeln A; eine 
partikulare Lésung, und es konnen also n partikulare Loésungen bestimmt werden: 
V5 = O15 0" 


as Pete 
Voi = Coi O 


a sesiee soe (135) 


Vag = Oupe 
4h AOS Regen be 


Von diesen Lésungen kann gezeigt werden, daB ihre Determinante |y;,;| ver- 
schieden von Null ist, so daB sich aus ihnen die allgemeine Losung des 
Systems (131) aufbauen aft: 


yy = Cy eygeht 4 Cycgg ett + +--+ Calta mt, 1 = 1,2)... 0. (136) 


Ist eine der Wurzeln, z. B. 4,, der charakteristischen Gleichung komplex, 


4,=u+inv, (137) 
so ist bei reellen a;, auch ihre konjugiert komplexe Zahl 
A, =u — 10 (137 a) 


Wurzel der charakteristischen Gleichung. Dann sind auch c,; und cg; konjugiert 
komplex. Nehmen wir nun auch C, und C, als konjugiert komplexe Zahlen, 


ist der Ausd 
so ist der Ausdruck C, ee pel (137b) 
reell und kann in der reellen Form 
e* (ky, cosux + ky; Sinvx) (137c) 


dargestellt werden, wobei in ky; und ky; zwei willkiirliche Konstante stecken. 

Besitzt die charakteristische Gleichung mehrfache Wurzeln, und zwar die 
verschiedenen Wurzeln 4,, 4,,...,4; mit den Vielfachheiten m,, mg,..., ™;, 
so kann die allgemeine Losung in der Form 


Vi —— C4; () Bee ots Cai (2) chav = ie Pat pt =e C4 (x) elit, a = AN 2 Boe on ys (138) 


angesetzt werden. Dabei sind die c;,;(~) Polynome in x, deren Grad héchstens 
m, —1 ist. Zur Berechnung der Koeffizienten dieser Polynome setze man die 
Lésung in das d’Alembertsche System (131) ein; dann erhalt man ein System 
von ” linearen Gleichungen fiir diese Koeffizienten, und jeder Losung dieses Systems 
entspricht eine Lésung des Systems (131). 

Eine weitere Vereinfachung erhalt man unter anderem, wenn die Koeffizien- 
ten des Systems (131) der Symmetriebedingung geniigen 


Qik = Ui- (139) 


— 1? 
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Dann ist die charakteristische Gleichung dieses Systems 


Gis = As Big, sey Eqn 
Biggs Ong — Ay vn Aon = 
eco Weer a a ee ee (140) 
Ani» 4ngs+++1 Ann —2| 


eine Sakulargleichung und hat als solche (bei reellen a; x) nur relle Wurzeln. 
Weiter besitzt die Sakulargleichung folgende Eigenschaft: Ist 4, eine 7-fache 
Wurzel, so hat die Matrix der Determinante (140) nach Einsetzen von 4 = J, 


den Rang x — r. Dann besitzt aber das linear homogene Gleichungssystem (133) 
zur Bestimmung der c 


Ae; = G40, + Aja Cg + ++ + Ginn» $= 1,2,..., 0, 


y linear unabhangige Lésungen und liefert also 7 linear unabhangige partikulare 
Lésungen des Systems (131). Dann ist also die allgemeine Lésung des Systems 
(131) als lineare Kombination mit konstanten Koeffizienten von m Exponen- 
tialfunktionen e*** darstellbar, wobei jede Wurzel 4, der charakteristischen 
Gleichung so oft auftritt, wie ihre Vielfachheit anzeigt. 

Stabile Lésungen. Besitzt die Wurzel A der charakteristischen Gleichung 
negativen Realteil, so geht die ihr entsprechende partikulare Lésung {und zwar 
bei reellem 4: 4 = —o 

Vi = 6 ade 
bei komplexem 4:4 = —u + iv 
yj; = e-“* (k,, cosux + ky; sinvx)} 
gegen Null, wenn x gegen -++ co geht: 
limes 77 10. 
z—> oo 


Solche Lésungen nennt man stabile Loésungen. Besitzt die charakteristische 
Gleichung lauter Wurzeln mit negativem Realteil, so sind sémtliche Lésungen 
des d’Alembertschen Systems (131) stabil. Dies aber kann man aus den Koeffi- 
zienten der charakteristischen Gleichung erkennen, ohne sie aufgelést zu haben, 
und zwar durch die Hurwitzschen Kriterien. Uber diese Kriterien fiir Gleichungen, 
deren samtliche Wurzeln negativen Realteil haben, vergleiche man den Artikel 
iiber Algebra. 


III. Differentialgleichungen zweiter und hdéherer 
Ordnung. 


13. Allgemeines. Eine Differentialgleichung ter Ordnung in der Form 


YO) = fH, W's or YO) (141) 
geht durch die Substitutionen 
ty = 5 Ug, oy Mn = 
in ein System von u Differentialgleichungen erster Ordnung 
y' = Uy ’ | 
Uy, =U, 
Se Pg ee (142) 


/ 
Un—-2 = Un-1 >» 

) 
Ua =] (4, i, Uz, Uo, s+, Unat 
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mit den ~ zu bestimmenden Funktionen y, “1, U2,..., U%n—1 ber. Es ergeben 
sich daher nach Ziff. 6 die Definitionen und Satze: 
Die allgemeine Lésung einer Differentialgleichung ter Ordnung 
y = p(x, Cy, Co,.. +, Cn) (143) 


hangt von m willkirlichen Konstanten ab, 
Ein Integral heiBt eine Funktion 


2%, Vy Vy oo YOY) (144) 
der » +1 Variabeln x, y, y’,..., y@~», die durch Einsetzen einer partikularen 
Lésung ¥ (x) samt ihren Ableitungen y’, y’’,..., y”-) zu einer Konstanten wird. 


Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB eine Funktion 2 
ein Integral der Differentialgleichung ist, besteht darin, da8 sie der partiellen 
Differentialgleichung 


62 , ., 62 Leede . ee 
Be? Byot IO agmatine 


in den unabhangigen Variabeln x, y, y’,..., y"-) geniigt. 


Es gibt Systeme von m Integralen w,, W2,..., @,, die implizite die Lésung 
definieren. 
Allgemein heiBt jede Gleichung 
EGS 9,4! tag VL = OF r<n, (146) 


deren regulare Lésungen die urspriingliche Differentialgleichung [die gleich in 
der allgemeinen Form 


(eH, .--, 9) =0 (147) 
angenommen sei] befriedigen, ein intermedidres Integral vter Ordnung. 
14. Integrationsmethoden. 1. Eine Differentialgleichung der Form 


=i ley, (148) 
ist durch » Quadraturen ldésbar. 
2. LaBt sich die Differentialgleichung 


gy, ye") = 0 (149) 
nach y™ auflésen: 
yh) = f(y), (150) 
so gibt die Substitution y“-) = ¢: 
ead gen hale 3 
i) Sa ae es i $C. -. (154) 


Ist diese Gleichung nach ¢ auflésbar, so liegt Fall 1. vor, sonst kann man ¢ als 
Parameter beibehalten und erhalt 
dy"-?) —tdx = ae ; 
tdt (1 2) 
ym?) — i + Cy. 


ee Fortsetzung dieses Verfahrens ergibt sich die Parameterdarstellung der 
dsung 


j= lt; Oy oC een Gene tc (453) 


Ist die Differentialgleichung g(y®, y-)) = 0 nach y@-) aufldsbar: 
yO) = f(y, (154) 
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so kann man 











y) = 8; ym") = fi) (155) 
substituieren. Man erhalt dann aus 
dy@-)) = tdx; dy@-) = yO-) dy 155a 
die Gleichungen : 
= aye» a (i) at oe ifn yr) dy f(t) f(t) dt 
Co = "Mek aay eae dyO~ 2) a= = = ; : (156) 
Thre Quadratur liefert: 
“dt Yat 

z= [TP4c, yom = [It + c,. (157) 

Aus , 7 
An 2), cee KP 8) ed 95 ears ad (158) 


ergibt sich y~) als Funktion von #, und durch Fortsetzung dieses Verfahrens 
erhalt man schlieBlich x und y als Funktionen des Parameters ¢ dargestellt. 
3. LaBt sich die Differentialgleichung 


gy. y") =0 (159) 
y” = f(y), (160) 
so geht durch Multiplikation mit 2y’dx =2dy und unter Beriicksichtigung 
der Relation ; ara Fe 
d(y'?) = 2y'y" dx = 2y"dy = 2fly)dy 
eine intermediare Integralgleichung 
y= [2f(y)dy + C = ply) + (161) 


hervor, in der die Variabeln getrennt werden kénnen. 
Ist g(y, y’’) = 0 nach y aufldsbar: 


BLOM (162) 
so kann man durch die Substitution y’”” = ¢ und die Relationen d(y'?) = 2y"dy; 
dy =f (t)dt zu der Gleichung 


nach y” auflésen: 





d(y'®) = 2tf (i) dt (163) 
gelangen, deren Quadratur ergibt: 
y'2 = f2tf'd+ C=) +C. (164) 
Ebenso ist x aus der Differentialgleichung 
ay = oP tig BL Cle (164a) 
yy  Ve+C 


durch eine Quadratur als Funktion von ¢ zu bestimmen. 
Allgemein kann die Gleichung 


ge 0 (165) 
durch die Substitution y"~2 = ¢ in eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 
g(t’, t) =0 (166) 


verwandelt werden. Nach Integration dieser Gleichung hat man dann ahnlich 
wie bei 2. zu verfahren. 
4. Ist eine Differentialgleichung 


SOY <n VO) = 0 (167) 
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gegeben, in der die unabhangige Variable « nicht vorkommt, so kann durch die 


Substitution Bs Hi 
Ves Meas! =o ae (168) 


die Ordnung der Gleichung um Eins erniedrigt werden, denn es ergibt sich auch 
y) als Funktion von # und den Ableitungen von p nach y bis zur (m — 1)-ten 
Ordnung. Hat man durch Integration dieser Gleichung ~ als Funktion von y 
bestimmt, so ergibt sich aus dy 


aN 169 
; (165) 

durch eine nochmalige Quadratur auch x als Funktion von y. 
5. Kommt in der Differentialgleichung y, allgemeiner y, 9’, . . .y™ nicht 


VOr: g(x, wyt+4) , Geace vy)) =O, (1 70) 
so geht durch die Substitution y’+") = ¢ eine Differentialgleichung (n —v — 1)-ter 
Ordnung in x und ¢ hervor, nach deren Integration y durch 7 Quadraturen 
als Funktion von x zu bestimmen ist. 


6. Den homogenen Differentialgleichungen erster Ordnung entsprechen die 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung von der Form: 


g(xy”, 9, 2) =0. (171) 
Man substituiert zunichst y = xt, y’ =p=-xt' +7. Es ist dann 





d / 
eae. (171) 
Berechnet man xy’ = v aus der Gleichung g(v, p, #) = 0: 
v = f(6, 2) (172) 
und setzt dies in xy’’ = xp’ ein, so erhalt man bei Beriicksichtigung von (171 a) 
dp _ tld, t) 
ae eae (173) 


Durch Integration dieser Differentialgleichung stellt man # = f(é) als 

Funktion von ¢ dar und kann nach Integration der Differentialgleichung 

p(t) =«t' +1 (174) 
¢ als Funktion von x darstellen. y = x¢(x) ist dann die Lésung der Differential- 
gleichung zweiter Ordnung (171). 

Als Beispiel mége die Zentralbewegung betrachtet werden. Ein Punkt 
mit der Masse m = 1 bewege sich unter dem Einflu8 einer Kraft, die stets nach 
einem Kraftzentrum gerichtet ist und deren Betrag eine Funktion f(v) des 
Abstandes 7 von diesem Zentrum ist. Es ist leicht zu sehen, daB sich diese 
Bewegung in der durch das Kraftzentrum und die Anfangsgeschwindigkeit 
bestimmten Ebene vollzieht. Machen wir das Kraftzentrum zum Ursprung 
eines Polarkoordinatensystems 7, gm, so wird die kinetische Energie des Massen- 


punktes gegeben durch T = 4 (7? + 7? p?) (wenn wir durch den Punkt die Ab- 


leitung nach Baste fa Poets RES a): Die Lagrangeschen Bewegungs- 
gleichungen rate ane Q; lauten in diesem Falle 7 —7rgy?=—f und 


d 5 
ai" ”) =0. Integration der zweiten Gleichung gibt 7? @ = konst. (Flachensatz). 


Bezeichnen wir diese Konstante mit k, so ergibt sich daraus fir die Ableitung 


einer beliebigen Funktion g nach der Zeit = — ie se Setzen wir dies in die 
ig AY 
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erste Gleichung ein, so erhalten wir a i € s) — = = —f. Die Substitution 
~ =u ergibt dann 


du 
igi t “= iad 


als Differentialgleichung fur die Bahnkurve des Flachenpunktes. Diese Diffe- 
rentialgleichung kann nun nach der unter 3. beschriebenen Methode integriert 
werden. Wir gelangen so zum intermediadren Integral 


1 
i = 
(y= af ay —2/udu +C=C— | tr) ar — 4h 


und durch nochmalige Integration zur Gleichung der Bahnkurve in Polar- 
koordinaten: 


ee * AEG dy 
e j Seopa (gece ppm 


Zur Bestimmung der Zeit fiihrt die nochmalige Integration der den Flachen- 
satz darstellenden Gleichung: 4 
= is [ Y 2d . 


15. Lineare Differentialgleichungen. Eine Differentialgleichung von der 


rm 

FM Po (I + DDH + + beled + Pal =P—) — (175) 
heiBt eine lineare Differentialgleichung mter Ordnung, und zwar be- 
zeichnet man sie als linear inhomogen, wenn #(x) = 0 ist, als linear homo- 
gen, wenn #(x) + Oist. Dann gelten fiir die linear homogene Differential- 
gleichung 

Polx)y™ + Py (x) yD + +++ + Paar (¥)¥ + Pnlt)y=0 (176) 
folgende Satze, die analog zu beweisen sind, wie die Satze von Ziff. 11. 

Sind y, = m(x) und y, = (x) zwei partikulare Losungen von (176), so 
ist auch y, + Vo = (x) + me(x) eine partikulare Lésung von (176), und dies 
ist nur bei linear homogenen Differentialgleichungen der Fall. 

Ist y, = (x) eine partikulare Lésung von (176), so ist auch y, = Cy,(x) eine 
partikulare Lésung von (476). 

Man kann also wiederum versuchen, aus 1 partikularen Lésungen von (176) 


V1 = PilX)s Vo = Pa(%), «++» Yn = Pn(*) (177) 
die allgemeine Lésung zu bilden, und dies wird dann und nur dann méglich sein, 
wenn ihre Wronskische Determinante 

















Pil*), Pa(X),----++ Pn(*) 
Yi (x), 3 (x) Foye OSS , Pr (x) (4 78) 
G(x), O(a), Max) 


nicht identisch Null ist. Dann bilden die ” partikularen Losungen ein Fundamen- 
talsystem, und die allgemeine Lésung lautet: 


y = Cy, (%) + Copa(x) + --- + Capnlt)- (179) 
Sind sdmtliche Koeffizienten ), ~,,...,, Konstante 
Ay + ayy-D +--+ + ay_yy’ + any =0, (180) 


Ag, Gy, ..-, 4, Konstante, 
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so setze man an: 


y = ee (184) 

und erhalt dann als charakteristische Gleichung fiir /: 
AgA™ + ayAM-1 + «-+ + ayyA + an = 0. (182) 
Sind sdmtliche Wurzeln 4,, 4.,...,4, der charakteristischen Gleichung ver- 
schieden, so stimmt die Wronskische Determinante der  partikularen Losungen 
y= eh, a= Oh, ..., Yn = en®, (183) 


bis auf einen von Null verschiedenen Faktor e4s+/+-+4)2 mit der Vander- 
mondeschen Determinante!) der charakteristischen Gleichung itberein und ist 
also selber von Null verschieden. Es bilden y,, y2,...,¥, ein Fundamental- 
system von Lésungen, und die allgemeine Lésung lautet 


y = Cyeh* + Cyeet +... + Crem, (184) 
Ist eine der Wurzeln der charakteristischen Gleichung komplex 
A= u+i0v, 
aber alle Koeffizienten ay), a,, ..., 4 reell, so ist auch ihre konjugiert komplexe 
Ae arena y: (185a) 


eine Wurzel der charakteristischen Gleichung. Nimmt man dann auch C, und C, 
als konjugiert komplex an, so kann man den reellen Ausdruck 
Cyeh® + Creat (185 b) 
auch in der reellen Form 
eu® (k, cosux + kysinvx) (hy, Ry reell) (185c) 
schreiben. 
Ist 4, eine m-fache Wurzel der charakteristischen Gleichung, so sind neben 
yy == e4* auch 4 
Yo =a KENT. eae eight. 8 yaa eee (186) 
partikulare Loésungen der Differentialgleichung (180). Besitzt ihre charakte- 
ristische Gleichung allgemein die verschiedenen Wurzeln 4,, 4,,..., 4; mit den 
Vielfachheiten m,, m,...,m; (m+ mg+...+ m; =n), so lautet die all- 
gemeine Lésung: 
Y = Cyeh® + Cyoxeh® +. +. 4 Cy wm lehe 4+... + Cje%* + Crone 
+--+. Cine Tene. (1 7) 
Ist die linear homogene Differentialgleichung von der Form 
ax) + ay xr—lyM-Y 4... 4 An 1X’ + any =0, 
Cr Pe se Konstante) , 


(188) 
so kann sie durch die Substitution x = e§ in eine linear homogene Differential- 
gleichung mit konstanten Koeffizienten transformiert werden und dem- 
zufolge durch den Ansatz y = x* integriert werden. 

Die Wronskische Determinante 


Vi» Vo> einer iazy) Vn 
Wy, Ve» ++) Mn) ei) eT SEE Yn (189) 


BIT Se 10 oe la 4g) ei Reivkeieie! fel eersiss. ce 


1) Vel. Kap. 2, Ziff. 9. 


— 
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eines Fundamentalsystems partikularer Lésungen yy, Yo, ..., Yq der linear homo- 
genen Differentialgleichung 
Po(x) ¥™ + py (x) yD 4H vee Pn-1(*)y" + palx)y = 0, (176) 


kann bis auf einen konstanten Faktor bestimmt werden, ohne partikulare 
Lésungen zu kennen. Denn wegen des Satzes, daB eine Determinante ver- 
schwindet, wenn zwei ihrer Kolonnen sich nur um einen konstanten Faktor 
unterscheiden, miissen die m Funktionen ¥,, 9, ..., Y_ ja auch der Differential- 
gleichung 








Y, V1 Mase ale ty Vn 
Ho Ms. Ms Me 
et Le PS eRe eee On =0 (190) 
yD, yD yd yin b 
ae ey 
(—1)"*® Wy, Ve, «+ +2 Yn) ¥™ + (— 2 Gas Vane yn OS i = 0 (194) 


geniigen, die bis auf einen konstanten Faktor mit der Differentialgleichung (176) 
iibereinstimmt. Daraus folgt: 


W’ (V1»VYor++-» Vn) __ pr (*) 








W (4, Var ~~ Vn) Bo (¥) (192) 
und 
£2: ga 
W (41; Ve, tty Yn) = Ce 20 é (193) 


Daraus folgt z. B.: Kennt man eine partikulare Lésung y, einer linear homo- 
genen Differentialgleichung zweiter Ordnung 


Bo() v" + Py (x)y" + ba(x)y =0, (194) 


so kann man eine zweite von ihr linear unabhangige partikulare Lésung y, (und 
damit auch die allgemeine Lésung) durch Integration der Differentialgleichung 
erster Ordnung anf aues 

We) Sa ae (195) 
erhalten. 

Allgemein kann man bei einer linear homogenen Differentialgleichung 
nm-ter Ordnung die Kenntnis eines partikularen Integrals y, vermittels der Sub- 
stitution 

: Vy = Yq f Z2a% 
zur Reduktion der Differentialgleichung auf eine linear homogene (mn — 1)-ter 
Ordnung in z verwerten. 
‘Die allgemeine Lésung y (x) der linear inhomogenen Differentialgleichung 


Po(%) YO + py (x) YO") +--+ + pu-1(*) V+ bn (%) ¥ = b(*) (175) 
setzt sich aus einer partikularen Lésung z(x) dieser Differentialgleichung und 


aus der allgemeinen Losung y(x,C,,C,,...,C,) der zugehérigen verkiirzten 
Differentialgleichung 


Do (%) vO + py (x) YO") + ++» + bn-1(%) 9 + Pale) y = 0 (176) 
in folgender Weise zusammen: 


y(%) =2(%) + (*, Cr, Co, +--+, Cn) - (196) 
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Man kann auch ohne Kenntnis einer partikularen Lésung die allgemeine 
Lésung der linear inhomogenen Differentialgleichung aus der allgemeinen Lésung 
der zugehorigen verkiirzten Gleichung erhalten, und zwar mittels der Methode 
der Variation der Konstanten. Sei 


y = Cy G1 (%) + Ce v2(%) + --- + Cr Pn(*) (176) 


die allgemeine Lésung der verkiirzten Gleichung, wobei also 91, 2, ---, Pn ein 
Fundamentalsystem partikularer Lésungen von (176) bilden, dessen Wronskische 
Determinante nicht identisch Null ist. Dann setzt man die allgemeine Losung 
der inhomogenen Gleichung in der Form 
y= Uy (*) Py(%) + Ma(%) Pal) +--+ + Mnl(*) nl) (197) 

an. Den Ableitungen der Funktionen m1, %,,....U%, werden dabei folgende 
n Bedingungen auferlegt: 

Pimit Pete t+ --> + Pn =O, 

Pim, + Pala t+ + Pan =O, 


Va Sten e pee atk oe oe (197) 

yy + pfs + ++ + py Pu, = 0, 

pe Pu + py Put --- + gp Pu, = oe 
Aus ihnen folgt: 

YO = Gy + Pug + --- + 9PM, 1=1,2,---n—1 
und 
2, a nN ad 
V6) Gm, + GEPUg oes + Pn?Un + oe, 

woraus hervorgeht, daB8 y(x) Losung der inhomogenen Differentialgleichung 
ist. Die Determinante des linearen Gleichungssystems fiir uj, u3,..., uj, ist 
aber als Wronskische Determinante des Fundamentalsystems @, 2, .-., Pn nicht 


Null; es kann daher allgemein 
eae AC) te Mel i= toa WOO Le 
aus dem System (197a) bestimmt werden. Durch Quadratur ergibt sich 
Up 4 Wal X) C1 Coma Wyk) che Chore =A eras (198) 
und daraus die allgemeine Lésung der inhomogenen Differentialgleichung : 
y(%) = Yal%) Pilt) + al®) Pax) + +++ + Wal) PnlX) 
+ Cy py(%) + Cy pe(%) + +++ + Ca @nlx). 


16. Die homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. Es 
sei allgemein eine linear-homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung vor- 


elegt: 
Pag y+ p(x) 9" +(x) y =0. (200) 


Wir fihren die Substitution y = vw in die Differentialgleichung ein. Dadurch 
geht sie iiber in 


wo" + (20+ pw) v'+ (w+ pw"”+ qu)v=0. 


Bestimmen wir w als Losung der Differentialgleichung zw’ + pw = 0, setzen also 


(199) 


ye alias (201) 


> 


Ziff. 16. Die homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. 
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so erhalten wir fiir v die Differentialgleichung 
v’+ Ju=0. 202 

Dabei ist i 
te aaah lamer a (202a) 


Sie wird die Normalform der Differentialgleichung zweiter Ordnung genannt; 
die Funktion J wird als Invariante der Koeffizienten bezeichnet, und zwar 
aus folgendem Grunde: Wir kénnen durch die Substitution 


y = 2f (x) (203) 
(wo f eine gegebene Funktion von x ist) die Differentialgleichung (200) in eine 
Differentialgleichung fiir z umformen: 
2’ py2'+ gz =0 f (203 a) 
mit den Koeffizienten Oe 





Fihren wir diese Gleichung in ihre Normalform iiber: 
z= ue tyne ; u'+ J,u=0; (204) 
so gelten, wie unmittelbar zu bestatigen ist, die Relationen 
ee a oo eh | (205) 
und : 
w=. ; (205 a) 


Umgekehrt : zwei Gleichungen (200) und (203 a), die dieselbe Normalform besitzen, 
kénnen durch eine Transformation (203) ineinander itbergefiihrt werden. Es 
Pi-P 
ergibtsichf=e/ 2 ” aus der ersten Gleichung (203 b) und die zweite Gleichung 
(203b) ist dann zufolge (205) erfiillt: 
Seien y, und y, zwei partikulare Losungen von (200), so gilt fiir-die ent- 
sprechenden partikulaéren Losungen v, und v, der Normalform (202) zufolge (201) 
offenbar: Regis ast 
+= -*=s$, (206) 
a0 Ug 


Die Funktion s genigt einer Differentialgleichung dritter Ordnung, die sich 
auf folgende Weise ergibt. Substituieren wir v, = sv, in die Differentialgleichung 
vi -++ Jv, =0, so ergibt sich unter. Beriicksichtigung von vy + Jvg=0 die 
Gleichung s’v, + 2s’ v3= 0 oder auch eat 

f= -2% 
Ss Ug 


, (207) 


die durch nochmalige Differentiation in die Differentialgleichung fiir s iibergeht: 


gl! 3 (s\2 f 7 
es (5) = 2]. } (208) 

Die linke Seite von (208) wird Schwarzsche Derivierte genannt. Ist 
ein Integral von (208) bekannt, so kann man aus (207) durch Quadraturen v, 
und aus (206) v, bestimmen. Aus (201) ergeben sich dann y, und Yo. 

Zum Schlusse sei noch in Umkehrung von Ziff. 3f) darauf verwiesen, daB 
die homogene lineare Differentialgleichung (200) durch die Substitution 

=u; y=uy, Youdypuy=wy + wey =y wt vu) 
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in die Riccatische Differentialgleichung 


y(w + wu?) + puy+qy =0 


oder 
/ 


w= —q—pu-—u 
transformiert werden kann. 

17. Integration durch Reihen. Es mégen jetzt die Losungen der homogenen 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 

y+ P(x)y + 9(#) = 0 (200) 

an der Stelle x = a in Reihen entwickelt werden. Dabei wollen wir annehmen 
(indem wir im folgenden fir * und y auch komplexe Werte zulassen), die 
Funktion #(«) habe an der Stelle x = a@ einen Pol héchstens erster Ordnung, 
die Funktion q(x) ebendort einen Pol héchstens zweiter Ordnung. Trifft dies 
im Punkte *« = a@ zu, so nennt man ihn eine Stelle der Bestimmtheit oder 
auch eine auBerwesentlich singulare Stelle. In diesem Falle kann die 
Differentialgleichung auch so geschrieben werden: : 


Lly] = (« — a)Py + (% — a)? p(x) y’ + (% — a)? g(x) y | 


= (v= alty” + (x9 Ble —a)y' + Bix — ay =o. f 

Dabei sind # a 
Be — a) =D ole — a)"; Bale — a) =D Ble — a)” (209) 

v= v=0 


an der Stelle « = a regulare Funktionen, also dort in Potenzreihen entwickelbar. 
Setzen wir nun die Reihenentwicklung fiir y an der Stelle der Bestimmtheit 
% =a in der Form an: 


co 2 


y = (z — a> Cy(% — ay = Sele — ajet”, (210) 
v=0 


PID 
so konnen. wir g@ und ¢, durch Einsetzen in die Differentialgleichung bestimmen. 
Offenbar ist allgemein: | 


Ll — a)] = (x — a)" S'4,(0)(x — ayy (211) 
und ax 
jo) oleae aes 
f,(0) — OX, + py , 
ge hs eee eres are: 


Pel ARE Oye on 


Da die Koeffizienten der Reihe fiir L[y] einzeln verschwinden miissen (es muB 
ja L[y] =0 identisch in » sein) erhalten wir zur Bestimmung von 9 und c, 
die Gleichungen 


Cofo(e) = 0) 
Cyfo(@ + 1) + eof, (Q) = 0, 
Cefo(e + 2) + qfi(e + 1) + Cofa(o) 05 


wis: miled cuca apaee nase eee, ea ee (212) 


. ° . 
ae ee Mee dat ie ne eC TRY A) Ste me Caney 4. OU OA 
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Die erste Gleichung 
foo) = e(@ — 1) + @% + By = 0 (213) 


ist eine quadratische Gleichung, die Fundamentalgleichung zur Bestimmung 
von g. Hat man g aus ihr bestimmt und cy willkiirlich gewahlt, so ergeben sich 
aus den tibrigen Gleichungen die c,,c,,...c¢,,... und man kann nachweisen, 


daB die Reihe zt 
>> c,(x—a), 
v=0 


einen von Null verschiedenen Konvergenzradius besitzt. 

Falls nun die Fundamentalgleichung zur Bestimmung von @ weder zwei zusam- 
menfallende, noch zwei sich um eine ganze Zahl unterscheidende Wurzeln 0, und 0, 
hat, so gelangt man auf diese Weise zu zwei partikularen Integralen, die ein 
Fundamentalsystem bilden. Im anderen Falle versagt das Verfahren zur Be- 
stimmung der c, bei der Wurzel mit dem kleineren Realteil und man gelangt 
auf diese Weise lediglich zu einer partikularen Lésung y,, indem man fir y 
die Doppelwurzel oder die Wurzel mit dem gréReren Realteil einsetzt. Eine 
zweite partikulare Lésung kann man dann nach.den in der vorigen Ziffer er- 
wahnten Methoden durch Auflésung einer Differentialgleichung erster Ordnung 
erhalten, z. B. vermittels der Substitution y = y, | zadx. Als Beispiel diene die 
Besselsche Differentialgleichung 

2 
y tty +(1—S)y=o, (214) 
wo # irgendeine reelle Zahl sei. Sie hat bei x = 0 eine Stelle der Bestimmtheit. 
Schreiben wir sie also in der Form 


Fhe Pek oer HO, (214a) 
so lautet die Fundamentalgleichung 
| o(e—1) + e—m=0. (245) 
Ihre Wurzeln sind 9 =+x und @=—~xn. Wir suchen zunichst die zu 
o =+n>0 gehorige Lésung und setzen zu diesem Zwecke an: 
Nm Cyt? = C,H 4% 6, 47 eb (216) 
Die Differentialgleichung kann auch so geschrieben werden: 
nze( 32) + (2 — my =O. (214b) 


Fir die Operation x fithren wir das Zeichen # ein. Dann gilt, falls f(x) eine 


{(9) x” = f(r) x", 


D(x”) = vx"; 82(x”) = O(v x”) = vx”, usw. 


ganze rationale Funktion ist, 


denn es ist: 


Wir bekommen also, wenn wir die Reihe fiir y in die Differentialgleichung einsetzen: 
; (n® — n?) cox” + [(m +»)? — nm] e,4"t™ + [(m + Yo)? — NP] Co xmts « 
+ Re ate ob ONE es ated ol inet ——F Oe 


Die Exponentenvergleichung ergibt , = 2, ¥2 = 4, allgemein »,, = 2m. Fir 
die Koeffizienten bestehen die Relationen 


Des 
[(m + 2m)? — 22] Cy + Cm = 0 Oder Cy, = — Curae (218) 


21% 


(217) 
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Daher ist allgemein 





(are (218a) 
Cm = m122™(n + 1)(n +2)...(n +m)’ 


und wenn wir schlieBlich noch rl 248b) 
“0 = 3T(n +1) 


setzen, erhalten wir wegen I'(v) = (v — 1) I’(vy — 1) als Lésung die Besselsche 
Funktion u-ter Ordnung 


— (— 1) Ea n+2m aA 
y= Sue) = >) rom tayTon be FH a) (249) 
m= 
Ist nun ” keine ganze Zahl, so wird die allgemeine Lésung der Besselschen 


Differentialgleichung gegeben durch 
y = 0, Jn(%) + Co J —n(*) (220) 


Ist hingegen m eine ganze Zahl, so erhalten wir bloB fir oe = +”>0 eine 
Lésung. Als zweite Lésung ergibt sich 


In (%) log x — j2"-4(n —A)la-m + 








DP 8 at 2) eerie 
1! 








eRe ae 
2! oT 28-1 (n — 1)! (221) 
= (— Ai) ee ee id Lae 1 —} 
+ DS peri ti eae i 
v= b= 


18. Hypergeometrische Differentialgleichung. Als eine Differential- 
gleichung der Fuchsschen Klasse bezeichnet man eine Differentialgleichung, 
die in der ganzen komplexen Ebene einschlieBlich des Punktes ¥ = oo nur 
auBerwesentlich singulare Stellen besitzt. Es miissen also die Koeffizienten 
p(x) und q(x) rationale Funktionen sein (da sie blo8 Pole héchstens erster bzw. 
zweiter Ordnung besitzen dirfen), und da auch der Punkt x =o eine Stelle 
der Bestimmtheit sein soll, so miissen dort, wie sich zeigen laBt, die Grenz- 
beziehungen gelten: 

lim #(*) =0; lim g(%) =0; - iim xq(x) = 0. 


(222) 
&%-> oo %-> co %-> oo 
Ist der Punkt x = oo ein regularer Punkt der Differentialgleichung, so muB 
noch auBerdem: : : 

lim xp(x)=2; lim x3¢(x)=0 

pe p(x) ee (223) 
sein. Die soeben besprochene Besselsche Differentialgleichung gehért 
nicht zur Fuchsschen Klasse, da der Punkt x = oo ein wesentlich singularer 
Punkt der Differentialgleichung ist. Dagegen gehért die hypergeometrische 
Differentialgleichung 


u —y+t(4Atat h 
yy ote oe te Bz +g ey =o (224) 





mit den Konstanten «, £, y zur Fuchsschen Klasse. Ihre singularen Stellen liegen 


bei 0,1 und co, Um die Lésungen bei « = 0 zu entwickeln, schreiben wir sie 
in der Form 








; ax2y" + «Bs, (x) y’ + Bo(x)y =0, (224) 
wobel 
—y tit 
B00) = Re (2040) 
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nach Potenzen von x zu entwickeln sind. Die Fundamentalgleichung lautet 
e(@—1)+ey=0 (225) 


und besitzt die Wurzeln 0 und 1 — y. Falls also y keine ganze Zahl ist, erhalten 
wir auf diese Weise zwei partikulare Loésungen fiir die hypergeometrische 
Differentialgleichung. Um die zu 9 = 0 gehérige Lésung zu finden, schreiben 
wir die hypergeometrische Differentialgleichung nach Multiplikation mit x (« — 1) 
in der Form 


(+ a) 0 + p)— L0@+y-1]y=0, (224c) 
wobei wiederum unter # der Operator wits zu verstehen ist. Setzen wir dann 
Yea > Gyke 

v=0 , 


in die Differentialgleichung ein. Allgemein ist 
|(o+ a) (+p) — + 90+ y—1)}e= (va) (v-+ p)a” —v (yb y—1)x"-1, (226) 


so daB wir erhalten: 


co 


S[— or $y —1) +61(@ +y—1)(6+r—1)et!=0. (227) 


v=0 
Dabei ist c_; = 0 zu setzen. Also ist 


eee ay es te 
y(y + y —1) vy—1> 





= (227a) 


und 
tte bt) eet) AG tp Ev 

an vl py +i)-+-@+%—1) 
Setzen wir endlich c, = 1, so erhalten wir als Lésung die hypergeometrische 
Reihe 


Cae (227b) 











—— as a+ a(~% +1) -6(8 +1) 2 228 
PAX, Beye 2) A sree 6 iggy amt, (228) 
Sie konvergiert im Einheitskreis und geht fiir « = 1, 6 = y in die geometrische 
Reihe iiber. ; 

Um die zweite zu 90 =1—~y (y keine ganze Zahl) gehdrige Losung zu er- 
halten, setzen wir 


v=0 v=0 
Wegen 
[(8 + 0) (9+ 6) — LO(O+y — 1) ett? 
=(ybi-y+ta)v+i-y+ petty —(vtt—pvewr 
ist 
CC i oa ccc head) ae 
a (4—y+)-» dy 1. (230) 





Setzen wir dy =1, so ist also >'d, x” wieder eine hypergeometrische Reihe mit 


vet . . 
den Konstanten «4, =“4 +1—y, fp =6+1—-73%1=2—Y, SO daB die zweite 
Lésung bei x = 0 lautet: 


y= tir Fle t+1—y,B+1—y,2—4,%). (234) 
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Um die beiden Lésungen bei * = 1 zu finden, substituiere man = 1 — %. Da- 
durch gelangt man zur Differentialgleichung fiir 1 (€): 

» -—yeotpti-(itat+At, a B Bede: 232 

ae FE—1) 1+ E14)" eee 

Sie ist wieder eine hypergeometrische Differentialgleichung mit den Konstanten 


a-o,p=f, y=1ta+f—y. Ihre Lésungen bei €=0 sind also 
F(a, B,7, 6) und &-7F(a +1—7,8 +1 — y,2—y,4)- (233) 


Wenn wir riickwarts x = 1 — & substituieren, so erhalten wir als Losungen der 
urspriinglichen Differentialgleichung bei x= 1 die hypergeometrischen Reihen: 








F(s,f,1t+toe+6—y,1—%) (234) 
und 
(1 —2)1-9-# Fy — B,y—0,1—a4— B+y,1— 4%). (234a) 
Ebenso gelangt man durch die Substitution ¢ = > zu ‘den beiden Lésungen bei 
% == 00: 
und 
B 1 
(*)'F(8, @—y +41 +8—2, 4). (235a) 


Legendresche Differentialgleichung. Setzen wir in der hypergeometrischen 
Diff ialgleich 
ifferentialgleichung Pe MONE Pe f= kbs 


(n eine ganze positive Zahl), 


und bringen durch die Substitution 





teh 
a hey 

die singularen Stellen von 0, 1, co nach +4, — 1, ~, so erhalten wir die Legen- 

dresche Differentialgleichung 

a d 

(1 — #) SF — 28 + nln + 1) y = 0. (236) 
Eine Lésung dieser Differentialgleichung ist das n-te Legendresche Polynom 
P,Q) =F(n +1, —%, 1,°>*). (237) 


Zwei weitere Darstellungen des nten Legendreschen Polynoms sind gegeben 
durch 











qd” 
P,) = sy gp @— 1) (2374) 
und 
ES De Ce Wins CO Ws ee n(n— 1)(n = 2)(n — 3) 2 
Pld) = n} ( 2-(w—1)’ + 2-4-n—1)-(2n—3) © (a 


Der Ausdruck in der Klammer ist dabei sinngema8 itiber die Glieder mit ¢”~°, 
8 usw. fortzusetzen bis zum letzten Glied, das fiir gerades 1 den Wert 
n 


aes n\ 
os Wewily4 2-4--.m+(2n—1) -(2n—3) +++ (m+ 1) 


und fir ungerades m den Wert 





n 


aft 2b ee 
TAS)" 34a) ae ee 
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hat. Daf diese Polynome Lésungen der Legendreschen Differentialgleichung 
sind, kann man auch direkt durch Einsetzen in die Differentialgleichung selber 
bestatigen, die man zu diesem Zwecke am. besten in der Form 


nC —1) OQ) — am + 1)y = 0 (236 a) 


schreibt. Die Legendreschen Polynome bilden ein Orthogonalsystem. Dariiber, 
sowie itber ihre Verwendung in der Potentialtheorie vgl. man Kap. 7, Ziff. 9; 
Kap. 10, Ziff. 37. 

19. Exakte Differentialgleichung. Die Differentialgleichung 

gle,» 9, -.< ¥) = 0 (238) 

wird exakt genannt, wenn gdx das vollstaéndige Differential einer Funktion 
nie ay. y"-*) ist; : 
h = konst. (239) 
ist dann ein erstes Integral. 

Die Bedingung dafiir, daB8 eine lineare Differentialgleichung 


Pol) ¥™ + py (x) YD + ++ + Pus (%)Y + dala)y = (%) (240) 
exakt ist, laBt sich folgendermaBen aufstellen: Es ist 
JPuydx =[Payax, 
[Pn-1y' 4% = =f Paci yd% + Py_1; 
[Pn-2y" dx =| Pn-2ydx — pn-2y + Pn—2y". 


we aldae ee wl ay ce! Wel lop el ot bee ieee 8) a. Tetley VS, Sal) ie) ate bie OP 6 Buh 16) 


Setzt man allgemein 


tn — Pn-1 + Pa-2 — Pn-3 + -°* = Mn 
1 te Pn-2 +" p,23 = Paws == Gn-1> 
Po = %» 


so wird 
[pdx =fany4% + Qn-1¥ + Qn-2 + F HYO”Y. 


Die Bedingung dafiir, daB die Differentialgleichung (240) exakt ist, lautet nun: 








Gites Cpe nia. 
Gn = Pn Pact +e Pent ook E (4) t= Oi (241) 
Dann ist 
ee Gaae eeD =| pdx + konst. (242) 


ein erstes Integral. 

Ist eine Differentialgleichung nicht exakt, so kann man versuchen, sie 
durch Multiplikation mit einem Multiplikator M(x, y,y’,...y“~») in eine 
exakte zu verwandeln. So muB z. B. ein nur von x abhangender Multiplikator z 
der Differentialgleichung 


Dol) x + dy(x) yD +--+ + Pn-14) 9" + Pal®) ¥ = 0, (176) 
seinerseits der Differentialgleichung 
d” 
pat — © (baat) + + + (1) ax (02) = 0 (243) 


geniigen. Diese Gleichung heiBt die Lagrangesche Adjungierte von (176). 
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20. Differentialgleichung der erzwungenen Schwingung. Eine Anwendung 
finden die vorhin erérterten Methoden bei den Differentialgleichungen der 
Schwingung. Die Differentialgleichung 

Ga 
Tava ae (244) 
mit der» Lésung 
S =C,cosat-+ C,sinat, 


ist die Differentialgleichung einer freien un gedampften Schwingung. Setzen 
wir 
C,=Asine; C,=Acose, 


so ist 
S = Asin(at-+ e). (245) 
Die Schwingungsdauer ist 
1= = (245a) 
und die Frequenz 
y= =. (245b) 
Die Differentialgleichung 
o 4 4S + a2S = 0 (a,k Konstante) (246) 


fiihrt auf die charakteristische Gleichung 
24+ kA+a=0 (246a) 


mit den Wurzeln 
qa ye Ee (246b) 


Fir k > 0 sind die Lésungen stabil. Ist k = 2a, so verlauft der Vorgang aperi- 
odisch, fir & << 2a erhalten wir eine gedampfte Schwingung. Setzen wir 


2 

tarps B, (247) 

so lautet die Lésung 

= ky - bak 
S=e 2 (C,cosfi+C,sinft) =e 2 Asin(6t+ e). (248) 
Sie hat die Schwingungsdauer 
2% ; 

t= 7 ; (248a) 


die wegen § <a groBer ist als die der ungedampften Schwingung. Die GrdBe 
or wird als das logarithmische Dekrement bezeichnet; sie ist gleich 


dem nattirlichen Logarithmus des Verhaltnisses zweier aufeinanderfolgender 
Amplituden. 


Fir die Differentialgleichung der erzwungenen Schwingung 
GSS) ads : 
e de ce ae + a4S = Psinwt (249) 


k6nnen wir die Lésung mittels Variation der Konstanten erhalten; wir kénnen 
aber auch direkt ‘eine partikulare Lésung in der Form 


Rsinw(t + 6) (250) 


‘ 
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ansetzen. Setzt man dies in die Gleichung ein, so erhalt man wegen 
sin wt = sinw (¢ + 6 — 6) = sinw(¢ + 0) coswd — cosw(t + 8) sinwd 
die Gleichung | 
sin w (¢ + 6)[— w?R + a2R — Pcoswod] + cosw (t+ d)[kaR + Psinwd] =0. 


Nullsetzen der Koeffizienten von sinw (t+ 6) und cos (t+ 6) liefert die 
Gleichungen 


R (a? — w?) = Pcoswd, kwR=~—Psinwd, 


woraus sich ergibt: 
ko 2 

B00 = a B= — Tema pial (251) 
Tragt man R bei festgehaltenem P, a und & als Funktion von w auf, so erhalt 
man die Resonanzkurve des Systems. Ihr Maximum wird um so schiarfer 
und riickt um so naher an die Resonanzfrequenz a des ungedémpften Systems, 
je kleiner der Dampfungsfaktor & ist. Setzt man a = 22%, w = 2a, so kann 
man auch schreiben: 





kv vs P 








il aie 2a (v® — ¥) ” Bar 2 V4.2 (v® — 93)? + R29? it) 
Die allgemeine Lésung lautet: 
k 
S=e ® Asin(ft4+ e) + Rsino(t +98). (254) 


Sei nun das Stérungsglied allgemein eine periodische Funktion K (¢) mit der 
Periode =... so daB die Differentialgleichung lautet: 


2S 


oP +h 4+ aS = Kil) (244) 


Wir kénnen dann seine Fourierentwicklung ansetzen: 


K(t) = = Prive , (252) 


n=-co 


und ebenso die Fourierentwicklung der partikularen Lésung: 


+00 
S(t) = >, Ry erie ttt on) (253) 
n=-co 
mit 
kno 


n? w? — a® 


P, 


= V (n? w — a)y2+ he n2@2 : 


RS tgnwd, = (253a) 








Dies ergibt sich genau so wie oben, wenn wir beachten, daB wir 


schreiben kénnen. 
Ist endlich das Stérungsglied keine periodische Funktion, so kénnen wir 
es unter Voraussetzung der Konvergenz durch ein Fouriersches Integral darstellen: 


+00 +00 


; aS as 
on = 5 dw [ewe “du, ae © k Tes aS = git). (254) 


Heo} = 
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Dann kann (wieder unter der Voraussetzung der Konvergenz der Integrale) 
ein partikuldres Integral S folgendermaBen angegeben werden: 


iS ees Lf ado [ato u) | f(o) e ei (t— u+) dy , (255) 


— co 





(a2 — a)? + kh? w? ’ @ 

91. Darstellung einfacher Schwingungsvorgange. Eine Veranschaulichung*) 
von GréBen der Art Asinw (¢-+ 6) kann man erhalten, indem man sie dem 
imaginaren Teil der komplexen Zahl Aeim(t+) gleichsetzt. Man trage in der 
komplexen Zahlenebene vom Ursprung aus den Vektor mit dem Betrag A aut, 
der den Winkel w6 mit der positiven 
x-Achse einschlieBt: die :y-Komponente 
dieses Vektors ist dann gleich der Zahl 
Asinwé (vgl. Kap. 6, Ziff. 2). Der der 
Zahl Ae’? + zugeordnete Vektor geht 
aus dem Vektor Ae’”® durch Rotation 
mit der Winkelgeschwindigkeit « in posi- 
tivem Sinne um den Nullpunkt hervor. 
Seine y-Komponente ist wieder gleich 
Asinw (t+ 6). 

Statt des Vektors Ae’? hatten wir 
auch die y-Achse (und zwar im umge- 
kehrten Sinne) um den Nullpunkt rotieren 
lassen kénnen. Dann wird der Ausdruck 

Abb. 4. Darstellung in der komplexen Ebene. Aeét+) immer durch denselben Vektor 

reprasentiert. Die hier erérterte Zu- 

ordnung von Vektoren ist von besonderer Bedeutung in der Elektrotechnik, wo 
die GréBen Asinw (¢ + 6) einwellige Wechselstréme darstellen. 

Die Vektorsymbolik der Wechselstromtechnik operiert mit folgenden ein- 
fachen Rechenregeln: Die Summe zweier Vektoren 9, = J,e’™ und $, = J,e'” 
wird durch geometrische Addition gebildet. Erhalt man durch Projektion des 
Vektors 3, auf den Vektor S$, den Vektor a9, und ebenso durch Projektion 





von §, auf den Vektor 19, = Joe ile 7. 2) (der senkrecht auf $, steht) den 
Vektor 67,, so ergibt sich wieder durch geometrische Ae Sy = (a+ 10) S.. 


Es. ist ue die Phasenverschiebung tg(m, — 2) = * und das Verhaltnis der 
erty Js = Ja? + b?. Fiir die Differentiation ales Vektors § =/Jeot+? er- 


gibt sich © =to0%. Es ist dies ein Vektor, der gegen $ um den Winkel > aS 
im Re Sinne gedreht und Sid Betrag das wfache des Betrages des Vek- 
tors $ ist. poe ist i Sat = Me =— ee ein um = gegen Q gedrehter 


Vektor mit dem ~fachen Betrag des Welder J. Fur das skalare Produkt 


det beiden Veltorenes 4 = /1e* und f, = foe... alsa” firliden  Ansdrack 
(31° Se) = Ji + Je CoS (My — qe) erhalt man 


(O41 Se) — R (3192) | R(S 2) 


*) Vgl. zum Folgenden Bd. XV ds. Handb., Abteilung B, Kap. 2, S. 192ff. 
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R(B1 Se) ist der Realteil des gewohnlichen Produktes der komplexen Zahlen 
Ji es und J,e~*”: (durch den Querstrich iiber %2 soll der Ubergang zur kon- 
jugiert komplexen Zahl angedeutet werden). Analog bedeutet der absolute 
Wert des rein imaginaren Teiles der beiden Produkte den absoluten Betrag 
des Vektorproduktes der beiden Vektoren: 


[31 Sel | =Ji-Je | sin ives P2)|- 


Beispielsweise kénnen wir die Differentialgleichung der Stromstarke in 
einer Selbstinduktionsspule folgendermaBen schreiben: 


SS ax 
ere en) 
Ny or +L. 


Dabei ist y der Ohmsche Widerstand, L die Selbstinduktion der Spule, 
~ und € sind die komplexen Vektoren der Stromstarke und der Spannung. Auf 
Grund der obigen Uberlegungen kann dies auch so geschrieben werden 


GC=(+iLo)§. 
Diese Gleichung hat die Form des Ohmschen Gesetzes; deshalb wird die komplexe 


Zahl y + iL auch Widerstandsoperator genannt. 
Wie aus Abb. 5 ersichtlich, ist der Winkel g zwischen % a0=(retol) 


und $ durch tgg = = gegeben; durch Projektion von & 


auf die Richtung von § erhalten wir den Vektor 7 und 
daraus durch Streckung den Vektor §. Auf diese Weise dF 
konnen wir auch zu einer graphischen Lésung der Aufgabe 
gelangen. Fiir weitere Beispiele aus diesem Gebiete sei auf 
den bereits erwahnten XV. Band ds. Handbs. sowie auf das Abb. 5. Vektorsymbolische 
Buch von E. Orticu, Theorie der Wechselstréme (Bd. XII — Darstellung des verallge- 
der math.-phys. Schriften fiir Ingenieure und Studierende. — setzes fiir Wechselstréme. 
Leipzig: B. G. Teubner) verwiesen. 

22. Kleine Schwingungen eines Systems von endlich vielen Freiheits- 
graden um eine Gleichgewichtslage!). Es sei ein System von ” Freiheitsgraden 
mit den » Lagekoordinaten q,, q2,...4n gegeben, das eine Gleichgewichtslage 
besitzen mége. Die Lagekoordinaten seien so gewahlt, daB der Gleichgewichts- 
lage die Koordinaten 





3 Gy = 0; %=O0;...,% =—0 (257) 
entsprechen médgen. Die kinetische und die potentielle Energie des Systems T 
und V-sollen nicht explizit von der Zeit ¢ abhangen. Da auch die Bindungs- 
gleichungen des Systems nicht explizit von der Zeit ¢ abhangen sollen, kénnen 

ee 
wir die kinetische Energie T als homogene quadratische Form der q; = - 
annehmen: 
T=4 
Dabei sind die «;;, Funktionen der g;. Da wir uns im folgenden auf den Fall 
beschranken wollen, daB die Koordinaten q; und die Geschwindigkeiten q; kleine 
Werte haben, kénnen wir uns bei der Potenzreihenentwicklung von o;, (91, - - «5 Yn) 
nach Potenzen von q,,...,4m auf die absoluten Glieder «;, beschranken und 
daher naherungsweise 


Xen « 


ve 


n 
T=4)D on %% (258) 
t,k=1 
1) Vel. E. T. WHITTAKER, Analytische Dynamik, Kap. VII. 
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als eine homogene quadratische Funktion der g; mit konstanten Koeffizienten 
Xj, ansetzen. Die Bewegungsgleichungen lauten: 


igoL\ ~ 6h an 
aaa) — ago Tat Theale (259) 


also in unserem Falle, wo T eine Funktion der g; allein und ebenso V(q,, . - « Yn) 
eine Funktion der q; allein ist, 


d (OT\ ,.0V 
7 a5.) +55, = 0" (259a) 
Entwickeln wir nun ebenfalls V(g,,..., 9) nach Potenzen von g,,..-,4n, SO 


kénnen wir das absolute Glied fortlassen, da es in die Bewegungsgleichungen 
nicht eingeht. Die linearen Glieder sind in V nicht vorhanden, und zwar geht 





dies daraus hervor, daB fiir g, = g2 = -*+ =, = 0 das System eine Gleich- 
gewichtslage besitzt, daB also dort 

(5) = 0; NEO EE 

04i/o 


ist. Bei Vernachlassigung der Glieder héherer Ordnung kénnen wir also 
n ’ 
V= pa Pin Gide (260) 
i,k= 


als homogene quadratische Form in den Koordinaten g; mit konstanten Koeffi- 
zienten 6;, ansetzen. 
Wir machen nun von der Tatsache Gebrauch, da8B T zufolge seiner Bedeutung 


n 

a : 

T= +> My, U; 
i=1 


eine positiv-definite quadratische Form ist. In diesem Falle ist es nach 
einem Satze der linearen Algebra (vgl. Kap. 2, Ziff. 34) immer méglich, durch 
eine lineare homogene Koordinatentransformation 


n 
qe = 2 in Qe: C= agit, (261) 


zu neuen Koordinaten Q,; iiberzugehen, in denen die Ausdriicke fir T und V 
die einfache Gestalt annehmen: 


T=4Qi+Q +--+ 
V = $(uQi + He Q3 + «+> + Mn Q3) . ral 


Dabei sind py, fg,..., fy die (ein- oder mehrfachen) Wurzeln der Gleichung 
nten Grades in 2: 


a,4—},,, a, 4 — bp, CONEY And — dyn 


Go, A — oy» Gog A —, Ung, =-- ; Gg, A — Oey 


Bic 0) a, 8 te Fe) ey er Fie ves ever he” “606 ie) Kel Kelme: (else “eu lall eft (6) 


Any A re Bat Angh — One» erie Gnnh — Onn 


=0. (263) 


Aik = As; Dig = dy. 


__Die Wurzeln dieser Gleichung sind immer reell, wie sich zeigen laBt; also 
ist die Transformation in die Normalkoordinaten Q; immer auf reelle Weise 
moglich. In diesen Koordinaten aber lauten die Bewegungsgleichungen : 


0; + MQ; = 0; it Pee ee, (264) 
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Sie haben die Lésungen: 


Q; = A; (cos/u;t + B,) fir u,>0, 
Ops A,el-mit + Be-V-mt fur Bes 


Dem Falle w; > 0 entspricht also eine unabhangige Schwingung des Systems 
mit der Periode 7%. Im Falle 4; = 0 werden bei wachsendem # die hédheren 
yy 
Potenzen von Q;, Q; nicht vernachlassigt werden kénnen und daher die Voraus- 
setzungen der bisherigen Uberlegungen hinfallig. 
Von besonderem Interesse ist natiirlich der Fall, daB simtliche Wurzeln 4; 


der Gleichung (255) positiv sind. Dies ist nur dann der Fall, wenn auch die 
zweite quadratische Form 


Ms 


V=4 


bie IQ (260) 


Hoss | 


> 


° 


> 


positiv-definit ist. In diesem Fall wird die Gleichgewichtslage q, = q. = --- 
= d, = 0 als stabil bezeichnet. 


IV. Randwertprobleme bei gew6hnlichen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


23. Die Greenschen Formeln. Der lineare Differentialausdruck ay’’+ by’ 
+ cy, wo a, b,c, y Funktionen von x sind, hat zum adjungierten Ausdruck 
(vgl. Ziff. 19) (az)’’— (bz)'+ cz; er ist daher zu sich selbst adjungiert, wenn 
er die Gestalt hat 


Lily] = (by")' + ay. (261) 
Der Differentialausdruck ay’’+ by’+ cy lat sich auf die Form L[z] bringen, 
wenn man die neue Veranderliche z durch die Gleichung y = sl p °" cinfiihrt. 


Sind die auftretenden Funktionen samt ihren entsprechenden Ableitungen im 
Intervall x4 =* =, stetig, > 0, so gilt die Greensche Formel: 


Dy ; 


[Ly] — yL)) dx =p (ey — yz’) 


Xo 


tc (262) 


0 





Die Eigenschaft, sich selbst adjungiert zu sein, ist 4quivalent mit dem Bestehen 
der Greenschen Formel. Sich selbst adjungierte Differentialausdriicke ergeben 
sich bei der Variation (vgl. Kap. 11, Ziff. 6) quadratischer Differentialausdriicke 
von der Gestalt 


ay’ + 2by'y + cy. 


24. Die Greensche Funktion. Viele Probleme der mathematischen Physik 
fiihren auf die Aufgabe, eine Lésung einer linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung zu bestimmen, die gewissen homogenen Randbedingungen geniigt. 
Dies bedeutet: die Werte, welche die Lésung und ihre ersten Ableitungen bei 
Annaherung an den Rand des betrachteten Gebietes annehmen, sollen gegebene 
homogene lineare Bedingungsgleichungen erfiillen. Zur Lésung dieser Aufgabe 
benutzt man die sog. Greensche Funktion. 
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Als Greensche Funktion G(x, &) des Differentialausdruckes Liy] bei ge- 
gebenen homogenen Randbedingungen definiert man eine Funktion von % 
und é, welche folgenden Bedingungen genigt: . 

4. Sie ist eine stetige Funktion von x bei festem ¢ und erfiillt die homogenen 
Randbedingungen. 

2. Thre erste und zweite Ableitung nach x sind tiberall im Intervall [%) x] 
stetig mit Ausnahme der Stelle x = &; dort sei 
OG (x, &) |P=8te 1 


rma M5755 («> 8). (263) 





lim 
e>0O 
3. AuBer an dieser Stelle x = & geniigt sie iiberall im Intervall der Differential- 
gleichung L[G] = 0. ¢ 
Eine stetige Funktion, welche nur die Bedingungen 2. und 3. erfiillt, heiBt 
eine Grundlésung der Differentialgleichung 


Lly] =0. (264) 
Die Greensche Funktion ist symmetrisch in Parameter und Argument, Caled 5 


es gilt 


Ihre Anwendung beruht auf folgendem Satz: Ist @ (x) stiickweise stetig, so gentigt 
die Funktion 


f(x) = [Gl sp (Ode (265) 
der Differentialgleichung ¥ 
Lif] = —@(*) (266) 


samt den Randbedingungen und umgekehrt. Daraus kann man fir die Differen- 
tialgleichung vom Sturm-Liouvilleschen Typus 


Lily] + 4ey =), (267) 


wo 0(x) > 0, g(x) stiickweise stetig und 4 ein Parameter ist, folgendes Ergebnis 
ablesen: Die Bestimmung einer Lésung von (267) bei den vorgegebenen Rand- 
bedingungen ist Aquivalent mit der Auflésung der Integralgleichung 


v(x) — 2/6, dey as =—[Gle 2) g(@) ae. (268) 


Sie 148t sich durch Multiplikation mit Vo(x) auf eine solche mit dem 
symmetrischen Kern 


K(x, €) = G(x, 4) Vo(x)o (8) 


und der unbekannten Funktion z(x%) =y (x) Vo (x) zuriickfiihren. Ihre Eigen- 
funktionen bilden ein vollstandiges orthogonales Funktionensystem (vgl. Kap. 7, 
Ziff.1, 2). Jede im Intervall stiickweise stetige Funktion mit quadratisch 
integrierbarer erster Ableitung 14Bt sich in eine Reihe nach den Eigenfunktionen 
entwickeln, welche in allen von Sprungstellen freien Teilgebieten absolut und 
gleichmaBig konvergiert und in den Sprungstellen wie die Fouriersche Reihe 
das arithmetische Mittel des rechten und linken Grenzwertes darstellt (COURANT). 

Bei gewissen Randbedingungen, z.B. wenn die Randbedingungen das Ver- 
schwinden der Lésung in den Endpunkten x, und x, des Intervalls fordern 
und augerdem g=0 ist, sind samtliche Eigenwerte 1; einfach und positiv. 


s 
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Ist A< Ag<-++, so besitzt die zu A; gehérige Lésung y;, die tte Eigen- 
funktion, im Intervall % =% =%,, genau 7—1 Nullstellen auBer den an den 
Enden gelegenen. Dies ist der Inhalt des sog. Kleinschen Oszillations- 
theorems. 

Die Greensche Funktion wird auf folgende Weise erhalten: Vo(x) sei eine 
Loésung von (264), die fiir x = x) der vorgegebenen Randbedingung geniigt, +, (x) 
die entsprechende Lésung fiir x = x, und yy yi — yy, £0. Dann ist die Greensche 
Funktion gegeben durch die Formeln: 








CEG Pee Vo (¥) V1 (E) 
er CO beara sly aeT Ieee SCNT (269) 
aSesG es Vo (E) V1 (¥) 


P (5) Wol$) 94 (6) — 90 (&) 2 ()] * 


25. Die Greensche Funktion im erweiterten Sinn. Ist y)vi—4,y%= 0, 
so versagen diese Formeln. In diesem Fall hat die Differentialgleichung den 
Eigenwert 4=0. Die zugehdrige, normierte Eigenfunktion sei x(x). Dann 
definieren wir die Greensche Funktion J’ im erweiterten Sinn als eine 
Lésung der Differentialgleichung 


L{T} = @(%) x(x) x(), (270) 
die den Randbedingungen und der Sprungbedingung (263) geniigt und normieren 


vy, 
sie durch die Bedingung / I(x, &) 0 (é) x(€)dé =0. Auch J" ist symmetrisch in 


Parameter und Argument. Man konstruiert die Funktion J" wie in Ziff. 24, d. h. 
man greift aus der allgemeinen Lésung von (270) zwei einparametrige Scharen 
heraus, deren jede einer der Randbedingungen geniigt. Zwei Kurven je einer 
der beiden Scharen fiigen wir dann wie in Ziff. 24 zur Greenschen Funktion 
zusammen, indem wir ihre Parameter so wahlen, da8 der Schnittpunkt der 
1 
p (é) 
hat. Ist 4)=0 mehrfacher Eigenwert mit den Eigenfunktionen 7 (x), 71(%),..., 
so ersetzt man die rechte Seite von (270) durch die Summe 


o (x) [x0 (*) xo () + xa (%) x1 (6) + ---]- 


Mit Hilfe der Greenschen Funktion im erweiterten Sinn 1a8t sich durch 
ahnliche Uberlegungen wie in Ziff. 24 die Bestimmung einer Lésung der Sturm- 
Liouvilleschen Differentialgleichungen bei den vorgegebenen Randbedingungen 
auf die Auflésung einer entsprechenden Integralgleichung zuriickfiihren (vel. 
HizBeErT, Géttinger Nachrichten 1904). Beim Entwicklungssatz hat man die zu 
4 = 0 gehérigen Eigenfunktionen mitzuzahlen. 

26. Spezielle Palle. 4. Liyj=y", o@=1,  Intervall: —12*%=+ 1. 
Differentialgleichung : y’ +hy =0. 

Randbedingungen: y(—1) =y (1), y’(—1) =9'(1)_~— (Periodizitat) 
1 ’ 1 1 , f 
alee ye) me ieee yh (& — 8)" 


Eigenwerte: 4) = 0, heyy = Aen Nine A he ara 


beiden Kurven die Abszisse x = — und die Ableitung dort den Sprung — 


é 3 1 
Eigenfunktionen: Wy = ie" Wan-1 = COSNTX, Won = SNM 


Reihenentwicklung: Fouriersche Reihe (vgl. Kap. 7, Ziff. 3, 4). 
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2. Lily} = (4— #)y')’, 9 = 4, <Intervall: -12=%=2--14. 
Differentialgleichung: (1 — x*)y"” —2xy'’+dAy=0. 
Randbedingungen: Endlichbleiben an beiden Endpunkten 

P(w«,é)=—4mn[1 —x)14+4]) +m2-—4 fir waéE 
=—dn[itx*4—4]+in2—4 fir *<€. 
Eigenwerte: Age: An = n(n + 1) (a2 aa ke 


Eigenfunktionen: Yo = 5 > Yn =n +4 Pa) 

Reihenentwicklung nach zonalen Kugelfunktionen (vgl. Kap. 7, Ziff. 8, 9). 
3. Ly =k O = 4; Intervall<:)0 2% 224 

Differentialgleichung: sy" + yy’ + lxy =0. 

Randbedingungen: y(0) endlich, y(1) = 


GG, é)=—he” Hs vee 
—Inx ftir #*#2=€&. 


Eigenwerte 4,: Wurzeln der ae 





Jo(Va)= =o 42 — a cde h!) 
Eigenfunktion: W(x) = To (x Van) (nicht normiert). 
_Reihenentwicklung nach Besselschen Funktionen (vgl. Kap. 7, Ziff. 13, 14). 
aa Lyl= i 0-8) y= oa 
Intervall: TOO <2 OO, 
Differentialgleichung: ye a (1 -+ x%)y + Ay =0. 


Randbedingungen: y.= 0 fir imx = + o0,: 


G(x; 3 = OF fe vale dt fir x<é 


ele raf "di fie ¢ ks 





Eigenwerte: ‘ A= 2H - 2 (m= 0; 45250 oe 
2 Np— xe 
Eigenfunktionen: @,(x) = anne F(a) == (4 ante eee 
V2"n! Vx dx” 


Die Funktionen H, (x) eas die, Hermiteschen Polynome; sie ee 
sich als Koeffizienten von’ j bei der Entwicklung 


2 EE) 
BEIte S n 
e re = 
Allgemein ist ik 


IT, (4) = (2%)* = eee (2x)"-2 a n(n — Ne 2)(n — 3) (2x)"-4 ar 


(bis zum Glied erster oder nullter Ordnung in x fortsetzen). 
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eb Lol=@yY—( +4), e=1, 
Intervall: 05% < + ©0. 


Differentialgleichung: xy” + y’— (5 7 *| ytily=0O, 


Randbedingungen: regular fir x =0, y=O fir lim*x = +o, 





até a 
Gime? [as fir «<é, 








a+é ae ; 
aot [eas fiir xSé 
x 
Eigenwerte: : A, anti eS eee 
: ; e "L(x a” 
Eigenfunktionen: w,(x) = ee pee) eae ie ey. 


Die Funktionen L,(«) heiBen die Laguerreschen Polynome; sie er- 


geben sich als Koeffizienten von a bei der Entwicklung 


at 
= co 


e ils, L,,(x) jn é 
1—t¢ =>, n!} 


n=0 








Allgemein ist 
2 Rife ie 
L,(*) = (—1)" me ght 4 UE AY ns ee + (—4)" al]. 
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Partielle Differentialgleichungen. 


Von 


JoseF LENSE, Munchen. 


Mit 4 Abbildungen. 


I. Allgemeines. 


1. Allgemeine Begriffe. Unter einer partiellen Differentialgleichung 
versteht man eine Gleichung, die auBer  unabhangigen Verdnderlichen %,, %2, ... %» 
noch m unbekannte Funktionen 2, 2, ... %m und ihre partiellen Differential- 
quotienten nach den x enthalt. Ist # die héchste Ordnung der auftretenden Ab- 
leitungen, so heiBt die Differentialgleichung von der ten Ordnung. Die ge- 
suchten Funktionen z pflegt man auch als die abhangigen Verdnderlichen zu 
bezeichnen. Statt einer solchen Gleichung kénnen auch mehrere gegeben sein, 
man spricht dann von einem System partieller Differentialgleichungen. 
Ein System von Funktionen z, welches den Gleichungen geniigt, heiBt ein L6- 
sungssystem oder partikulares Integral, das allgemeinste derartige L6- 
sungssystem das allgemeine Integral. Es enthalt eine bestimmte Anzahl 
willkiirlicher Funktionen (vgl. Ziff. 4, 6, 10, 13). Ein System partieller Diffe- 
rentialgleichungen vollstandig integrieren heiBt, alle seine Losungen aufstellen. 

Man kann die willkiirlichen Funktionen dazu benutzen, um zu erreichen, 
da8 die Losungen z und gewisse ihrer Ableitungen entweder fiir bestimmte Werte 
einiger der Veradnderlichen x vorgegebene Funktionen der wbrigen x werden 
(Anfangsproblem oder Problem von Cauchy, vgl. Ziff. 10, 13) oder auf 
gewissen Mannigfaltigkeiten (Berandungen von Raumteilen) vorgegebene Funk- 
tionen der x werden (Randwertproblem, vel. Ziff. 16, 19, 24, 23, 25—29, 
34, 35). 

2. Integrabilitatsbedingungen. Es soll im folgenden der allgemeinste Fall 
eines Systems von partiellen Differentialgleichungen beliebig hoher Ordnung fiir 
mehrere unbekannte Funktionen besprochen werden. Es seien gegeben gq sich 
nicht widersprechende, unabhangige Gleichungen zwischen den n unabhiangigen 
Veranderlichen %,, %2, ... %,, den m abhiangigen Veranderlichen (den zu be- 
stimmenden Funktionen) 2, z, ... %m und ihren partiellen Ableitungen nach 
den x bis zur pten Ordnung. Fiihrt man die Ableitungen bis zur (p — 1)ten 
Ordnung als neue abhangige Verdnderliche w ein, so enthalt das erweiterte 
System nur die ersten Ableitungen der z und w. Ein System mit mehr Gleichungen 
als Unbekannten (¢ > m) hat im allgemeinen kein gemeinsames Losungssystem. 

Neben den Gleichungen des Systems miissen auch jene bestehen, die durch 
beliebig oftmalige Differentiation nach den x aus ihnen entstehen. Dabei treten 
immer héhere partielle Ableitungen der z auf. Wenn man genugend oft differen- 


we 
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ziert, erhalt man schlieBlich im allgemeinen immer mehr Ableitungen (einschlieB- 
lich der z selbst) als unabhangige Gleichungen. Durch Elimination dieser Ab- 
leitungen und der z wiirden sich also Beziehungen zwischen den » allein ergeben, 
- gegen die Voraussetzung, daB die x unabhangige Veradnderliche sind. Nur wenn 
diese Beziehungen identisch erfiillt sind, ist kein Widerspruch vorhanden. Die 
bei diesem Eliminationsverfahren sich ergebenden Gleichungen, deren Bestehen 
fir die Existenz gemeinsamer Lésungen im allgemeinen erforderlich sind, heiBen 
die Integrabilitatsbedingungen des Systems. 
Beispiel : 
Oz Oz 
ae I, Y), dy EH, Y), 


sei das gegebene System, z die abhangige, x, y die unabhingigen Veranderlichen. 
Hier lauten die Integrabilitatsbedingungen: 


ert 
Oy Ox- 
3. Systeme in der Normalform. Darunter versteht man Systeme, die 
folgende Bedingungen erfiillen: 


1.¢g=™m. 
2. Wenn das System die Ableitungen von z,, 2,, ... 2, bzw. bis zu den 
Ordnungen 7,, 7), .. . %m enthalt, so soll es auflésbar sein nach 
O71 24 Om 2m 
atk 2 TO OZR. 


d.h. nach den héchsten Ableitungen, genommen nach derselben Verander- 
lichen x. Die rechten Seiten der aufgelésten Gleichungen sollen analytische 
Funktionen der x, z und der auftretenden Ableitungen sein, d. h. sie sollen in 
der Umgebung einer bestimmten Stelle Potenzreihen in den auftretenden Ver- 
anderlichen und ihren Ableitungen sein. In diesem Falle existieren immer ge- 
meinsame Lésungssysteme z; dies System ist, wie man sagt, integrabel. Man 
kann dabei als Anfangsbedingungen noch vorschreiben, da die z samt ihren 
Ableitungen bis zur Ordnung 7, —1, ... % —41 fiir ein bestimmtes x, will- 
kiirliche Funktionen der iibrigen x sind. Dadurch ist das Lésungssystem dann 
eindeutig bestimmt. Der Satz rithrt von CaucHy her und wurde von Frau 
KOWALEWSKI in besonders eleganter Weise bewiesen. Die Integration erfolgt 
durch Potenzreihen, deren Koeffizienten nach der Methode der Koeffizienten- 
vergleichung gefunden werden. 

‘Wie man in Fallen, die sich nicht auf diese Normalform bringen lassen, die 
Integrabilitatsbedingungen in systematischer Weise aufstellen kann, soll hier 
nicht besprochen werden, da dies viel zu weit fithren wiirde; ebenso die Beant- 
wortung der Frage, welche willkiirlichen Funktionen in den Lésungen auftreten, 
mit anderen Worten, welche Anfangsbedingungen vorgeschrieben werden k6nnen. 
Vel. hierzu das in Ziff. 54 zitierte Buch von CH. RIQUIER. 


II. Lineare partielle Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 


4. Homogene Differentialgleichungen. Unter einer homogenen linearen 
partiellen Differentialgleichung versteht man eine Gleichung von der Gestalt: 


n 0 
a 
> Ai oy, == (()). 
4=1 


22* 
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Dabei bedeuten die X; Funktionen der unabhangigen Veranderlichen My) Hay eres Xny 
die nicht gleichzeitig identisch verschwinden. Sie sollen bei reellen Verander- 
lichen x in einem bestimmten Bereich entsprechend oft differenzierbar, bei kom- 
plexen Veranderlichen » analytisch sein. Diese Voraussetzung uber den Charakter 
det Funktionen soll fiir alle in diesem Kapitel auftretenden Funktionen fest- 
gehalten werden, solange nicht speziellere Annahmen ausdriicklich gemacht 
werden. Die linke Seite der Gleichung bezeichnen wir kurz mit X(z). Fir den 
Operator X(z) gelten folgende Rechenregeln: 











X(p + py) =X(y) +X), (4) 
X (py) = wX (p) + PX (y), 
OF OF 
XE, Y,.- l= ge XP) ag A) ees 
AX (konst.)"= 0, 

worin g, y, ..., Funktionen von %,, %2, ..., %m sind. Die Integration von (1) 
vollzieht sich in folgender Weise: Man bildet das System gewohnlicher Differen- 

tialgleichungen : dx S ae 

i 2 n° 

Saigo ue ee (2) 


Seine Integralkurven heiBen die Charakteristiken von (1). Es hat  — 1 un- 
abhangige Integrale: 


Oy (Kg ety ae Cae” he Pag (qs enone en ee (3) 


Jede Funktion g ist Lésung von (1), ein sog. partikulares Integral. 

Die allgemeinste Losung von (1), das sog. allgemeine Integral, ist eine 
willkiirliche Funktion von ,, ©, ---, @n—-1, namlich z= D(q,, Mo, ---, n-1)- 
Es gibt nur m — 1 unabhangige Integrale. Das allgemeine Integral enthalt also 
eine willkiirliche Funktion. 

Beispiel: Die Differentialgleichung eines geraden Konoids mit der Leit- 


ebene z = 0 und der Leitgeraden x = y = 0 lautet: aoe +y = = 0; die Cha- 


rakteristikengleichungen ws a haben das Integral = = c, dahet ist 2== o(2) 
die Gleichung des Konoids. 
5. Jacobischer Multiplikator!). Darunter versteht man eine Funktion 
VEG tahoe) ,e50 scaly 
Mx) = es ee) (4) 


Og ee ee 





wobei die wu Funktionen der x sind?). Jede Differentialgleichung (4) hat unend- 
lich viele Multiplikatoren. Sie ergeben sich als Integrale von 


1 0(M X, 
Se ao 6) 


i=1 
Aus einem Multiplikator erhalt man alle anderen Multiplikatoren durch Multi- 


plikation mit dem allgemeinen Integral der Gleichung (1). Bei Einfihrung 
neuer Veranderlicher 


= TeV Vaso  oRVa) (G41 Oe eae 


D) VisleWapeO, eZitt a7. 

2) Wir haben es hier mit einer sinngemaBen Verall i 

= 1 es t gemeinerung des entsprechenden 
Begriffes bei gewohnlichen Differentialgleichungen zu tun (vgl. Kap. 9, Ziff. 4) 
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mit einer von Null verschiedenen Funktionaldeterminante Spares) trans- 
formiert sich Gleichung (4) in Ci 3 Hs) 
n 
Oz 
> X (yi) aor (6) 
v=1 
i Gh (Mwencne 
M —M 1 en 
O (Vas +++) Yn) 7) 
ist ein Multiplikator der transformierten Gleichung (6). 
Kennt man  — 2 unabhingige Integrale w,, ug, .. ., M%,—2 von (1) und einen 


Multiplikator, so ist damit die Integration der Differentialgleichung auf Quadra- 
turen zurickgefithrt (Prinzip des letzten Multiplikators). Wir fiihren 








ndmlich “,, W, ..-., %,_— 2 und dazu noch zwei willkiirliche Funktionen V1, Vq als 
neue Verdnderliche ein. Dann wird (6) wegen X (u,;) = 0 
Oz s Oz 
| XW) gy, + *02) 35. = 0: 
Nach (5) ist 
O[M’X (y4)] of O[M’X (y2)] _ 0 
OVy OVe : 


daher M’ X (y,) dy, — M’X(y,) dy, das vollstandige Differential1) einer durch 
Quadraturen bestimmbaren Funktion #,_,; damit ist das letzte Integral von (1) 
gefunden. 
Beispiel: Die sog. Jacobische Differentialgleichung y” =f (x, y) 
ist Aquivalent mit dem System 
ax ay ay 
ee 2a 
Es liefert die Charakteristiken der Differentialgleichung 
 @z Oz fe) 
3a EY a5 + 1,9) 57 = 0- 
Sie hat nach (5) den Multiplikator 1. Sei nun 
p(x, y,V¥)=C oder y= (x,y, C) 


ein Integral des Systems. Wir fiihren als neue Veranderliche ein: x = x, y= y, 
U, = 9 (%, y, y’). Aus der letzten Gleichung ergibt sich y’ = w(x, y, u,), ferner 


4 or Ow. ; 
ist M =FG: dann ist 





O 
ae (pax — dy) = dus, 


uy 1ABt sich durch Quadraturen bestimmen und ist das gesuchte zweite Integral. 
6. Inhomogene Gleichungen. Eine lineare partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung heiBt inhomogen oder vollstandig, wenn sie die Gestalt hat: 





n 
= Oz 
i=1 
wobei die X; und Z Funktionen von %,, %2, ..., %, und z sind. Man fiihrt sie 


durch folgenden Kunstgriff auf homogene Gleichungen zuriick: Wir denken uns 
die Lésung z von (8) implizit durch eine Gleichung 


Nae Xe. gh =O 


1) Vel. Ziff. 52, Beispiel und Kap. 1, Ziff. 20. 
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gegeben. Dann ist OF 
az oe 
Oa; ie ele 
Ox; 
daher wird aus (8) is an 
j=1 
Das ist aber eine homogene Gleichung fiir die unbekannte Funktion F in den 
Verdnderlichen z, %,,..., %,- Sind daher q, (%1, .--, %n» 2) =C,.. iy Daltasemees 
Xn) 2) = Cn,» m unabhangige Integrale ihrer Charakteristikengleichungen 
dx, er. Qty, az 
Baga SHz: (40) 


so ist nach Ziff. 4: F = B(qy,, Yo, --- Pn). Man erhalt sonach das allgemeine 
Integral von (8) durch Auflésung der Gleichung 
Di) (6 as Vie 2 ee On pe es eee 


nach z. Das allgemeine Integral enthalt hiermit so wie bei den homogenen Glei- 
chungen eine willkiirliche Funktion. Daneben kénnen noch sog. singulare 
Integrale existieren, namlich ev. vorhandene gemeinsame Lésungen z der Glei- 
chungen 


Ales Macias Ny ie Os (Cia and ed LAB; Kay <3 5 Sq) Oe 
Beispiele: 1. Differentialgleichung eines Zylinders, dessen Achsenrichtung 
die Richtungsparameter (a, 6, c) hat: 

Oz Oz 
a Ae, — bay ae 

dw dy _ dz 


a b a 
Integrale: 4 — Gh=C,, VY — b2= Cy, 


Charakteristiken: 





Gleichung des Zylinders: @®(% — az, y — bz) =0. 
2. Kegel, dessen Scheitel die Koordinaten (a, b, c) hat. 


Differentialgleichung: («x — a) oe + (y — b) - = 4 =e 














Charakteristiken: ae gy ge 
¥—a y—b z—C’ 
Integrale: ae ee eee 
6 ie pas LN Ve ee 








Gleichung des Kegels: o(® steed SEY *) eats 


Ge AG 


3. Rotationsflache, deren Achse durch den Koordinatenanfangspunkt in 
der Richtung mit den Parametern (a, 6, c) geht. 





Differentialgleichung: (cy — bz) - + (az — cx) a = bx — ay, 


Charakteristiken : I ACN eee 

oN = OF Vas 64 “be = ay 
Integrale: ax bY 62 == ¢;,, HP: Eyal 72 een 
Gleichung der Flache: ®(ax + by + cz, x%* 4 y2 4 22) — 9. 
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III. Allgemeine partielle Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 


(ie Geometrische Deutung. Elementarkegel. Die allgemeine partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung hat die Gestalt 


PAR Re eke <5 Nees Dae Paina vain) = O (12) 
Dabei sind x,, %,,...,%, die unabhangigen Veranderlichen, z ist die gesuchte 
abhangige Veranderliche, bi = - 1 eR es Wie lentten 2). Wp. Wa,ievik’s Xe 


als kartesische_ Koordinaten eines euklidischen Ry, (vgl. Kap. 3, Ziff. 25 
und Kap. 5, Ziff. 20). Die Gleichung einer Hyperebene durch den Punkt 


(2, %1, %2,...,%,) in laufenden Koordinaten 6, ¢,, &,..., & lautet: 

Ce a D> (Es — mi) (13) 
i=1 

Dabei sind ,, f2,...,n,—1 die Richtungsparameter der Normalen. Ist 
Cee go oR eek aie (14) 
eine Lésung von (42), eine sog. Integralhyperflache und 4; = ee so ist (13) die 
Tangentialhyperebene von (14) im Punkte (z, %1, %5,..., %n). Nach (43) wird 
durch das Wertesystem (z, 1, %), -..,%n, Pi, Dg,---» Pn) ein Punkt samt hindurch- 
gehender Hyperebene, ein sog. Hyperflachenelement gegeben. Halt man den 
Punkt P(z, x1, ..., %,) fest, so wird durch die Gleichung (12) aus allen co” Hyper- 


flachenelementen), die durch P gehen, eine Schar von oo”! herausgegriffen, 
die einen m-dimensionalen Kegel umhiillen, dessen Scheitel in P liegt. Er heiBt 
der zum Punkt P gehérige Elementarkegel oder Mongesche Kegel der 
Gleichung (12). Bei linearen Gleichungen artet er in ein Ebenenbiischel aus. 

Geometrisch bedeutet also die Integration von (12) nichts anderes als Hyper- 
flachen zu finden, die in jedem Punkt den zugehérigen Elementarkegel beriihren. 

A. Caucuy hat nun gezeigt, daB man diese Integralhyperflachen aus Kurven, 
den sog. Charakteristiken, aufbauen kann, die Integralkurven eines leicht 
anzugebenden Systems gewohnlicher Differentialgleichungen sind. 

8. Methode von Caucuy. Charakteristiken. Man definiert die Charakte- 
ristiken als Kurven auf. einer Integralhyperflache, welche in jedem Punkt den 
Elementarkegel langs einer Mantellinie berithren, so zwar, daB jede Integral- 
hyperflache, die einen Punkt der Charakteristik enthalt, die ganze Kurve enthalt. 
Eine Mantellinie eines u-dimensionalen Kegels ist die Grenzlage des Schnittes 
von n benachbarten Tangentialhyperebenen. Aus dieser Definition ergibt sich 
mit Riicksicht auf die Tatsache, daB die Charakteristiken auf den Integral- 
hyperflachen liegen, folgendes System gewéhnlicher Differentialgleichungen fiir 
diese Kurven: 


n 

Ax, az dpi iy Ne 

op ees => Pode, qo (Rit Zhi), (= 1,2,.-.,m) (15) 
a=1 








wobei pay ats _ OF _ OF 
OST fal Naat Pa aR 


bedeutet. ¢ ist ein Parameter auf der Charakteristik. Durch Integration dieses 





1) oo” heiBt, sie hangen stetig von m unabhangigen Parametern ab. 
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werte annehmen. Wir bezeichnen diese Anfangswerte mit 2°, x}, pf. Sie miissen 
so gewahlt werden, daB sie der Differentialgleichung (12) geniigen. _ erner 
diirfen die rechten Seiten der Gleichungen (15) nicht gleichzeitig verschwinden, 
wenn man in sie die Werte 2°, x?, £? einsetzt. Sonst wiirde sich ja als Losung 


des Systems (45) 
2=2,%4—=—x,p=?P? 


ergeben, d.h. die Charakteristik wiirde sich auf einen Punkt reduzieren. Ein 
solches Wertsystem, das der Gleichung (12) geniigt und die rechten Seiten von (15) 
zu Null macht, nennt man ein singulares Integralhyperflachenelement. 
Die anderen Wertsysteme, die der Gleichung (12) geniigen und die rechten Seiten 
von (15) nicht zu Null machen, hei®en nichtsingulare Integralhyper- 
ilachenelemente. 

Verwendet man ein solches nichtsingulares Element fiir die Anfangswerte 
von 2, x;,p; bei der Integration des Systems (15), so erhalt man 2z, %,, p; als 
Funktionen des Parameters ¢, d.h. eine Schar von co! Hyperflachenelementen 
langs der Charakteristik, die simtlich der Gleichung (12) geniigen, also Integral- 
hyperflachenelemente. —1, ~,, f2,-.--, fn sind die Richtungsparameter ihrer 
Normalen. In jedem Punkte der Charakteristik ist also ein Integralhyper- 
flachenelement gegeben. Man bezeichnet dieses Gebilde, die Charakteristik 
samt den Integralhyperflachenelementen in jedem ihrer Punkte, als charakte- 
ristischen Streifen. Die Differentialgleichungen (15) sind also die Differential- 
gleichungen der charakteristischen Streifen. Eines ihrer Integrale ist F = konst. 

Wie es sein mu, ergeben sich aus (15) speziell fir lineare Differential- 
gleichungen die Gleichungen (10) von Ziff.6. Zwei Integralhyperflachen, die 
ein Hyperflachenelement eines charakteristischen Streifens gemeinsam haben, 
berthren sich langs des ganzen, durch dieses Element eindeutig bestimmten 
Streifens. 

9. Mongesche und Hamiltonsche Gleichung. Man kann nach Ziff. 7 die 
Gleichung (12) als Gleichung des Elementarkegels, geschrieben in den Hyper- 
ebenenkoordinaten!) 9,, p,,...,, auffassen. Will man diese Gleichung in 
Punkt- oder homogenen Strahlenkoordinaten darstellen, so hat man so vor- 
zugehen: 

Wir suchen Kurven, die in jedem Punkte eine Mantellinie des zu ihm ge- 
hoérigen Elementarkegels beriihren. Bedeuten also 


%, = %, (2) , GC a4 2 eee sok z= 22) (16) 


die Gleichungen einer solchen Kurve, so muB nach Ziff. 8 gelten 








n 
dt ~ dp, = 1)2,---5m);, aca Dae 
a=1 
oder > 
: 5 OF OF OF OF 
ALAN, 2. . at, ds = : ; : : 
1 2 n+ We OP, Ops Bikes anes ie eae 


o=1 
Wir berechnen aus diesen Gleichungen die p,; als Funktionen der Ke, 2, ON;, A2e 


Sie sind homogen in den dx; und dz. Setzt man diese Funktionen in die Gleichung 
(12) ein, so erhalt man sie in der gewunschten Gestalt 


D4, Xa, re; has 2 ed Ned oe Oe (17) 





1) Siehe Kap. 3, Ziff. 5 und IE WOy 4l, ZAlitis EE 
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Sie ist homogen in den dx; und dz und heiBt die zur Gleichung (12) gehérige 
Mongesche Gleichung, wahrend man die Gleichung (12) als die zu (17) ge- 
horige Hamiltonsche Gleichung zu bezeichnen pflegt. Die Mongesche 
Gleichung ist hiernach nichts anderes als die Gleichung des Elementarkegels, 
geschrieben in den homogenen Strahlenkoordinaten dx,, dx»,..., 4%», dz (die 
Ax; und dz sind ja als Richtungsparameter der Kurve (16) homogene Strahlen- 
koordinaten], die Hamiltonsche Gleichung die Gleichung des Elementarkegels, 
geschrieben in den inhomogenen Hyperebenenkoordinaten #,, ps, ..., Py- 

10. Allgemeines, vollstandiges und singulares Integral. Der Aufbau einer 
Integralhyperflache geschieht nun in folgender Weise: Es sei eine beliebige 
(n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit V,,_,;1) gegeben, die keine Charakteristi- 
ken enthalt. Durch jeden ihrer Punkte legt man ein Hyperflachenelement, 
das gleichzeitig die V,_,; und den Elementarkegel des betreffenden Punktes 
beriihrt. Es ist durch diese Bedingungen eindeutig bestimmt. Die von jedem 
dieser co”! Hyperflachenelemente ausgehenden Streifen bilden eine Integral- 
hyperflache, die eindeutig bestimmt ist und allgemeines Integral heiBt, weil 
es durch eine allgemeine V,,_,; geht (Cauchysches Problem). Alle von einem 
Punkt ausgehenden charakteristischen Streifen erzeugen ebenfalls eine Integral- 
hyperflache. Sie hangt von » + 1 Parametern ab, den Koordinaten des Punktes. 
Halt man einen davon fest, so entsteht eine Schar von co” Integralhyperflachen, 
das sog. vollstandige Integral. Bildet man diese Integralhyperflachen fir 
alle Punkte der V,_,, so werden sie von dem allgemeinen Integral eingehiillt. 
Zwei benachbarte schneiden sich in einer Kurve, deren Grenzlage eine Charakte- 
ristik ist [daher der Name?)]. Falls das System der Integralhyperflachen eines 
volistandigen Integrals eine gemeinsame Einhiillende hat, so besteht sie aus 
lauter singularen Integralhyperflachenelementen und hei&t singulares Integral. 

Der Name vollstandiges Integral rithrt daher, daB sich aus einem solchen 
Integral, das durch die Gleichung 


Aarons ts May gn 5G) = 0 (18) 
(die a bedeuten  unabhingige Parameter) gegeben sei, jede Lésung z der 


Gleichung (12) herleiten l48t. Wir setzen namlich y willkiirliche, unabhangige 
Beziehungen zwischen den @ an: 





P4(G,; @a,-+-;%) =O, (OA, Oe, Y), (19) 

wo 1=<yv=<n, und eliminieren die a und / aus den Gleichungen (18), (19) und 
a@ 1, Ops ; 

ak, Oa, 5 (@ ==4; DoS ng Ms (20) 








1) Vel: Kap. 1, Ziff. 25. 

2) Man nennt namlich die Grenzlage der Schnittkurve zweier benachbarter Flachen 
eines Systems von oo! Flachen nach Moncs eine Charakteristik, die Grenzlage des Schnitt- 
punktes}dreier benachbarter Flachen des Systems einen Grenzpunkt. Der Grenzpunkt 
kann somit auch als Grenzlage des Schnittpunktes zweier benachbarter Charakteristiken 
aufgefaBt werden. Die Gesamtheit aller Charakteristiken heiBt die einhiillende Flache 
des Systems. Sie beriihrt jede Flache des Systems in ihrer Charakteristik. Die Gesamtheit 
aller Grenzpunkte heiBt die Gratlinie oder Riickkehrkurve des Systems. Sie bertthrt 
in jedem Grenzpunkt die zugehérige Charakteristik. Sind die Flachen des Systems durch 
F(x, y, 2, &) = 0 (« = Parameter) gegeben, so lauten die Gleichungen der Charakteristiken: 


F=0, a =. Die Koordinaten der Grenzpunkte erhalt man aus den Gleichungen: F = 0, 
a“ 

OF O2F a Foe : Gleich Pp t 

an = 0, aa2 = 0. Eliminiert man aus den beiden ersten eichungen den Parameter «, 


so bekommt man die Gleichung der Einhiillenden. Diese Betrachtungen lassen sich auf 
den R,, verallgemeinern. Vgl. auch Kap. 4, Ziff. 15. 
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Dadurch erhalt man z als eine Funktion der x, die noch die y willkiirlichen 
Funktionen yw enthalt. Es ist die allgemeinste Losung von (12) und heiBt daher 
das allgemeine Integral. Fir vy = 1 werden die a nach (19) Konstante, man 
erhalt wieder das vollstandige Integral. Die Maximalzahl der willkiirlichen 
Funktionen ist also m — 1. Die Elimination der a aus den Gleichungen (18) und 


See 0. Gate ee (21) 
liefert, wenn sie ttberhaupt mdéglich ist, z als eine Funktion der x, die nichts 
Willkiirliches mehr enthalt. Diese Lésung heiBt das singulare Integral, 
weil sie sich nicht als spezieller Fall aus dem allgemeinen ergibt. 

11. Methode von Lacrance. Fiir » = 2 hat LAGRANGE eine sehr einfache 
Methode zur Bestimmung eines vollstandigen Integrals ersonnen: 
Die Differentialgleichung laute 





0 Oz 
F(e,y209=0 b=5, 9=3,. (22) 
Wir nehmen eine zweite Gleichung 
DEA) 2 Pad) sd (a4 = konst.) (23) 


hinzu (iiber ® wird spater Naheres verfiigt werden) und lésen (22) und (23) nach p 
und g auf. Die so erhaltenen Werte setzen wir in dz = pdx + gdy ein und 
bekommen 

dz = (x,y, 2, a)dx + w(x, y, 2, a)dy. (24) 


@ sei nun so beschaffen, daB die rechte Seite von (24) ein totales Differential 
wird, daB also 





Op Op Ow op 
oy ie, oe ee 
Die Integration von (24) liefert (vgl. Ziff. 52) 
TS V2.0) 0 oder [(4, 94, @)0) = 0 (6 = konst.), (25) 


das gesuchte vollstandige Integral. Das allgemeine Integral erhalt man durch 
Elimination von a und 6 aus 


f(%¥%4,0)=0, bag), 24 Hora 0, (26) 


wo g(a) eine willkiirliche Funktion ist, das evtl. vorhandene singulare Integral 
durch Elimination von a und 6 aus den Gleichungen: 


Die 


[4s 9,2, 4, -b) == ©, aoe ot 9. (27) 


Beispiele. 1. F(y, p,q) =0. 

Wir nehmen dazu # = a und erhalten q=f(y, a), dz=adx + fly, a)dy, 
2=ax+ It, a)dy + b. 

PRAIA ie RTI = TO, 

Wir nehmen dazu g = ap und erhalten 


P=! 4), qg=af(,a), dz—f(, a) (dx + ady), lpes “a+ay +b, 
3. f(x, p) = g(y, q) (getrennte Veranderliche), | 


Wir setzen f(x, ) = a@ und erhalten b = (x, a) as g 
z= [ols ajax +[y (y, a)dy +b. 7= Vl @), 


—e 
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12. Methode von Jacosi. Wir eliminieren z durch den Kunstgriff aus 
Ziff. 6, d.h. wir denken uns z durch die Gleichung 





VIR, Bo hag oe ah ee (28) 
definiert, haben daher av 
Oz ; 
A= ar OR" | RA rae 
und statt (28) one 
OV oV OV OV 
(ee Ee a aE (29) 
V ist jetzt abhangige Variable, z, x,, %),...%, sind die unabhangigen Variablen. 
Aus (29) ergibt sich durch Auflésen nach ah 
OV OV OV OV 
Se tHe tas taster Fos Geo FE) =O (30) 
Wir ersetzen OV/0x,; durch die Variable f; (¢ = 1, 2,...,) (nicht zu ver- 
wechseln mit den fritheren #,;) und bezeichnen A (z, x1, %9,.--,%n, Pi» Por -- +> Pn) 


kurz mit H. Die Differentialgleichungen der Charakteristiken von (30) lauten 
nach (15): 














d on) 
az. dx, 0H ba oe OEE Apa Or 
¢) pos dt as ats ar, ee Te TOE 
‘ efi (31) 
=>" * Oba (6 Seats Oe aca, 92) 
Wir kénnen also ¢ = z setzen. Wir integrieren das sog. kanonische System 
dx, 0H Gps acudl i 
= Bb haar (i =1,2,...,). (32) 
Das allgemeine Integral sei 
ete (Lt ee Men en tO tare. cans 0 ‘ 
v fil a | n 1 m4 (i aa 4 2: pt n), (33) 
Pg SA ee eo, Ay Dye F~8, Un) 


wobei x; = 4;, p; = 5; (a;, 6; = konst.) fir t= %. 
Wir setzen diese Werte in 


n 
OH 
= eS 3 
i pa ep 


ein, dann ist i t 
V eats ae +c  (c=konst.) 

ein vollstandiges Integral von (29) oder (30). Dabei hat man die a; aus (33) 
durch ¢, 0;, x; auszudriicken. Es reduziert sich fiir t=¢%) auf 0, %, + 0%» 


ie ore 


Ist umgekehrt V = w(z, %45%,-- +» %p, 01, bg, ..+, Dn) + ein vollstandiges 
Integral von (29), so liefern die Gleichungen 
= = Pi» oY aay, (ES (34) 
i 


, : : OV 
das allgemeine peti von (32). Man hat einfach die Gleichungen $b 


nach den 4; aufzulésen und erhalt die #; aus den ersten Gleichungen (32). 
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Spezieller Fall (getrennte Veranderliche). H sei von der Gestalt 
H Si: (Xx, Px), WO H, nur von %q und , abhangt. Wir setzen H,(x;, Pi) = 9% 
(0; Siigacs i =1,2,...,”) und lésen nach ; auf: p; = f;(%, 5;). Ferner sel 


h =i dann ist n 
a=1 = —ht +> | fa %a» Ox) d%a + € 
a=1 


ein vollstandiges Integral. Aus den Gleichungen 


SE =a; (a; = konst.. 7=1,2,..., nN) 
erhalt man die %;. 
Wahlt man /) 6;, by, =: ., 9,24 an Stelle der Konstanten 0,, b9,..., 0, als 


n 


willkiirliche Konstanten und _ setzt eee 1 ia (Xo b,)d%,-+c, so hat man 








die x; aus den Gleichungen ae 
av’ ov’ ms ed 
t+c= az, a; = 5p, (fsa) Te Oe ce en) 
und dann die #; aus av’ 
pe = ae ee 


zu berechnen. Das ist die in der Physik bei der Hamilton-Jacobischen 
Gleichung angewandte Methode’). 


Iv. Allgemeine partielle Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 

13. Charakteristiken zweiter Ordnung. In diesem Abschnitt sollen die 

partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir eine unbekannte Funktion 


von zwei unabhangigen Veranderlichen x und y behandelt werden. Wir fuhren 
die Eulerschen Bezeichnungen ein: 


Oz Oz Oz Oz One 
P= Fe 1 aye = at SS ary 
Die Gleichung zweiter Ordnung sei: 
F (x,y, 2, p,9,% 8, t) =0. (36) 
Ferner setzen wir: 
__ OF OF OF 
Recap RO geo tees G7) 


Wahrend bei einer Differentialgleichung erster Ordnung eine Integralflache 
durch eine Kurve, die auf ihr legt und keine Charakteristik ist, eindeutig be- 
stimmt ist (Ziff. 10), kann man bei einer Gleichung zweiter Ordnung noch die 
Tangentialebenen der Integralflache in den Punkten der Kurve vorschreiben. 
Das allgemeine Integral enthalt also zwei willkirliche Funktionen. Die Kurve 
darf allerdings keine sog. Charakteristik zweiter Ordnung sein. Darunter 
versteht man folgendes: Wir bezeichnen ein System von Werten der GréBen 
x,4,2,p, 9,7, 8,¢t als Flachenelement zweiter Ordnung. Eine einparametrige 
Schar von solchen Flachenelementen, welche der Gleichung 


Rdy? —Sdxdy+Tdx?=0 (38) 


ty Vel. hierzu Kap. 9, Ziff. 8 bis 10. Uber den Zusammenhang mit der Variations- 
rechnung siehe ferner Iseyep ail, 7Abuis Sh, al. 
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geniigen und auf einer Integralflache von (36) liegen, heiB®t eine Charakteristik 
zweiter Ordnung von (36). Durch eine solche gehen unendlich viele Integral- 
flachen, die von unendlich vielen Konstanten abhingen. Den zwei Wurzeln 
der in dy/dx quadratischen Gleichung (38) entsprechend, gibt es zwei Systeme 
von Charakteristiken zweiter Ordnung, wenn die Diskriminante von (38) nicht 
verschwindet. Eine Funktion z = (x,y), welche der Gleichung (36) geniigt 
und auBerdem die GréBen (37) zu Null macht, heiBt ein singulares Integral. 
Jede nichtsingulare Integralflache enthalt unendlich viele Charakteristiken 
beider Systeme. 

14. Differentialgleichung von Monce und Ampzre. Darunter versteht man 
eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche in 7, s, ¢, vt — s? linear ist, 
also von der Gestalt . 


Hr+2Ks+ Li+M+N(rt—s*) =0, (39) 


worin H, K, L, M, N nur von x, y, 2, $, g abhangen. Durch einen gegebenen 
Streifen von Flachenelementen erster Ordnung (x, y, 2, £, g) (Kurve samt Tangen- 
tialebene in jedem Punkte) geht eine und nur eine Integralflache von (39), wenn 
der Streifen keine sog. Charakteristik erster Ordnung ist, in welchem 
Fall dann unendlich viele Integralflachen hindurchgehen, die von unendlich 
vielen willkirlichen Konstanten abhangen. Unter einer solchen Charakteristik 
versteht man einen Streifen, der den Gleichungen 


Hdy*? —2Kdxdy+ Ldx?+ N(dxdp+dydq)=0, 

Hdpdy + Ldqdx + Mdxdy + Ndpdq=0O, (40) 

dz=pdx+qdy 
gentigt. Jede Charakteristik zweiter Ordnung von (39). enthalt eine solche erster 
Ordnung und jede erster Ordnung ist, wenn S? — 4RT + 0, in unendlich vielen 
zweiter Ordnung enthalten, welche von einer willkirlichen Konstanten abhangen. 
Jede Flache, welche unendlich viele Charakteristiken zweiter Ordnung eines 
der beiden Systeme enthalt (Ziff. 13), ist ein Integral von (39). Unter einem 
Zwischenintegral von (39) versteht man eine Gleichung 

D(x, y, 2, p, g) = konst., (41) 
deren sadmtliche nichtsingularen Integrale der Gleichung (39) geniigen. 
Beispiele. 1. Abwickelbare Flachen (vgl. Kap. 4, Ziff. 19, 22). 


Differentialgleichung : vt — s* = 0 (Kriimmung = 0). 
Charakteristiken erster Ordnung: df=0, dq=0, d(z—fx—qy) =0. 
Zwischenintegrale: g=o(b), 2—px—qy=y(p) 


(py, y willkiirliche Funktionen). 


Die Einhiillende der Ebenenschar z— cx — p(c)y—p(c) =0 ist die 
gesuchte allgemeine Integralflache. 


2. Minimalflachen (mittlere Kriimmung = 0) (vgl. Kap. 4, Ziff. 19, 28). * 
Differentialgleichung: (4 + q?)ry — 2fqs+ (1+ p?)t = 0, 
allgemeines Integral (nach AMPERE): 
a= p(w) + yr), 
y = p(u) — ay’ (uw) + pr) — By"), 


z= tf Ye+ig" (udu + if le +1y" ede 
(y, w willkirliche Funktionen). 
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15. Lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung. Darunter 
versteht man eine Gleichung von der Form: 


Arv+2Bs+Ct+Dp+£q+ Fz=0, ; (42) 


wobei die Koeffizienten A, B, C, D, E, F nur von x und y abhangen. Die Wurzeln 
der Gleichung 








Ai? —2B1l1+C=0 (43) 
seien 4, und 4,. Wir fiihren eine Lésung & der Gleichung 
0” Op _ 
Ae + Ay ay. 0 (44) 
und eine Lésung 7 der Gleichung 
Op Op _ 
Paes hy ay 0 (45) 
als neue Variable statt x, y ein; dann nimmt (42) die Gestalt an: 
Oz Oz Oz 64 
Wea Ga Oe ee (46) 


wo a, b, c Funktionen von é und y sind?). Ist 4, = d,, so wahlt man fir 7 eine 
Lésung von (45), fiir & eine Funktion, welche (45) nicht befriedigt, und erhalt 
fiir (42) die Form: 





ez, 0 é : 
fe eae ee. A aaa te (47) 


Die Projektionen der Charakteristiken erster Ordnung von (42) (Ziff. 14) 
auf die xy-Ebene geniigen der Differentialgleichung 


Ady? — 2 Bdxdy + Cdx? =0 (48) 


und heiBen kurz die Charakteristiken von (42). Beschrankt man sich auf das 
reelle Gebiet, so gelingt die Transformation auf die Gestalt (46) nur, wenn 
B*— AC >0. Ist B2— AC <0, so fihrt man, um im Reellen’ zu bletben, 
den reellen und imaginaren Teil von € und 7 als neue reelle Veranderliche &’, 7’ 
ein; dann erhalt- man fiir (46) die Form 


oF Co ae ye / 








Ist B? — AC = 0, so befindet man sich im Fall (47) (A, = A,). Man nennt die 
lineare Differentialgleichung (42) hyperbolisch, elliptisch oder parabolisch, 
je nachdem die Diskriminante von (43) 


B?— AC=0. 


Die Charakteristiken in der &y-Ebene bzw. &’y'-Ebene sind fiir die Gleichung (46) 
die Parallelen zu den Achsen, fiir die Gleichung (49) die Minimalgeraden 
é' + in’ = konst., fiir die Gleichung (47) die Parallelen zur &Achse. 
16. Methode von Riemann. Sie bezieht sich auf die Integration der hyper- 
bolischen Differentialgleichung 
Ou Ou 
a6 tan 4 os tcu=0O (50) 








1) Die Bedeutung dieser Variablentransformation ist folgende: Die Gleichungen (44) 
bzw. (45) haben nach Ziff. 4 gerade dieselben Charakteristiken wie Gleichung (42). Wir 
fiihren also die Integrale der Charakteristikengleichung als neue Verdnderliche ein, d.h. 
wir machen je eine der Charakteristiken der beiden Scharen zu Koordinatenachsen. 


- aa — 
ai 3. er 
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im reellen Gebiet (s. Abb. 1; die Kurve ©: DFEB soll von jeder Parallelen zu den 
Achsen nur in einem Punkte geschnitten werden). Im Innern und am Rande des 
Rechteckes t: ABCD (Seiten parallel zu den Achsen) seien a, b, c samt ihren 
partiellen Ableitungen erster Ordnung stetig, 
Dann gelten folgende Satze: 

1. Es gibt eine und nur eine samt ihren 
partiellen Ableitungen erster Ordnung im Gebiet 
®:FEP stetige Lésung v der sog. zu (50) ad- 
jungierten Differentialgleichung 

ov O(av 0(b 
Oxdy Ae 3 je tev =0, (54) 


x 
[oae F 
welche fiir y=» den Wert e§ und fiir x =& 
y 

















Abb. 1. Riemannsche Methode. 


f ady 
den Wert e”  annimmt; sie heiBt die Riemannsche Funktion v(x, y; &,). 
2. Die einzige samt ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung im Recht- 
eck Ri stetige Lésung von (50), welche langs der Seiten AB und AD vorgeschriebene 
Werte annimmt, laBt sich mittels v in einem beliebigen Punkt P (é, 7) von ® 
so darstellen: 


u(&, 4) = (uv) 4 Gee! bu) dx SAEs 
A A 


3. Die einzige nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung in  stetige 
Lésung u von (50), welche nebst si und ms langs der Kurve © vorgeschriebene 


Werte annimmt, laBt sich im Punkte P (&, 7) von % folgendermaBen darstellen: 


u(E, 1) = > [lo)e + (wo)z] 


+ f{fous - ; (v3 uw )[ax jane 4 ; (v5 — us| ay}. 
PF 


4. Vertauscht man in v(x, y; &, 4) das Paar x, y mit dem Paar &, 7, so erhalt 
man eine Lésung von (50) mit den analogen Eigenschaften in bezug auf (50) 
wie die friihere Funktion v in bezug auf die Gleichung (51). 


Beispiele. 1. Die Gleichung der schwingenden Saite 1laBt sich auf 


: 3 Ou 
folgende Form bringen (Ziff. 21): aap =0, 











3 F Z oO 
adjungierte Gleichung: aoe =0, 
Riemannsche Funktion: v = 1. 
Die Kurve © sei die Gerade y = x; es sei auf ©: 


==] (4), se FE = Ol), 


dann ist 7 


u(é,7) = 4{f(—) + f(y)] — $/y(x)dx. 
é 


(Zum Problem der schwingenden Saite vgl. noch Ziff. 21 ff.) 
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2. Die sog. Telegraphengleichung laBt sich auf folgende Form bringen: 


a +cu=0 (c= konst.) 
: : é ou 
adjungierte Gleichung: ae oy +cv=0. 
Wir definieren @(z) durch die Besselsche Funktion erster Art Jg(z) (Kapa 
Ziff. 13): a oo eas 
®() = Jy2V=1 +>) (— 1) gape 
n=1 
Riemannsche Funktion: v(x, y; &, 7) = Ple(« — é)(y — 9)] - 
Fury = % soll ieee ay 
u={(t),- 35-4, = 2) 





sein, daher Lésung 


u(E,n) =4U + A] — $f Flee —) Y — Mle @)ax 
é 


+ ge(n— €) [lex — 6)  —a)] fdas. 
g 


17. Methode von Laprace. Die Methode von LApLACE sucht die Gleichung (50) 
durch Quadraturen zu integrieren. (50) 1aBt sich namlich auf die Form 
SA + bm, — hz = 0; (52) 
bringen, wo (5 
. 63) a= 52 baz und h= + ab —c 


ist. Ist h=0, so laBt sich (52) als lineare Gleichung erster Ordnung fiir 2, 
sofort durch Quadraturen integrieren (vgl. Ziff. 6) und (53) liefert dann in 
analoger Weise z. Ist 4 + 0, so eliminiert man z aus (52) und (53) und erhalt fir 
z, wieder eine Gleichung vom Typus (50). Wenn in ihr # = 0 ist, kann sie durch 
Quadraturen integriert werden. Sonst wiederhole man das Verfahren solange, 
bis einmal das betreffende  verschwindet, was aber nicht immer eintreten muB. 
Einen zweiten analogen Integrationsproze8 erhalt man, wenn man die Rollen 
von x und y vertauscht. 

18. Adjungierter Differentialausdruck und Greensche Formel. Der lineare 
Differentialausdruck in zwei unabhangigen Verdnderlichen x und y 


A tg, + 2BUgy + Cuyy + Dug + Eu, + Fu, 
wo A, B, C, D, E, F, u Funktionen von x und y sind, hat zum adjungierten Aus- 
aes (A)e2 + 2(B)ey + (C0)yy — (D0)g — (Ev), + Fv; 
er ist also sich selbst adjungiert, wenn 
D=A,+B,, E=B,+C,. 


Nach Ziff. 15 lat sich daher durch Einfiihrung zweier entsprechender Integrale 
der Charakteristikengleichung der allgemeinste, sich selbst adjungierte elliptische 


Differentialausdruck auf die Form 


L{u} = pAu + py tte + Py My + qu, Au = Ugg + Uyy (53) 


bringen!). Sind die auftretenden Funktionen samt ihren entsprechenden Ab- 








1) Mit Ricksicht auf das entsprechende Variationsproblem (vgl. Kap. 9, Ziff. 23) 
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leitungen in einem von stiickweise glatten Kurven C begrenzten ebenen Bereich B 
stetig, so gilt die Greensche Formel: 


[Lu] —uLp) do= |p (vst - weds. (54) 
(B) (C) 


Dabei bedeutet s die Bogenlange auf C, 0/0n die Ableitung nach der auBeren Nor- 
malen; das Doppelintegral links (do = Flachenelement) ist itber den Bereich B, 
das Integral rechts iiber die Berandung C zu erstrecken. 

19. Die Greensche Funktion eines elliptischen, sich selbst adjungierten 
Differentialausdruckes. Sie wird mit G(x,y; &,1) bezeichnet und folgender- 
maben definiert : 

1. Sie ist, abgesehen vom Quellpunkt x= é, yy, samt ihren Ableitungen 
erster und zweiter Ordnung stetig. In der Umgebung des Quellpunktes hat 
sie die Form ; 





; Q\4, V5 639 
G(x, 9) 84) — Te a Ine ne yhs Eom) a 
Dabei ist r = J (x — &)2?+ (y— 7)? der Abstand der beiden Punkte (x, ¥) 
und (&, 7), y(x, y; &, ) eine in der Umgebung des Quellpunktes samt ihren Ab- 
leitungen erster und zweiter Ordnung stetige Funktion, ebenso a(x, y; & 7) 
eine mit stetigen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung versehene Funktion, fiir 
die identisch a(&, 7; &,) = ist. 

2. Sie geniigt den Randbedingungen. 

3. Sie erfillt die Differentialgleichung L[G] = 0, auBer im Quellpunkt. 
L ist der Ausdruck (53). Eine Funktion, welche die Bedingungen 1 und 3 erfiillt, 
heiBt eine Grundlésung der Differentialgleichung 


Lie) 0% (55) 
Die Greensche Funktion erfiillt die Symmetriebedingung 
G(x, 9; 69) = G(E,7; x,y). 


Thre Anwendung beruht auf folgendem Satz: Sind / und ~ zweimal stetig differen- 
zierbar, so bedingen sich die Gleichungen 


Lif}=—9y) und j(%,y)=[[6@,9: Ene Endédn (56) 
s B 





wechselseitig. Daraus folgt sofort: Die Lésung der Differentialgleichung — 
Liv] + do (x, y)v = g(x,y) Pears) 
ist Aquivalent mit der Auflosung der Integralgleichung (vgl. Kap. 8, Ziff. 1, 4, 5). | 


v(*, 9) =4f[G(x,9; &,n)o(6,)v(é, nae dn —[[Cw 9:8 1) g (En) dé dy (58) 
: (Q > 0). - 
Sie 1aBt sich durch die Substitution 
K=Gyo(x,»)o(En), — #(#,9) = Vol») 0 (my) 

auf eine solche mit dem symmetrischen Kern K (x, y; &, 7) zuriickfiihren. Ihre 
Eigenfunktionen bilden ein vollstandiges, orthogonales Funktionensystem, Jede 
den Randbedingungen geniigende, zweimal stetig differenzierbare Funktion f(x, y) 
1aBt sich in eine absolut und gleichmabig konvergente Reihe nach den Eigen- 
funktionen entwickeln. Ist 2 = 0 Eigenwert, d.h. gibt es eine den Randbe- 
dingungen geniigende Lésung von (55), so hat man die Definition der Greenschen 
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Funktion wie in Kap. 9, Ziff. 25 zu erweitern. Tritt an Stelle der x y-Ebene eine 
beliebige Flache des Raumes mit dem Bogenelement 





ds? = Edx? + 2Fdxdy + Gdy’, (59) 
so hat man L[u] zu ersetzen durch ; . 
Ou OU” u u 
| a he Gon 
a) 0 0 
pie oes lp ea + = -\p ae) +qu. (60) 
 VEG= FH Oy VEG=E3 % VEG—F 


Alle iibrigen Uberlegungen gelten auch hier. 
Beispiel. Einheitskugel: x = 0, y= 9 (Polarkoordinaten). 
E=1, F=0, G=sn??, f=4, ¢=0, @=—1. 
2 5 ) 
a mo a x (sin? 9 55) AD 0 
Randbedingungen: Regular auf der ganzen Kugel auer im Quellpunkt (7, q;). 
«% = sphirischer Abstand der Punkte (3, y) und (Vj, oy) 


4 a 
EO, 05 9, %) = — 4 n(2sin $). 
Eigenwerte: 1,=0, A, =n(n + 1) (0 2 1,257, oe 





Differentialgleichung : 


Eigenfunktionen: Wy = aE = SAFO: 
aU 
Reihenentwicklung nach Kugelflachenfunktionen (vgl. Kap. 7, Ziff. 11). 


V. Partielle Differentialgleichungen der 
mathematischen Physik. 


20. Allgemeine Methoden und Kunstgriffe. Da es keine Methode gibt, 
die Integration partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung auf Systeme 
gewohnlicher Differentialgleichungen zuriickzufiihren, analog wie man es bei 
den partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung tun kann, so seien hier zuerst 
einige allgemeine Methoden und Kunstgriffe zusammengestellt, mit deren Hilfe 
in manchen Fallen die Integration gelingt. Dann sollen einige wichtige partielle 
Differentialgleichungen der mathematischen Physik behandelt werden. 

1. Man setzt die unbekannte Funktion als Produkt von mehreren Faktoren 
an, von denen jeder nur von einer Veranderlichen abhangt. Fiir die einzelnen 
Faktoren ergeben sich manchmal gewohnliche Differentialgleichungen. So wird 
im Kap. 7, Ziff. 15 die Laplacesche Gleichung in elliptischen Koordinaten durch 
Lamésche Funktionen integriert. Die bei der Integration der entstehenden ge- 
wohnlichen Differentialgleichungen eingefiihrten Konstanten kénnen nicht will- 
kurlich gewahlt werden, sondern werden durch die Anfangs- oder Randbec- 
dingungen des betreffenden physikalischen Problems beeinflu8t. Die Gleichung 
der schwingenden Saite wird in Ziff. 21 nach diesem Kunsteriff behandelt (B er - 
noullische Lésung). 

2. Man setzt die unbekannte Funktion als Reihe (Potenzreihe, Fouriersche 
Reihe usw.) mit unbestimmten Koeffizienten an und berechnet diese aus der 
Differentialgleichung und den Anfangs- bzw. Randbedingungen durch Koeffi- 
zientenvergleichung (vgl. Ziff. 21, 22, 24, 26, 28) 


3. Bei der Laplaceschen Gleichung in der Ebene oo + a = 0 verwendet 
x yy. 


man oft mit Vorteil die konforme Abbildung. So z. B. bei ebenen Stré6mungs- 
problemen folgender Art: Es ist die stationadre, wirbellose Stromungsverteilung 
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in einem ebenen Bereich aufzufinden, in den an verschiedenen Stellen des Randes 
Flissigkeit ein- oder ausstrémt. Ist v die zu « konjugierte Funktion (vgl. 
Kap. 6, Ziff. 22) und deutet man w und v als Potential der Geschwindigkeit 
und Stromungsfunktion, so ist v an den Ein- und Austrittsstellen der Fliissig- 
keit, w an den iibrigen Stellen des Randes konstant. Die Funktion f(x + 7y) 
=u + tv bildet also den gegebenen Bereich der xy-Ebene auf einen Bereich der 
uv-Ebene konform ab (vgl. Kap. 6, Ziff. 22), der von Parallelen zur w und 
v-Achse begrenzt ist. Ist also /(* + 7¢y) funktionentheoretisch ermittelt (vgl. 
Kap. 6, Ziff. 29), so liefert die Zerlegung in den reellen und imagindren Teil 
die gesuchten Funktionen. w und v. Praktisch hat diese Methode allerdings 
meist in der Weise Verwendung gefunden, da man von einer gegebenen 
Funktion f(* + 7y) ausgegangen ist und untersucht hat, zu welchen Rand- 
werten sie eine Lésung des Strémungsproblems liefert. 

4. Verwendung der Greenschen Formel und der Greenschen Funktion. 
(Vgl. Ziff. 36, 37). Hierher gehért die Riemannsche Integrationsmethode (vgl. 
Ziff. 16), die Verwendung der Integralgleichungen bei sich selbst adjungierten 
elliptischen Differentialgleichungen (vgl. Ziff. 18. 19). 

5. SchlieBlich die Verwendung der Integralgleichungen zur direkten Lésung 
der Randwertprobleme der Potentialtheorie nach der Methode von PLEMELJ 
(vgl. Ziff. 35). 

21. Homogene Saite). Die Differentialgleichung der freien Schwingung einer 
homogenen Saite lautet: Ou Cu 

2 


UTP PRE tot) 


u bedeutet die zur Abszisse x und Zeit ¢ gehérige Elongation, u = yz (o= Dichte; 


p = der die Saite spannende Zug, 1/u = Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Er- 
regung). Ist die Saite eingespannt, so sind die Randbedingungen (Lange = 2): 


u(O, 4) = u(z, 7) = 0. 
Durch passende Wahl der Zeiteinheit kann man erreichen, daB w= 1 wird. 
Wir setzen gemaB Ziff. 20 
: u=i)g 


und erhalten dann Gleichung (61) in der Gestalt 
P26) 





f (*) g(t) 


Daratis ergibt sich, daB beide Seiten derselben Konstanten —A gleich sein 
miissen, weil die eine nur von x, die andere nur von ¢ abhangt. Aus den Rand- 


bedingungen folgt: /(0) = f(a) =0. 


Aus diesen Bedingungsgleichungen ergibt sich wegen /’’ (x) + Af(x) = 0. 
f(x) = sinnx (n = ganze Zahl, 1 = n?). 
Ferner wird 
g(t) = a,cosnt + b, sinnt (aq, by willkiirliche Konstante). 
Fir jedes ganzzahlige  erhalt man daher eine Lésung der Differential- 
gleichung (61) in der Form 
u = sinnx (a, cosnt + 6, sinnt). 


1) Vgl. Kap. 9, Ziff. 20. 
23* 
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Jede durch ein solches Glied dargestellte sinusférmige oder harmonische Schwin- 
gung heiBt eine Eigenschwingung der Saite, die Zahl m die zugehérige Eigen- 


frequenz. 
Als allgemeine Lésung kann man daher ansetzen: 


U = >'SiN yn % (Ay COSMnt + by SiN y_t) (¥n =), 
n 


wobei die Summe endlich oder unendlich viele Glieder besitzen darf, voraus- 
gesetzt, daB die Reihe gleichmaBig konvergiert und entsprechend oft differenziert 
werden kann. Durch geeignete Wahl der Konstanten a,, 5, laBt sich die Lésung 
einem willkiirlich vorgegebenen Anfangszustand anpassen; man kann verlangen 


u(x, 0) =e), HE) _ wey, 





wobei die Funktionen ¢ (x) und p(x) stiickweise glatt +), sonst willkiirlich sein mégen. 
Ist der Anfangspunkt (¥ = 0) der Saite fest, der Endpunkt (x = 2) gemaB 
der Gleichung Ou 
=— = —hu 
Ox 
elastisch an seine Ruhelage gebunden, so ergibt sich 
f(0)=0, hf (na) =—f’ (a). 
Die Eigenfrequenzen », sind jetzt die Lésungen der transzendenten Gleichung 
higva=—y. 


Fir h = 0 (d.h. bei freiem Ende der Saite) wird speziell », = — 4. 
Alle bisherigen Lésungen der Schwingungsgleichung lassen sich in der Form 
u(x, t) = f(x + t) + g(x —12) 


darstellen. Jede Lésung der Gleichung (61) mu8 diese Form haben; das erkennt 


man leicht, wenn man =x+hn=x—t 


als neue Veranderliche einfiihrt; Gleichung (61) wird dann 
Ou _ 
(vel. Ziff, 6, Beispiel 1). Book 


22. AuBere Krafte. Wirkt auf die Saite noch eine duBere Kraft Olan 
so lautet die Differentialgleichung der Bewegung 
Ou Cu 


dat — oe — Ox, 2). 


Hier kann man in folgender Weise vorgehen: Man denkt sich Q (x, t) nach den 
Eigenfunktionen sinnx entwickelt (vel Kap Zanet 


0 


Ql, 1) = >'0,@)sinnx,  Q,(t) = = [ O (x, t) sinnx dx 
n=1 0 
und setzt die gesuchte Lésung in der Form 
u(x, t) =>n (t) sinnx 
an. Durch Vergleichung der Roe von sinnx erhalt man 


—n? dn(t) = g(t) — Qn (it). 


1) Vel. Kap. 1, Ziff. 12, 





— 
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Daraus ergibt sich (vgl. Kap. 9, Ziff. 15) 


t 


1 3 

inl) = = [sinn( — 1) Q(t) dt + a,cosnt + b, sinnt. 
0 

Die Konstanten a,, 6, sind gema8 den Anfangsbedingungen zu wiabhlen. 


23. Inhomogene Saite. Die Differentialgleichung der inhomogenen Saite 
lautet: é eu Ou 
Ox (p =) ~ eC op ° 
Dabei bedeuten (x) den mit dem Querschnitt multiplizierten Elastizitats- 
modul, o(x) die Masse fiir die Langeneinheit. Wir setzen wieder an 
Mire u= 7 (x)g(t) 
und erhalten (p (x) i (x)V o g” (t) 
f(*) @ (*) g(t) - 
Diese Gleichung kann nur dann erfiillt sein, wenn jede ihrer beiden Seiten der- 
selben Konstanten —A gleich ist. f(x) geniigt daher der Differentialgleichung 


(pf) + 4of=0, (62) 
wahrend g(¢) der Differentialgleichung 
eat AG ae0 
geniigen mu. Wir erhalten also fiir u die Gestalt (2 = v®): 
u = f(x) (acosrt + bsinyvt). 


/(*) ist aus der Gleichung (62) gema8 den Randbedingungen zu bestimmen. 
Als solche kommen in Betracht: 

1. {(0) =0 bzw. f(z) = 0 (eingespannte Saite) ; 

2. Myf (0) =} (0) bzw. —h, f (x) = /’ (a) (elastisch befestigtes Ende; h,, h,>0, 
wenn die Ruhelage eine stabile Gleichgewichtslage sein soll) ; 

5= 7 (0)'= 0 bzw. f (=) = 0 (freies Ende); 

4. {(0) = f(a) bzw. p(0) (0) = f(a) f(a) (Periodizitatsbedingung). 
Die Lésungen der Differentialgleichung (62), welche diesen Randbedingungen 
geniigen und nicht identisch verschwinden, heiBen ihre Eigenfunktionen 
(vgl. Kap. 9, Ziff. 24), die entsprechenden j-Werte ihre Eigenwerte (sie er- 
geben sich als positiv). . 

24. Erzwungene Schwingungen. Hier kann man so vorgehen wie in Ziff. 22, 
oder folgenden Weg einschlagen. Die Differentialgleichung lautet: 


0 Ou Oru 
dx (Pag) =O ae — OC%9- 
Die erregende Kraft Q(x, t) setzen wir zeitlich periodisch, also in der Form 


py (x)e*t, voraus. Fir « setzen wir an 
b= f(x)a?*. 











Dann muB / der Gleichung 

Pye oy =p» (ht?) (63) 
geniigen. Wir denken uns die Lésung nach den Eigenfunktionen /,(x) des be- 
treffenden Problems entwickelt, somit 


i(«) = an in(e), 


ebenso oo 


OA) SMenfalt), n= | fale) ple) de. 
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Durch Koeffizientenvergleichung erhalt man aus der Differentialgleichung (63) 
Sie 7 (A, bedeutet den zu fy, gehérigen Eigenwert). 

Dabei wird vorausgesetzt, dab keine Resonanz eintritt, d.h. daB ow =ya 

nicht gleich einer der Eigenfrequenzen V,_, = Van wird. 

Den Fall einer beliebigen erregenden Kraft kann man auf den eben be- 
handelten zuriickfithren, indem man die Kraft durch eine Fouriersche Reihe 
darstellt (vgl. Kap. 7, Ziff. 3). ' 

25. Schwingender Stab. Die Differentialgleichung des transversal schwingen- 
den homogenen Stabes lautet: 

Ou ru 





Gist ane 
Setzt man wieder 
ante u = felt), 
so ergibt sich PEG eve Ue 
ere fe) ~ ef : 
as ‘en ("= Mp0, ae Ag=0. (64) 


1 ist wieder gemaB den Randbedingungen zu bestimmen. Die Lange des Stabes 
sei a: das Intervall 0 = x = m sei die Ruhelage des Stabes. Als Randbedingungen 
kommen in Betracht: 

4. f(x) =f" (*) =0 fir x =0 bzw. x =a (freies Ende); 

2. f(x) =f’ (x) =0 fir + = 0 baw. x =a (gestiitztes Ende); 

3. f(x) =f’ (*) =0 fir x =0 bzw. x =a (eingespanntes Ende) ; 

4. #(0.) =f (2), £0) =/@), £0) =f" @), £0) =P" (a) (Periodizitat). 

Als allgemeines Integral der ersten Differentialgleichung (64) ergibt sich, 
wenn Ji = (A + 0) gesetzt wird: 

f(x) = ,cosyx + & sinyx + é coshyx + &,sinhyx, 

speziell fiir 1 = 0: 





(iG) =e, © 6 4G ee 


Die vier homogenen Randbedingungen (zwei fiir jedes Ende) liefern vier homo- 
gene Gleichungen fiir die vier Gr6Ben &, deren Determinante verschwinden muB, 
was eine transzendente Gleichung fiir die Eigenwerte 1, ergibt. Fir den beider- 
seits freien Stab ergibt sich z. B. 

coshyz cosym = 1 


und zu diesem y als Eigenfunktion 


[ (x) = (sinva — sinhyz) (cosyx + coshyx) 
— (cosya — coshya) (sinyx + sinhy~x) ; 


fir den beiderseits eingespannten Stab dieselben Eigenwerte und als Eigen- 
funktionen 


/(x) = (sinva — sinhyz) (—cosyx% + coshyx) 
— (cosy — coshya)(—sin yx + sinhyx). 
Beim beiderseits freien Stab tritt 0 als zweifacher Eigenwert auf mit den normier- 
; Bes 


ten Eigenfunktionen /(x) = ie und { (7) = Ae beim eingespannten Stab 


fehlen diese beiden Eigenfunktionen und der zugehorige Eigenwert. 
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_ 26. Schwingende Membran. Die Membran soll das Gebiet G der xy-Ebene 
mit der Berandung J" iiberdecken. Die Differentialgleichung fiir ihre Schwin- 
gungen lautet: Bing Ou bai, 

ox? | Oy? — OR ° 

_ Die. Randbedingung fiir die eingespannte Membran lautet: « =0 auf J” 
Wir setzen 

u(x, y,t) = v(x, y)g(Z) 





und erhalten fiir-v und g die Gleichungen 

dv _ et) _ _ Hy, hy 

alee (40 = Sys 033) 
4 muf daher eine Konstante sein, die wir gleich y? setzen. v muB somit der 
Differentialgleichung AVS Fret (65) 


genugen und am Rande verschwinden. Die 4 sind positive Zahlen, wie sich 
aus der Greenschen Formel ergibt (vgl. Ziff.18). Fir g folgt dann aus der 
Differentialgleichung g yag = 0 


g = acosvt + bsinvt. 





Wir erhalten eine unendliche Reihe solcher Lésungen, entsprechend den Eigen- 
werten », und Eigenfunktionen v, des Problems (vgl. Ziff. 21). Die Linien 


Un (x, Y ) =0 
bezeichnet man als Knotenlinien. 


Fur den Fall der rechteckigen Membran, welche das Gebiet G: 0< % <a, 
0=y=b bedeckt, ergeben sich die Zahlen 


l= a(S 4 *) (n,m = 1, 2,3,...) 


a b? 





als Eigenwerte; die Produkte 
May 


b 





- NUN . 
Set 


als Eigenfunktionen. Die Knotenlinien sind Parallele zu den Seiten des Recht- 
ecks. 
Bei einer frei schwingenden eingespannten Membran mit den Anfangs- 
bedingungen by aera 
u(x, ¥,0) = fly), IO) _ gy) 


denken wir uns uw nach den Eigenfunktionen v, entwickelt, also in der Gestalt: 


u(x, y, t) = >'U_ (%, Y) (@_ COS Y_t + b, Sin r_?). 
Dabei ist ee 


ee 
an = [fi om (% ydxdy, dn = + [fee y)enlx, y)dxdy. 
G @ 


Ist eine elastische Bindung der Membran am Rande vorhanden, so erhalt 
man eine Randbedingung von der Form 
Ou 
ay = 
—n bedeutet die innere Normale, o eine positive, im allgemeinen mit dem Orte 
am Rande veradnderliche GréBe. Das Problem wird ganz analog behandelt 
wie im friiheren Fall, die Eigenwerte ergeben sich wieder als positiv. 


—ou. 
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Ist speziell o = 0 (freie Membran), so tritt der Eigenwert A= Tat der 
Eigenfunktion v(x, y) = konst. auf. Fiir die rechteckige Membran ergeben sich 
dabei dieselben Eigenwerte wie bei der eingespannten Membran, als Eigenfunk- 


tionen jedoch MI x nay 
cos —— cos. 








eon Ou, 
Bei erzwungenen Schwingungen | Differentialgleichung : Au = ae — Q(x, 4, i) 


denkt man sich entweder die Kraft Q(x, y, t) und die gesuchte Funktion x (%, ¥, ?) 
nach den Eigenfunktionen v, der frei schwingenden Membran entwickelt, setzt 
also an 


Q(x, 9,4) =D anlt) n(x), w(%, 9, 2) =n) Un (%, ¥) 
n=1 n= 

und bestimmt die Koeffizienten u,(¢) aus den Differentialgleichungen 

Ue is Un = In» 


oder man denke sich die a4uBere Kraft periodisch und entwickelt sie in eine 
Fouriersche Reihe (vgl. Kap. 7, Ziff. 3). Dann braucht man das Problem 
nur fiir den Fall einer rein periodischen Kraft (x, y)e'°* mit Hilfe des Ansatzes 


u(x, y, t) = v(x, y)etrt 
zu lésen. Fir v ergibt sich 
Av +ilv = (x,y) (A = 07). 


Wir setzen Entwicklungen nach den Eigenfunktionen an: 


2%9) =Sanrales9), 9) =Denrnlesy), en = | [ps y) eal, 9) day 
= n= G 


und erhalten Pry a 
27. Kreisformige Membran. Wir fiihren Polarkoordinaten ein; der Radius 
der Membran sei 1. Die Differentialgleichung (65) lautet (vgl. Kap. 5, Ziff. 7): 


Ov 1 Ov 1 629 
aye Y Or a Ov t dv = 0. 





Fiir die eingespannte Membran ergibt sich als Randbedingung 
VAL DP) == 0. 


v(r, 3) = f(r)g (9) 
a 


P| f(r) + pala + Af (r) 2” (i) 
f(r) g (0) —— On Ste 


Wir setzen an 


und erhalten 








Da die Funktionen v und g periodische Funktionen von ® mit der Periode 22 
sein mussen, folgt 


a = n* (n beliebige, nicht negative ganze Zahl) , 
g (7) = acosn J+ bsinnd 

und 7 

PE) +17) + (24 — n) f(r) =0. 


Durch die Transformation 


ferner 
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erhalt man fir f(r) =y die Besselsche Differentialgleichung (vgl. Kap. 7, 
Ziff. 13): 





ay 1 dy We... 
do? to do * io ie Ro) 
Es ergibt sich also die Lésung von (66) als Besselsche Funktion (velo Kap. 7, 
Ziff. 13) in der Form 


wobei J,,(k) =O sein mu8. Die Eigenwerte 2 = k? sind also die Quadrate der Null- 
stellen der Besselschen Funktionen. Wir bezeichnen sie mit Raven Ot = 1,2, 3 5025) 


und erhalten somit allgemein 
U = Jn(Rn, m7) (xcosnd + Bsinn®) (a COSky, mt + Dsin Rp, mt) 


Knotenlinien sind die Kreise 9 = konst., bzw. Radien #? = konst. 
Fir eine am Rande elastisch gebundene Membran lautet die Randbedingung 


RJ, (k) =—oJn(R) . 


Die allgemeine inhomogene Membran wird nach denselben Methoden be- 
handelt und auf eine Differentialgleichung von der in Ziff. 19 behandelten Art 
zuriickgefihrt. 

28. Schwingende Platte. Die homogene schwingende Platte fithrt auf 
die partielle Differentialgleichung vierter Ordnung: 


2 
AAu+ S% =0. 


Setzt man wieder 
u=v(x, yg), 


AAv—iv=0 (Acs), (67) 
g(t) = acosvt + bsinvt. 


so erhalt man 


Die Randbedingungen der eingespannten Platte lauten: 


Ou 
(iO apo 

also fiir v: Pe 
Oe ~~ O 

nN 


Die einzige Begrenzung, fiir die eine Behandlung mit explizit bekannten 
Funktionen gelang, ist der Kreis. Wir denken uns Polarkoordinaten 7, # ein- 
gefiihrt, setzen 2 = k* und bezeichnen den Operator 


fe) 1 0 1 @ 
CP ame gia gee 





kurz mit 4. Dann lautet die Differentialgleichung (67) 
(AA — k4)v = 0 oder (A — k*) (4+ hk?) v= 0. 
Wir setzen v als Fouriersche Reihe an, also 
. + co 
i= > Ve". 
n=-co 


Jedes Glied muB fiir sich der Differentialgleichung geniigen, daher wird y, eine 
Lésung von 


(= fre te ra\(F. eee n? + Bly = 0. 





adr ' x ar 7 dr y ar 7 
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Diese Differentialgleichung hat die Lésungen J,,(k7) und J,,(¢r) ; fiir (67) ergibt 
sich somit als Lésung 


v(r, 9) = Jn(kr) (a, cosnd + by sinnd) 4-Jn(tk7) (agcosnd + by sinnv) . 


Die Randbedingungen lauten hier 


Ov 
v1, 9) =0, 5 (1,9) =0 


und liefern sonach 
In(k) a + Jn(th) ag = 0, In(P) by + Jn (th) b, = 0, 
n(h) a, + 0J;, (tk) dg = 0, n(h) by + tJ;,(¢%) bg = 0, 
also fiir die Eigenfrequenz k die transzendente Gleichung 
Teh) _ iJ (Gh) 
Tn(R) In (th) * 
29. Warmeleitung. Die Differentialgleichung der Warmeleitung in homo- 
genen isotropen Kérpern lautet bei passender Wahl der Zeiteinheit: 
Ou C1 iO: emma OMe 


OF Oy? 027 COHe = 











u = u(x, y, 2, t) ist die Temperatur. Die Randbedingungen fiir die Ausstrahlung 
eines homogenen K6érpers G mit der Oberflache J’ in ein unendliches Medium 
mit der konstanten Temperatur 0 lautet: 


Ou 
On — ou =o 
fiir die gesamte Oberflache I’; o ist eine Materialkonstante, — m die innere 
Normale. 
Wir setzen 


u = v(%, y, 2)g(?) 


und erhalten, wenn wir wieder den Laplaceschen Operator mit 4 bezeichnen: 





Av _ gli) 
= =). 
aa 
v gentgt also der Differentialgleichung 
Av+tiv=o, 
in G mit der Randbedingung 
dv i 
Bg +ov=0 


an der Oberflache J. Fiir w erhalten wir 
u=ave-*t, 


Wir behandeln speziell den Fall einer Kugel vom Radius 1. Bei Einfithrung 
von Polarkoordinaten (7, #, m) erhalt man fiir die Differentialgleichung 


1 ) OU Of Ge 0 (dv 
ee ea vr i 
y sind az” oe Pp 1 Oy (as ee) 7 00 (a sind) pai 


Setzen wir v= Y(q, f(r 
so ergibt sich as 











f e Y sin? |p ag nd 


iM ae ad Soon 1 64 4 b¥ 0 /0Y 
(a9 og? a ) =k. 
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Die Konstante & muB so gewahlt werden, daB die Differentialgleichung 

1 Cy i ey € pOY~. : 

sin} las (aaa ae] oo a sind) sae) 

eine auf der ganzen Kugeloberflache stetige Lésung hat. Daraus ergeben sich fiir 
R=n(e +41) -(n =0,14, 2,...), 


fur Y die Kugelfunktionen S,(0, gv) (vgl. Kap. 7, Ziff. 8). f(r) muB der 
Differentialgleichung 





(fy — n(n + 1)f + f= 0 
gentigen. Sie hat nach Kap. 7, Ziff. 13 die Lésungen 


T,( Yar) — Leen) a 


Vr 
A ist gemal den Randbedingungen zu bestimmen. Sind die betreffenden Werte 
fir ein bestimmtes 7 dn, ano,..., SO erhalt man als allgemeine Lésung 


w= S.( eT Vir = 1, 2 .Y. 


Fur einen itber dem Gebiete G der xy-Ebene errichteten Zylinder, der von 
den Ebenen z = 0, z = a begrenzt ist, kann man das Problem durch den Ansatz 


v = [(z)v* (x, 9) 
sofort auf das entsprechende ebene Problem zuriickfithren. Man erhialt z. B. 
fiir die Randbedingung u = 0: 


f? (¢ ae . 
an — ats A == == OUST, f =sinykz, k= 12; 22,32. 4, 


fiir v* ergibt sich die Differentialgleichung 
Av* + (A — n?) v* = 0. 





Ihre Eigenwerte unterscheiden sich von denen des ebenen Gebietes nur durch 
den Summanden u? und haben dieselben Eigenschaften wie die des ebenen 
Gebietes. 

Ist das Gebiet speziell ein Rechteck, also der Zylinder mit dem Wiirfel 
0=%, y, z= identisch, so sind die Eigenwerte /? + m?+ n2 (1, m,n = 1, 2, 
3,...) und die Eigenfunktionen sin/x sinmy sinnz. 

Die Darstellung der in diesem Abschnitt behandelten speziellen Differential- 
gleichungen der mathematischen Physik schlieBt sich eng an das in Ziff. 54 an- 
geftthrte Buch von CoURANT-HILBERT an, auf das der Leser aufs nachdriicklichste 
hingewiesen werde. 


VI. Potentialtheorie. 


30. Newtonsches Potential. Sowohl beim elektrischen oder magnetischen 
Elementargesetz (Coulombsches Gesetz) als auch beim Newtonschen Massen- 
anziehungsgesetz der Gravitation laBt sich die Feldstarke als Gradient?) eines 
Potentials darstellen. Der Punkt, in dem die Feldstarke bestimmt wird, heiBt 
der Aufpunkt. Wird das elektrische (magnetische) Feld oder das Gravitationsfeld 


y a 
1) Man Leal eee 


2) Vgl. Kap. 5, Ziff. 7. 
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durch » diskrete Massenpunkte mit den Massen m; und den Entfernungen 7; 
vom Aufpunkt erzeugt, so ist das Potential P bei geeigneter Wahl der Ein- 


heiten gegeben durch n 
aa > Riss : 68 
P yaa vi ( ) 


Man bezeichnet es kurz als Newtonsches Potential, ohne Riicksicht auf die 
physikalische Provenienz des Feldes. 
Sind die Massen iiber einzelne Raumteile stetig verteilt, so erhalt man 
folgende drei Formen des Newtonschen Potentials: 
U =[=, -S. [SS (69) 
JY” Y v 
(ZL) (F) (V) 
das Linien-, Flachen- und K6rperpotential. Im ersten ist eine stetig mit Masse 
belegte Linie L vorausgesetzt und p die lineare Massendichte, d.h. die Masse 
der Linie pro Langeneinheit ; 7 ist der Abstand des variablen anziehenden Punktes 
der Linie vom festen Aufpunkt, dL das Bogenelement von L; die Integration ist 
iiber die ganze Linie zu erstrecken. Analog bedeutet mw im zweiten und dritten 
Integral die Flachen- bzw. Raumdichte der Massenbelegung, dF und dV Flachen- 
und Volumselement?). 
Denkt man sich zwei Flachenbelegungen im Abstand « (s. Abb. 2), 
so da8 in iibereinanderliegenden Punkten absolut gleiche, aber entgegengesetzt 
bezeichnete Dichte wu herrscht, und 14Bt man mw wber 


é pom gor. pen alle Grenzen wachsen, wahrend « gegen Null konver- 


giert, so daB lim e~ =v endlich bleibt, so entsteht 
Abb. 2. Doppelschicht. e>0 


die sog. Doppelschicht mit der Belegungsdichte ». 
Bedeutet die von der mit der Dichte — yw belegten (negativen) Seite zu der 
mit der Dichte + mu belegten (positiven) Seite weisende Normale, so ist das 
Potential der Doppelschicht 


OA 
W = fox (Jar = — [% cos(r,n) Avie (70) 
(F) 


(v, m) ist der Winkel zwischen der positiven Normale m und dem Fahrstrahl 7 
vom Aufpunkt zum variablen Belegungspunkt. 

31. Grundeigenschaften. Das Newtonsche Potential geniigt in allen vom 
Aufpunkt verschiedenen Punkten der Laplaceschen Differentialgleichung: 





Se Oa Oe Ou 
At oy 1 asa =.0;, (74) 
4 (x, y, 2 rechtwinklige Koordinaten). 
Das Kérperpotential ist samt seinen ersten Ableitungen beschrankt und 


stetig, die zweiten Ableitungen sind beschrankt und teilweise stetig, sie erleiden 

ndmlich einen Sprung an der Oberflache des Korpers; es gilt die Poissonsche 

Gleichung: 

AU =—4zm. (72) 

Das Potential der Doppelschicht erleidet beim Durchgang durch die Be- 

legungsflache einen Sprung und ist sonst stetig; bedeutet W den Wert auf der 
Flache, W., und W_ die Grenzwerte auf beiden Seiten der Flache, so gilt 


W,=W+2a7, W_=W—2n2ar. (73) 


-) Mit Riicksicht auf die einf 
alle drei Dichtenarten derselbe B 
Ziff. 54 zitierte Buch von MisEs) 


achere Gestaltung der Formeln und des Textes wurde fiir 
uchstabe « gewahlt (Bezeichnung im Anschlu8 an das in 


—— 
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Die erste Ableitung yon W lings der positiven Flachennormalen m bleibt 
stetig, die tangentielle Ableitung springt um das 42-fache der entsprechenden 
Ableitung von y, die tangentielle Ableitung in der Flache ist wieder das arith- 
metische Mittel der Grenzwerte auf beiden Seiten. 

Das Potential der einfachen Flachenbelegung ist stetig. Seine Ableitung 
nach der positiven Normalen springt beim Durchgang durch die Flaiche lings 
der positiven Normalen um —4 yw, die tangentiellen Ableitungen bleiben stetig. 
Der Wert auf der Flache ist wieder das arithmetische Mittel der Grenzwerte auf 
beiden Seiten. 

Im Unendlichen verschwindet das Newtonsche Potential mit der ersten, 
seine ersten Ableitungen mit der zweiten Potenz der reziproken Entfernung. 
Diese Grundeigenschaften sind fiir das Newtonsche Potential charakteristisch. 

32. Potential der Kugel und des Ellipsoids. Das Potential einer gleich- 
férmig mit der Masse m = 4a Ru belegten Kugeloberflaiche (Radius R) ist 
fiir einen Punkt im Innern der Kugel konstant (= m/R), fiir einen Punkt auBer- 
halb im Abstand a vom Mittelpunkt der Kugel gleich m/a. Fir eine homogene 


Kugel mit der Masse m = <* Ry gilt: 


tor 4 = R: U=—, 
2 
tire R: U=204(R*— 4). 


Fiir das homogene Ellipsoid mit der Gleichung 


x yy Ze 
Ze eae oe 





gilt im Innenraum 


co 


ins ABC2 | (1— uals ee — of. 7 
Seats : A?+t B+t C+t/ (4240 (BP4+H(C+0)’ 








im AuBeren 


= db nei as See aL | dt 
Gas naBca [(t— A+t Be+t ori TR TOTS 








wo s die positive Wurzel der Gleichung 
yy 2 e 
Ais" Bag Gees 
ist. Mit Hilfe der Laméschen Funktionen ergibt sich, wenn 4, der Parameter 
des gegebenen und 1, der Parameter des durch den Aufpunkt (x, ¥, 2) gehenden 
konfokalen Ellipsoids ist?) : 














ae: yg Kato) 4g Ka (to) 2 Ks (Ao) 
Ui= 2 V [3 Kelle) — G5 — Tea) —? arte 
oe 1a (Ax) o Ke (Ar) » Ks (41) 
Us = 3 V [PKolh) — Ey — Tay ae 
Das Potential des mit der Flachendichte 


1 
p= EE (dg) Me (to) Ne (ro) 
belegten Ellipsoids ist 


U; = Kx (Ao) Le (Ax) Mia (Hs) Ne (0) » 
Us = Ly (Ag ) Ky (A,) M;, (My) ) Nx (74) . 


1) Diein den folgenden Formeln gebrauchten Bezeichnungen sind dem Kap. 7, Ziff. 15,16 
entnommen. V bedeutet das Volumen des Ellipsoids. 
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Dabei sind (do, fg, %) die elliptischen Koordinaten des variablen Punktes auf 
dem Ellipsoid, (A, 44, 71) die des Aufpunktes. _ 

33. Logarithmisches Potential. Denken wir uns statt der Newtonschen 
Anzichungskraft —m/r? im Raume eine in der Ebene wirkende Anziehungs- 
kraft —m/Jr, so kénnen wir sie als Gradienten des sog. logarithmischen 
Potentials mIn1/r oder —mInr auffassen. Wir erhalten an Stelle der Formeln 
(68 bis 72) die Formeln (68a bis 72a) 





n 
2 ane 68a) 
IP = Simin fe (68a) 
i=1 
1 1 
U={pln—dl, [um 4F, (69a) 
(L) (P) 
0 1 v 
Wels. (in ~\aL =—[+cos(r,m) aL, (70a) 
(L) (L) 
CU C2 
Au= Fat x= (74a) 
AU = =20p. (72a) 


Dabei entspricht dem Newtonschen K6rperpotential das logarithmische Flachen- 
potential, dem Newtonschen Flachenpotential das logarithmische Linienpotential. 

Mit Beriicksichtigung dieser Tatsache hat das logarithmische Potential 
die analogen charakteristischen Grundeigenschaften wie das Newtonsche; man 
hat nur noch iiberall 27 statt 4 zu setzen. Im Unendlichen wird das logarith- 
mische Potential wie In1/R unendlich, die ersten Ableitungen verschwinden 
wie 1/R. 

34. Die drei Randwertaufgaben der Potentialtheorie. Man sucht bei diesen 
Aufgaben zweimal stetig differenzierbare Lésungen u der Laplaceschen Diffe- 
rentialgleichung (vgl. Gleichung 71, 71a), sog. Potential- oder harmonische 
Funktionen, die gewissen Randbedingungen geniigen. Als Bereich sei ein von 
einer stetig gekriimmten!) Flache F begrenzter, ganz im Endlichen liegender, 
einfach zusammenhangender Raumteil vorausgesetzt. Er hei®t der Innenraum 
von F, der iibrige Raum der Aufenraum. Die positive Normale soll von innen — 
nach aufen weisen. Die am Rand vorgegebenen Funktionen seien stetig. Beim 
ebenen Problem tritt an Stelle der Flache F eine Kurve L. Es gibt drei Typen 
von Randwertaufgaben, die getrennt fiir Innen- und AuBenraum, bzw. Ebene 
und Raum betrachtet werden miissen, also sind es im ganzen zwo6lf Aufgaben. 
Die drei Typen sind: : 

I. Randwertaufgabe (Dirichletsches Problem): Es sind die Rand- 
werte von wu gegeben als Grenzwerte, denen sich die Funktion « bei Annaherung 
an den Rand néhert. 

Il. Randwertaufgabe (Neumannsches Problem): Es sind die Rand- 
werte von 0u/Om im selben Sinn gegeben. 

Ill. Randwertaufgabe (Problem der Warmeleitung): Am Rand ist 
hu + ae gegeben, wo / und k gegebene Ortsfunktionen sind; I und II sind 
also Spezialfalle von III. 

Um die Probleme gleichzeitig fiir Innen- und AuBenraum zu lésen, erweitert 
man sie in folgender Weise: 


1) Stetig gekriimmt hei8t: Ist F in rechtwinkeligen Koordinaten durch die Gau8sche 


Parameterdarstellung 4% = *(U,v), Y= Y(u, v), Z=2(u, v) gegeben, so sollen die zweiten 
partiellen Ableitungen von y, y, 2 nach u, v noch stetig sein. 
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Der Index 7 bzw. a soll den inneren bzw. auBeren Grenzwert der betreffenden 
Funktion bedeuten, dem sich die Funktion bei Annaéherung an den Rand von 
innen bzw. auBen nahert, «, @ seien Konstante, / eine am Rande gegebene Orts- 
funktion. Dann ersetzen wir die Randbedingungen 





bei I durch XUg + Pu =f, 
bei II durch a (5%) 6(54\ = i, 
bei III durch Oo (5%), a B(5*) es fu sais a8 , 


wo wir also k + 0 voraussetzen. « = 0, P = 1 liefert immer das innere, « = 1, 
P =0 das auBere Problem. 


35. Losung der Randwertaufgaben. Sie wird dadurch auf die Auflésung 
linearer Integralgleichungen zweiter Art4) zuriickgefiihrt, da8 man bei I w als 
Potential einer Doppelbelegung auf dem Rande mit der unbekannten Dichte , 
bei II und III als Potential einer einfachen Belegung mit der Dichte mw ansieht. 
Nach Gleichung (70) und (73) ist daher z. B. fiir I 


te, + 4 =2[>5-(A)aF, 
(F) 
Ug — Wy = 4nY'. 


Berechnet man daraus uw, und wu; und setzt diese Werte in die Randbedingung 
ein, so ergibt sich die Gleichung 


(«+ B) [vg (7)aF + (« — A)anv =}. 


ae) 





Analog geht man bei II und III vor. Man erhdlt so fiir w und » die Integral- 
gleichungen: 








fiir I: (« + B) [v5 (7 \aF + (a — p)aav =f, 
(F) 

far II: (ox +p) [vx (4)ar (oe p)2tp =f. (74) 
(F) 

ee 0P- fa + p) fos, (C)aF L |e aF — (a — f)2mu =. 
F (fF) 


Bei I bezieht sich 6/Om auf den Integrationspunkt, bei II und III auf den 
Aufpunkt P. Die drei Gleichungen lassen sich unter Verwendung der Bezeichnungen 
gemaB Abb. 3 in folgender einfacheren Form 

6 at f 


schreiben (2 aera IS NS SSE 





far T= 229(P) +afy (P) SP aF =}, (P) 
(F) (75) 
(Innenraum: 2 = 1, 4, =f; 
AuSenraum: 2 = —1, f, =—/f), 


DS Viele apres, Ziti. 4. Abb. 3. Potential einer Flachenbelegung. 
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1 COS 
fir IL: anp(P) +4 e(P) Sy" aF = fy(P) 
(F) 
(Innenraum: 4 = —1, /, =f; AuBenraum: 4 = 14, f, = —f). ae 
a 
ayn LCOS? h 1 m 
fir IIT: Bor pe) 2 [u(P)| at _ =P) | aF = ht 
(F) 
f 
(Innenraum: 2 = —1, f/f, = - AuBenraum: 4=1,/,=—;- 
Die gesuchte harmonische Funktion ist dann 
eon (eal 
fiir I: u=fron(>laF, 
(By yg (76) 
fiir I und III: u= [Sar 
(F) 


Im ebenen Problem hat man z statt 27 und statt 7? im Nenner in den Formeln (75), 
In— statt 1 in den Formeln (76) zu schreiben. Die Integralgleichung (75 II) ist 
Y Y 


die transponierte Integralgleichung zu (75II) (vgl. Kap. 8, Ziff. 1). Die einzigen Eigen- 
werte und zugehérigen Eigenfunktionen der Gleichungen (75) sind fir EE A a 
y =konst., fir II: 4 =—1, w#konst. Bei III ist A4=—1 kein Eigenwert 
fiir ue > 0, 4=1 kein Eigenwert fir = <0. Die Eigenfunktionen bedeuten 
physikalisch bei I eine Doppelschicht konstanten Moments (etwa eine magnetische 
Lamelle) mit konstantem, von Null verschiedenem Potential im Innern und 
verschwindendem Potential im Auferen; bei II eine Elektrizitatsverteilung auf 
der Oberflache bei konstantem Potential im Inneren (Leiterpotential). 

Aus diesen Tatsachen folgt nach den allgemeinen Sdtzen iiber lineare 
Integralgleichungen: Die erste Randwertaufgabe ist fiir den Innenraum stets 


eindeutig lésbar; fir den AuBenraum dann und nur dann, wenn / pudk =o, 
(F) 

Sie wird fir den AuBenraum vieldeutig lésbar ohne Einschrankung der Randwerte, 

wenn man auch Lésungen zulaBt, die im Unendlichen nicht verschwinden. 

Die zweite Randwertaufgabe ist fiir den Innenraum dann und nur dann 


lésbar, wenn i Ee dF =0; die Lésung ist bis auf eine additive Konstante be- 
PF 

stimmt. 7 Aucenriagn ist sie stets bis auf eine additive Konstante eindeutig 

lésbar. 

Die dritte Randwertaufgabe ist stets eindeutig lésbar, wenn h und k 
gleiches Zeichen beim Innenproblem und entgegengesetztes Zeichen beim AuBen- 
problem haben. 

Besteht der von der Flache F begrenzte Bereich aus m getrennten, von den 
einfach geschlossenen Flachen F,, F,,...F, berandeten Gebieten, so ist die 
erste Randwertaufgabe stets eindeutig lésbar, wobei beim AuBenproblem noch 
die das Potential erzeugende Gesamtmasse willkiirlich ist. 

Bei der zweiten Randwertaufgabe miissen beim Innenproblem die Be- 


: 0 . te ; 
dingungen jt — aF —0 (t=1, 2, ...n) erfiillt sein; die Lésungen sind bis 
F . 





(Ff) 
auf m additive Konstanten bestimmt. 


Ziff. 36, 37. Greensche Funktion der Potentialtheorie. 369 


36. Die Greensche Funktion der Potentialtheorie. Wir betrachten ein 
zusammenhangendes raéumliches Gebiet V, dessen Rand F aus endlich vielen 
Flachenstiicken mit stetigen Normalen besteht, die miteinander Kanten bilden 
kénnen. Die harmonischen Funktionen w sollen auf F stetig differenzierbar 
sein. P sei der Aufpunkt, P’ ein variabler Punkt; 7 die Entfernung PP’, n die 
auBere Normale. Dann folgt aus dem Greenschen Satz (Kap. 5, Ziff. 8) 











(3 Poet te 
J On 
(F) 
i es ; (77) 
4 ; )u(P’ 
u(P) = sf u(P*) 5 — t sates dF (P’ soll F durchlaufen), 
(F) 
also speziell fiir eine Kugel vom Radius R und Mittelpunkt ts 
‘og 
u(P) = ae | u(P) dF. (78) 
(F) 


Die harmonischen Funktionen nehmen ihr Maximum und Minimum am 
Rande an. Unter der Greenschen Funktion des Gebietes V versteht man 
_ eine Funktion G (P, P’) mit folgenden Eigenschaften: 


V..G(P,; P’) — ~- ist regular harmonisch in V; 
2. Auf der Begrenzung F ist G = 0. 
Man findet diese Funktion eindeutig durch die Lésung der ersten Rand- 


wertaufgabe fiir V mit den Randwerten “ = Es ist G(P, P).== GP". P) und 
G(P, P’)>0 in V. Aus (78) folgt 
6G (P 


u(P) = = [uP) : 


wobei P’ die Begrenzung F durchlauft. Die harmonischen Funktionen machen 


das Dirichletsche Integral D/(u) = | (gradu)? dV bei festgehaltenen Rand- 
werten zu einem Minimum. (V) 

Samtliche Betrachtungen tibertragen sich sinngemaB auf die Ebene, vegl. 
hierzu Kap. 6, Ziff. 22. 
87. Die erste Randwertaufgabe ftir Kreis und Kugel. Der Mittelpunkt 
des Kreises sei der Ursprung, der Radius Rk. Wir fithren Polarkoordinaten 7, p 
ein. Dann liefert (79) das sog. Poissonsche Integral 

22 


nee as (79) 


n 





= ott | Rk? — 7 
GIT P) = 2a) R? + 7 —2Rrcos(p — d) 
,0 


Ferner gilt die fiir 7 < R gleichmaBig konvergente Entwicklung: 





u(R, 9) dd (r<R). (80) 





ult.) = 2+ >) M(acosny + bnsinng), pee) 
n=1 
Qa 
= Pe 4i(0, Ol 55 [uBR 0) dd 
2 , Qn I d 
0 
Qa 20 
1 1 ; ait 
aa ape | WR, 8) cosnBdd, by = eR D)sinnddd (n= 1, 2,...). 
0 
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i i tiven Zeichen zu 
Fiir r > R hat man in (80) rechts das Integral mit dem negative 
nehmen, Im Raum erhalt man fiir die Kugel voni Radius R (Mittelpunkt im 
Ursprung) bei Einfthrung von Polarkoordinaten 7, 3, p und 


cosy = cos? cos + sind sin cos(y — Y); 


Qu 


Rf [ ee. als sin’ d6'do VaR) (82 
u(r, 8,9) = | fHlR. 8 0) om yeees eK ) (82) 





0 0 
und oo ROE 3 jae Qa we el 
u(r, 9, p) = - rel Walk , ') Py, (cosy) sin!’ d¥ dep (83) 





4a Rk” 
n=0 


(konvergent fir 7 < k), 
(s. Kap. 7, Ziff. 8 bis 11) oder 


u(r, 9, ~) y, 
n=0 


wo 





Gy P,, (cos) + = [an,»cosv@ + by, siny @] Pn,»(cos?);, (84) 
v=1 








2m x 

an,y 2H 4 mo | i Tat, r\ COS ne , ‘do’ 

b, | eae es u(R, #, p') Pa» (cosP’) YP sin’ dh dp 
Aid 0 0 : 


(v=0,1,2,...%; GQr=$Gin;, n= 1, 2, Hs 
Fur 7 > R erhalt man 


co Qe oe 


cay Se il / u(R, 8,9) Pa(cosy) sind’ dd’ dg’. (85) 
0 0 


4a 784 





u(r, 2, p) = 


n=0 





Ferner gilt der Harnacksche Satz: 

Sind die Funktionen w,, Ug,...%n,,--- um Innern einer Kugel K regular 
harmonisch, auf K stetig und tiberall monoton wachsend (u,<ug<---<Um<>°--), 
und konvergiert diese Folge in einem einzigen Punkt von K, so konvergiert sie 
im ganzen Innern von K, und zwar gleichmafig in jeder kleineren Kugel; die 
Grenzfunktion ist dort eine regulare harmonische Funktion. Ein analoger Satz 
gilt fir den Kreis. Beide Satze lassen sich auf allgemeine Bereiche ausdehnen. 

Konvergiert namlich eine Folge von harmonischen Funktionen am Rand 
eines Bereiches gleichmaBig und sind sie dort noch stetig, so konvergieren sie 
auch im Innern gleichmaBig gegen eine am Rande stetige, im Innern harmonische 
Funktion; desgleichen konvergieren die Ableitungen beliebig hoher Ordnung 
gegen die Ableitung der Grenzfunktion gleichmaBig in jedem abgeschlossenen 
Teilbereich, Die Grenze der Randwerte der Funktionen ist der Randwert der 
Grenzfunktion. 

Die Darstellung in diesem Abschnitt schlieBt sich eng an das in Ziff. 54 


zitierte Buch von Mises an, auf das beziiglich weiterer Einzelheiten ver- 
wiesen sel. 


VII. Totale Differentialgleichungen. 


_ 38. Systeme totaler Differentialgleichungen. Ein System totaler Differential- 
gleichungen ist ein System von folgender Art: 


Fig(hy) Xe; 08, Hn, AMyy Ae. 22 a e,) — 0 m), (86) 


meee t L 
— 


Ziff. 39. Pfaffsches Problem. 374 


wobei die Funktionen F; in den Differentialen dxx homogen sein sollen. Die 
durch die unabhangigen, sich nicht widersprechenden Gleichungen 


Pps Ha, --1%q) =O (B= 1,2,...,2) (1Sp<n) (87) 


definierte Mannigfaltigkeit V,,_,, von der Dimension m — w heiBt eine Integral- 


mannigfaltigkeit von (86), wenn die Gleichungen (86) aus den Gleichungen (87) 
und q A) Pp 


allein durch Elimination und Substitution hervorgehen. Denkt man sich die 
Gleichungen (87) aufgelést in der Form 


%_ = Wa (Kutas » + +s Xn) Huge Selb se gang 3 (89) 
also ay | 
Bon 
dx, = dX, , (90) 
P=hrL 
so miissen also die Gleichungen (86) nach Einsetzung von (89) und (90) identisch 
in den restlichen %,41,...,%, und d%,41,..., d%, erfiillt sein. Dies gibt ein 


System partieller Differentialgleichungen fiir die unbekannten Funktionen we (vgl. 
Ziff. 1 bis 3). Wenn sich die Gleichungen (86) nicht widersprechen und unabhangig 
sind beziiglich der dx (es mu8 dann 1=m=7n —1 sein), so haben sie immer 
Integralkurven (u =m —41). Man fiige einfach » — m—41 andere derartige 
Cine 
ee (BaD cng A) 
auf. Dann erhalt man ein System von x — 1 gewohnlicher Differentialgleichungen 
fiir %,, %),...%,-, als Funktionen von x, mit ~ — m — 1 willkirlichen Funk- 
tionen. Der Fall m = mliefert nur die triviale Lésung x; = konst. (¢ = 1, 2,...,), 
ebenso wie der Fall uw =, Sind die Gleichungen (86) linear in den dx, so spricht 
man von einem Pfaffschen System. Den allgemeinen Fall pflegt man auch 
als Mongesches System zu bezeichnen. Ein Pfaffsches System hat also 
die Gestalt: 


willkiirliche Gleichungen hinzu und lése z. B. nach 





n 
> Vind xy, = 0 Go= 4, 2 padi 4 ' (941) 
k=1 
worin die a;, Funktionen von %,, %.,...,%, sind, deren Matrix vom Rang m 


ist (vgl. Kap. 2, Ziff. 5, 11). 
89. Pfaffsches Problem. Unter einer Pfaffschen Form versteht man 
eine lineare Differentialform 





PAACI S004 5) aX; , (92) 
y i= 
unter ihrer bilinearen Kovariante (vgl. Kap.5, Ziff. 2) die Form 
. 6 da; 
> andes b%e, wo ay, = a -- aa (93) 


i,k=1 

Die Minimalzahl der Veranderlichen, auf die (92) bei passender Variablen- 
transformation gebracht werden kann, heiBt die Klasse der Pfaffschen Form. 
Es gilt der Satz von GrAssMANN: Die Klasse der Pfaffschen Form (92) ist der 
Rang der Matrix 








a ey 
Ay Ay9 ore Ain 
Gage Phen 2. Aag Ns (94) 
ani ano fi ae ann 


24* 
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Ist die Form von gerader Klasse 24, so laBt sie sich auf die Gestalt 
2, 4yy + 2,42 + °° + 2,dy, 
bringen; ist sie von ungerader Klasse 21 -+41, so laBt sie sich auf die Form 
2 yy + 242 +e + z,dy, + AV, 44 


bringen. Dabei sind die y und z voneinander unabhangige Funktionen der x. 
Die Durchfiihrung dieser Reduktion bildet den Inhalt des Pfaffschen Pro- 
blems. Ist speziell die Klasse 1, so ist die Form ein vollstandiges Differential 
(von der Gestalt df), ist die Klasse 2, so hat die Form einen Multiplikator @ (ist 
also von der Gestalt odf). In diesem Fall mu8 nach dem Satz von GRASSMANN 
die bilineare Kovariante identisch verschwinden, d. h. es mussen die Gleichungen 





Oa _ 8% p= 1,2,...,m) exfillt sein (vgl. Ziff. 52, Beispiel). 
é k 
Beispiele. 1. Die Pfaffsche Gleichung in drei Veranderlichen 


Pdx+Qdy+ Rdz=0, (95) 
wo P,Q, R Funktionen von %, y, 2 sind, hat im allgemeinen nur Integralkurven 
p(x, Y, 2) = 41, w (*, V, 2) = Ce. 


Integralflachen /(x, y, 2) = ¢ existieren gemaB Ziff. 38 nur dann, wenn sich 
die linke Seite von (95) auf die Form g df bringen laBt, also von der Klasse 1 
oder 2 ist.. Nach dem Satz von GRASSMANN mu8 somit der Rang der Matrix 


P Q R 
O 6g. OP OP OR 
6Q oP dx Oy Sie re) 
-(2-5,) O oR oQ 
06P OR oR 0Q dy 02 
02. Ox -(3-%) O 














kleiner als 3 sein. Dies liefert die Gleichung 


P(E) + 0k — 8) +R(2- =o. 











(Eulersche Bedingung). 
2. Wir betrachten folgende Pfaffsche Form der Variablen g,,..-4n, Pis--- Pn»? 


n 
2 badga— H(A, P20; 37 Pye eae ae 


Setzt man in ihrer bilinearen Kovariante die Koeffizienten von 6q,,-.-94n; 
Op, - : Op», dt gleich Null, so folgen die kanonischen Gleichungen der Mechanik 
(vgl. Ziff. 12, 47) 

dq oH dp, ju 

Ii apa cine a (ie Ap De arable 








Will man in dieses System neue Verdnderliche einfiihren, so kann man das 
zufolge der Kovarianzeigenschaft der bilinearen Kovariante in folgender Art 
machen: Man fiihrt die neuen Veradnderlichen in die Pfaffsche Form ein, bildet 
ihre bilineare Kovariante und setzt die Koeffizienten der 6 der neuen Verander- 
lichen gleich Null. Die so entstehenden Gleichungen sind dieselben, die man 


erhalten hatte, wenn man die neuen Verandetlichen direkt in das kanonische 
System eingefiihrt hatte. 
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VUI. Kontinuierliche Transformationsgruppen. 


40. Punkttransformationen. Wir definieren eine Schar von Transfor- 
mationen durch die Gleichungen: 


Mp Nei kes ids kg Gy; hg, nes Ge) (= 1, 2,2... 0). (96) 


Die f, sollen analytische Funktionen sein, die beztiglich der x unabhingig von- 
einander sind; die a sind Parameter. Die Funktionen sollen sich nicht als Funk- 
tionen von weniger als y Parametern darstellen lassen, d.h. es sollen keine Be- 
ziehungen von der Form’ 
< Of» 

Ae (a, -- a) x” = 0 (y= 4, Decteh) (97) 

e=1 @ 
identisch erfiillt sein. Man nennt die a in diesem Fall wesentliche Para- 
meter. Einem bestimmten Wertsystem der Parameter entspricht dann eine 
Transformation des Punktes x in den Punkt x’, wenn wir die x als Punktkoordi- 
naten einer m-dimensionalen Mannigfaltigkeit deuten, eine sog. Punkttrans- 
formation, die wir kurz x), = },(x; a) schreiben. 

Das Koordinatensystem soll dabei nicht geéndert werden. Es sind hier 
vielleicht ein paar Worte iiber die zweifache Deutung am Platz, die man den 
Gleichungen (96) geben kann. Sie wurden eben als Punkttransformation 
gedeutet, d. h. bei festem Koordinatensystem wird einem Punkt x ein bestimmter 
Punkt x’ zugeordnet. Man kann die Gleichungen aber auch als Koordinaten- 
transformation deuten, dann bedeuten x die Koordinaten eines Punktes, 
bezogen auf ein bestimmtes (im allgemeinen krummliniges) Koordinatensystem 
(vgl. Kap. 5, Ziff. 7), x’ die Koordinaten desselben Punktes, bezogen auf ein 
anderes derartiges Koordinatensystem. 

Da dié Transformationen der Schar von 7 wesentlichen Parametern ab- 
hangen, enthalt sie, wie man sich auszudriicken pflegt, oo” Transformationen. 
Sie sollen eine Gruppe bilden (vgl. Kap. 2, Ziff. 16), d. h. zwei Transformationen 
der Schar 

Np =u (#, a) und af =, ; 0) 


sollen, hintereinander ausgeiibt, wieder eine Transformation der Schar liefern: 


Hy = fy(%5C), WO Cy = Po(a; b); 


fiir ein bestimmtes Wertsystem des Parameters, die Anfangswerte aj,... a>, 
soll die Identitaét resultieren: 


My = ie (x; a°)s 


endlich soll zu jeder Transformation Ny == (he a)—Gle- inverse..%, =f, (%} @) 
existieren; es ist also 
ar ae 
Po(a; 4) = ay. 


Eine solche Gruppe hei8t eine endliche, 7-gliedrige, kontinuierliche 
Transformationsgruppe G,; endlich, weil ihre Transformationen eine endliche 
Anzahl von Parametern enthalten, v-gliedrig, weil gerade r wesentliche Parameter 
auftreten; kontinuierlich deswegen, weil es immer eine Transformation gibt, 
welche einen Punkt nur beliebig wenig verschiebt. Man braucht ja nur in der 
Identitat die Parameterwerte a® beliebig wenig abzuandern. So kommt man 
zum Begriff der infinitesimalen Transformation. 
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4A. Infinitesimale Transformationen. Wir denken uns die Funktionen /, 
nach dem Taylorschen Satz!) nach Potenzen von a) — a, entwickelt und brechen 
mit der ersten Potenz ab: . 





Hy = dy 4 > (a == Be) Say (%) oe es (98) 
o@=1 
wo also Oty 
Egy (%) = ae ats ’ 





Setzen wir a, — a} = A, dt und betrachten die 2 als Konstante, d¢ als variabel, 
so definiert man als infinitesimale Transformation: 


ih = ty + OED dp Es ()- (99) 
o=1 


Sie bedeutet also, anschaulich gesprochen, den Ubergang vom Punkte x zu 
einem unendlich benachbarten Punkte in bestimmter Richtung. Indem man 
sie unendlich oft wiederholt, erhalt man endliche Transformationen der Gruppe. 
Exakt geschieht dies durch Integration der Gleichungen 


ae u : 
a ie = he Ser (x’) a (100) 
@=1 


mit den Anfangsbedingungen x, = x, fir t=O). Dadurch erhalt man. die 
y-gliedrige Gruppe in der Gestalt 


iets facie dhe eee, hada ORO aS SOM 


Denkt man sich die 4 konstant und ¢ als variabel, so stellen die Gleichungen (101) 
eine eingliedrige Untergruppe von (96) dar. Jeder Punkt beschreibt zufolge der 
Transformationen dieser Untergruppe eine sog. Bahnkurve der Untergruppe, 
deren Gleichungen in Parameterdarstellung eben durch (101) gegeben sind; ¢ ist 
der Parameter. (100) sind ihre Differentialgleichungen. Man kann also sagen, 
die Untergruppe wird durch die infinitesimale Transformation (99) erzeugt. 
Erteilt man den 4 alle’ méglichen erlaubten Werte, so erhalt man eine Schar 
von oo”! solchen eingliedrigen Untergruppen, die zusammen gerade die 
Gruppe (96) bilden. 





_ Fir die infinitesimale Anderung einer beliebigen Funktion F (x,, %9, <. ., %n) 
[abgekiirzt F'(x)] zufolge der Transformationen der Gruppe ergibt sich: © 
3 +X OF (x) 
| F(x’) — F(x) = 6F (x) = bt >) > tober) — (402) 
oder wenn man mit LIE P ens 
5 OL 

> ber) 5 = Xo (F). (103) 
setzt, pai ny ne 

OF = La: DG Car (104) 

x 


ia 
Den Ausdruck Zhe Xo (F) nennt man das Symbol der infinitesimalen 


@ 
Transformation (99). Im Anschlu8 an die eben geschilderte Erzeugung der 
Gruppe (96) kann man jetzt sagen: Die Gruppe wird von den infinitesimalen Trans- 
formationen X,(F), X,(F),..., X,(F) erzeugt. 


ty Vel. Kap; 4), -Zitt. 418. 
EyeVel Kap, Oo; Zitt 7, 


Sy 
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Fihrt man an Stelle der Variablen x und x’ durch die Substitutionen 
Vo = Dy (Hy, ---, Xn), Ye = Oy (Ht, 0-44). (v= 1,2,...,0) (105) 
neue Variable ein, so wird die Gruppe in die sog. Aahnliche Gruppe 
Vy = By (¥; @) (106) 


transformiert. Ahnliche Gruppen sind vom Standpunkt der abstrakten Gruppen- 
theorie nicht wesentlich verschieden. . 
Beispiele. Zum leichteren Verstandnis des durch Gleichung (104) definierten 
Symbols einer infinitesimalen Transformation seien einige Beispiele angefithrt: 
1. Die infinitesimale Transformation mit dem Symbol 0/dx, bedeutet eine 
infinitesimale Parallelverschiebung langs der x,-Achse um d£(%1,.. ., %q 
sind in diesen Beispielen als rechtwinklige Koordinaten vorausgesetzt). Denn die 
Koordinaten *1, %2,...,%, eines Punktes erfahren nach (104) die Anderungen 


Ox, = 0b, digs <<. == 0%, = 0; 
die Funktion F andert sich um 
OF = 58. 
2. Die infinitesimale Transformation mit dem Symbol fag — age bedeutet 


eine infinitesimale Drehung in der x,x,-Ebene um den Winkel 6¢. Denn 
%,%q,..+, %, erfahren die Anderungen 

‘ 6x, = —x,0f, OXy = 4, Ot, OX, = --- = 0%, = 0; 
F andert sich um OF 
10% 


OF 
va (x — 1,5 bt. 


n 4 
3. Die infinitesimale Transformation mit dem Symbol > ee bedeutet 
B 
=i 


eine infinitesimale Streckung mit dem Faktor 1 + d6¢. Denn x, %,..., %, 
andern sich um . 
OF 
Ais = My Ol, . 24 OX = Xq_ Ot, F wn. oF = > 8 Gy, OF. 
p=l 


42. Spezielle endliche kontinuierliche Gruppen. Beispiele fiir endliche 
kontinuierliche Gruppen sind die im Kap. 3, Ziff. 8—11 besprochenen Gruppen 
der Kollineationen, Affinitaten, Ahnlichkeitstransformationen und euklidischen 
Bewegungen des dreidimensionalen euklidischen Raumes R;. Als Beispiel 
einer nichtprojektiven Gruppe sei die Gruppe der winkeltreuen oder kon- 
formen Transformationen des R, angefihrt. Sie ist 10-gliedrig. Man 
erhalt namlich die allgemeinste winkeltreue Punkttransformation des R,;, in- 
dem man die allgemeinste Ahnlichkeitstransformation mit einer Transforma- 
tion durch reziproke Radien an der Einheitskugel zusammensetzt. Liegt der 
Mittelpunkt der Einheitskugel im Ursprung des Koordinatensystems, so 
lauten die Gleichungen fiir die Transformation durch reziproke Radien: 

pe Aisle A peer oe B25 Metdinda ete 

®t y® 4 22? Y= Lyte’ HP Ly? + 2° 
Sind x, y, z bzw. x’, y’, 2’ die Koordinaten der Punkte P und P’, 7 und 7’ ihre 
Radienvektoren, so gilt vv’ =1; P und P’ liegen auf derselben Geraden durch 
den Ursprung. Die winkeltreuen Transformationen sind gleichzeitig die all- 
gemeinsten Transformationen, welche Kugeln wieder in Kugeln iiberfithren 
(Ebenen werden dabei als Kugeln mit unendlich groBem Radius betrachtet). 
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dhrend sich die Verhaltnisse bei der projektiven Gruppe in analoger Weise 
Face auf die Ebene iibertragen, ist dies bei der Gruppe der konformen 
Transformationen nicht der Fall. Es la8t wohl jede Transformation durch re- 
ziproke Radien die Winkel ungedndert (vgl. Kap. 6, Ziff. 23), ist aber nicht die 
allgemeinste winkeltreue oder konforme Transformation. Dies ist vielmehr eine 
unendliche Gruppe (vgl. Ziff. 43) und wird durch alle analytischen Funktionen 
samt ihren konjugierten geliefert (vgl. Kap. 6, Zitt. 22). 
43. Eingliedrige Gruppen. Fiir 7 =1 reduzieren sich die Gleichungen (100) 
bei passender Wahl des Parameters, den wir mit ¢ bezeichnen, auf 





we = & (0h a, 8) pete van (107) 
t 
die erzeugende infinitesimale Transformation ist 
“1, OF 
X(F)= "bay, - (108) 
v=1 


Die Gleichungen der Gruppe oder ihrer Bahnkurven ergeben sich als Loésungen 
von (107) mit den Anfangsbedingungen 


EM oe fiir be 0, (109) 

also Nelo (Xu Mop cit seen (110) 
Das allgemeine Integral von (107) lautet: 

Dis cae Ney UC, (114) 


oder, wenn man eine Gleichung nach ¢ auflést und in die andere einsetzt 
De Ae) aC ee Od eee A ae 


(112) 
2A, ee) Se 
Fir die Anfangsbedingungen (109) wird : 
Co 22, (ty he) eS ele (113) 
Durch die Variablentransformation 
BO Dy (tr, ae, Ne, ey ee eee (114) 
werden die Gleichungen der Gruppe : 
Wi Varies Yat = Vani, . Ye yd. (115) 


Jede eingliedrige Gruppe ist also einer Translation (Parallelverschie- 
bung) ahnlich (Normalform der Gruppe). 

Setzen wir allgemein X® fir die f-fache Wiederholung des Operators X, 
so ergibt sich aus dem Taylorschen Satze 


/ / = i 
PH) a) = Fla), ..%) + STE XO(F). (116) 
E=1 
Soll F eine Invariante der Gruppe sein, so mu8 F (ioe + ee ae Xa) 
sein. Dazu ist nach (116) notwendig und hinreichend: 
AP); 


Es sei noch kurz erwahnt, was man unter einer unendlichen kontinuierli- 
chen Gruppe versteht. Sind die Funktionen f, in den Transformationsglei- 
chungen einer kontinuierlichen Gruppe 


Hy = fy (%1, 2. ., Lp) (vy =1,2,...,n), (117) 
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solche Lésungen von partiellen Differentialgleichungen, die noch von willkiir- 
lichen Funktionen, also sozusagen von unendlich vielen Parametern abhangen, 
so heiBt die Gruppe unendlich, 

Unendliche Gruppen sind z. B. die Gruppe der konformen Transformationen 
der Ebene (vgl. Ziff. 42) und die Gruppe der eindeutig umkehrbaren stetigen 
Transformationen einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit (vgl. Kap. 3, Ziff. 36). 

44. Differentialgleichungen mit bestimmter Gruppe. Mansagt, das System 
der Differentialgleichungen 








dx, dx, dt, 

5 al ee as) 
gestattet die eingliedrige Transformationsgruppe (1410), wenn bei ihren Trans- 
formationen die Integralkurven von (148) wieder in Integralkurven iibergehen, 
oder, was dasselbe ist, alle Integrale der aquivalenten partiellen Differential- 
gleichung 


Sy 8 
X(z) = Xa =0 (119) 
fev | 


wieder in Integrale. Dazu ist notwendig und hinreichend, daB die infinitesimale 
Transformation T, welche (110) erzeugt, jedes Integral z von (119) wiederum in 
ein Integral T(z) von (419) iiberfiihrt, oder daB die Beziehung gilt: 


X (T(2)) — T(X(2)) = @(%,-- 5 Xn) X (2). (120) 


Man sagt dann auch, (419) gestattet die infinitesimale Transformation T. 
Ist speziell fir » = 2 





0 0 
a) POs! (121) 
OF OF 
(Py = ae age (122) 
so gestattet die Differentialgleichung 
dx dy 
a an oy (123) 


: 4 ae : 
die Transformation (122) dann und nur dann, wenn Of= P, om integrierender 


Faktor von Qdx — Pdy ist (vgl. Kap. 9, Ziff. 4,5). Auf diesem Satze beruhen die 
klassischen Integrationsmethoden!). So gestattet z. B. die homogene Differen- 
tialgleichung die Ahnlichkeitstransformationen, die lineare Differentialgleichung 
die lineare Gruppe *’=¥4%, y’=y-+ty,, wo y, ein Integral der entspre- 
chenden homogenen linearen Gleichung ist. Allgemein liefert jede eingliedrige 
Transformationsgruppe unendlich viele Differentialgleichungen erster Ordnung, 
die sich durch Quadraturen integrieren lassen. Man bringt einfach die Gruppe 
durch Einfiithrung neuer Veranderlicher x’, y’ auf ihre Normalform (Ziff. 43) und 


erhalt dann die Differentialgleichung in der Gestalt es = }(x’), die sich sofort 


durch eine Quadratur integrieren 1a8t. Eine Differentialgleichung hdherer Ord- 
nung gestattet im allgemeinen keine infinitesimalen Transformationen. Darauf 


soll nicht naher eingegangen werden. 


1) Vgl. Kap. 9, Ziff. 3—5. 
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IX. Beriithrungstransformationen. 


45. Poissonsche Klammern}). Die im folgenden in den Poissonschen Klam- 
mern auftretenden Funktionen F, y, y seien Funktionen der 2” Veranderlichen 


Mes Hy, 6+ +5 %ns Par Pa» +++ Pr 
Unter einer ee econechce Klammer versteht man iets Bildung: 


OF,0F, OF; oa) 
(Fi, F;) a See 0 po ~i Op OXa : 


a=1 





Sie geniigt folgenden Rechnungsregeln : 


4. (c.g) =0, wenn c = konst., 

2. (y,v) =0, wenn y und wp die p; nicht enthalten, 
3. (py) = xe ~)> 

4. (9,9) = 

Be (F (4, Wa ee ay Wm), P = SH (w;, P) ? 

6. (Pr Pa) Ps) + ((P2 Ps)» 9.) # ((Ps, Pr), Po) = O- 


Die letzte Gleichung pflegt man die Jacobische Identitat zu nennen. 

Es gilt der Satz von PoIssoNn: 

Wenn die Gleichung (wy, y) = 0 bei gegebenem w in m durch g, und @, 
befriedigt wird, so ist auch py = (#1, M2) eine Lésung. Er folgt unmittelbar aus 
der Jacobischen Identitat. 

Wir fiihren eine Erweiterung der Poissonschen Klammer, die sog. eckige 


Klammer, ein: 
n 


om= SEE + 098) — Fe (5E + 20G8)}. 020 





@ und wy werden als Funktionen von 2, %1,...,%n, P1,--+, Pn vorausgesetzt. Es 
gelten folgende Rechenregeln: 


[c¢,~] = 0 (c = konst.), Ip, p] = 0, [o vl=—[y,g]. (125) 


Die Jacobische Identitat gilt fiir die eckigen Klammern nicht mehr. Die 
Differentialgleichungen der Charakteristiken einer allgemeinen partiellen Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung (Ziff. 8) 


FQ, My 605%, Puro be) = 0, P= Zo G=1,2,..., 2). (426) 
sind nach (124) identisch mit denen der linearen partiellen Differentialgleichung 
[F, gp] =0, C27) 

wo » die unbekannte Funktion ist. Sind also 


F, Pry Par ++) Pan-1 (428) 


2n unabhangige Integrale von (127), so oieabes sich die co?”~1 charakteristischen 
Streifen von (126) aus 


F=0; Pr = Sy) +++) Pon-1 = Con-1 (alle c = konst.). ; - (420) 


=) Vel. Kap, 9; Zitt) 3: 
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, 46. Allgemeine Beriihrungstransformationen. PO ity Bogs) Lah ce en 
seien 2u-+ 1 unabhangige Funktionen der 27-4 Variablen z, x,,...,%,, pis -. 5 Pn: 
Die Transformation 


Paz, =X, =P -G=1,2,...,2) (130) 
hei®t eine Beriithrungstransformation, wenn die Gleichung 
n n 
gee S Pye, (az eS ax,) (134) 
a=1 a=1 


besteht, wo @ ebenfalls eine Funktion der 2” + 1 Variablen z, %;, p; ist. Die 
Berithrungstransformationen lassen also die Pfaffsche Gleichung (Ziff. 38) 


dz — > b,d%, = 0. (132) 


a=1 


invariant. Die geometrische Bedeutung dieser Tatsache ist folgende: Das 
Hyperflachenelement, das durch das Wertesystem 


So eee Fee Pa Pa ye ai Pa (133) 


gegeben ist (Ziff. 7), geht durch die Transformation (130) in ein anderes iiber, 
so zwar, daB, wenn (133) ein Tangentialhyperflachenelement einer Hyperflache 


Re IER Hy cies, XE) (434) 
ist, (130) das Tangentialhyperflachenelement im entsprechenden Punkt (xj, ... ., 7,) 
der transformierten Hyperflache (134) 2’ = f’ (xj, *,...,%,) ist. Berithrung 
bleibt also erhalten, daher der Name. Samtliche Berithrungstransformationen . 
bilden eine Gruppe (vgl. Kap. 2. Ziff. 16). (130) ist dann und nur dann eine 
Beriithrungstransformation, wenn die Gleichungen bestehen 
[X;, X,]=0,° [Xi, Pp] =O [Pi, Pr] =O, 
eer a oe (Ze) = 0,2 (2, Pi) = —0 Py) (te: 4, = 1, 2, .s 2,2). (435) 


Ome 0 


S 


Fihrt man die durch die Transformation (130) definierten neuen Variablen in 
die Funktionen ¢ und w von (124) ein, so erhalt man zwei neue Funktionen gy’ und y’ 
der gestrichenen Variablen (130) und es gilt 


[y’, v’] = olp, vl. (136) 
Die Gléichung (126) geht dabei in eine allgemeine partielle Differentialgleichung 

erster Ordnung der Variablen (130) tuber ; 

ea 
BUA Mayes Pa) 0, Pi = Ga (137) 
Wegen (127) und (436) gehen dabei die charakteristischen Streifen von (126) 
in die yon (137) iiber, daher auch ein Integral von (126) in ein Integral von (136). 
47. ‘Spezielle Beriihrungstransformationen. Wenn die Funktionen Q, X;, P; 
(i =41,2,...,) nur von den Variablen 

Nae Ne Pe Deedee Pry (138) 
nicht aber von z abhangen und auBerdem +Z = 2z—2 und 9 = +1 gesetzt 


wird,so erhalt man eine spezielle Beritthrungstransformation, fiir die Gleichung (131) 


iibergeht in n n 
Cae Pd X ee > Py Ota" (139) 
o=l o=1 
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Zum Bestehen dieser Gleichung (139) ist notwendig und hinreichend, dab die 
Funktionen X;, P; die Gleichungen 
(X;, X;) = 0, (X;, Py) = 0, (Pe, Fy —=0; (P;, Xi) = +1 (140) 
(Geeks Ui Raed eens) 





erfiillen. 
Diese speziellen Berithrungstransformationen spielen beziiglich der partiellen 


Differentialgleichung erster Ordnung, welche z nicht enthalt, und beziiglich der 
Poissonschen Klammern dieselbe Rolle wie die allgemeinen Berithrungstrans- 
formationen beziiglich der allgemeinen, z enthaltenden Differentialgleichung und 
der eckigen Klammern. Es ist also z. B. 

(p, P= ae (y, Y)- 

Darauf beruht ihre Anwendung in der Theorie der kanonischen Systeme 
(Ziff. 12). Ein solches System geht hiernach bei Anwendung einer derartigen 
speziellen Beriihrungstransformation wieder in ein kanonisches System iiber. 

Beispiel. Seien’ 

dx,  O(H + H,) ap; 0(H + Hj) 
Cts Op; ; deae Ox, 





(be AG eee (141) 








die kanonischen Gleichungen eines mechanischen Problems); H entspreche 
der ungestérten Bewegung, H, sei die sog. Stérungsfunktion. Wir nehmen an, 
daB man die Differentialgleichungen der ungestérten Bewegung (H, = 0) inte- 
grieren kann. Man kennt also ein vollstandiges Integral 


2EAVE O ae UaD eee eae 


der partiellen Differentialgleichung 
Oz 0 
apt HUE, Mas Xar ++ +1 Xn Pi, Por - ++» Pn) =O, i= 3, 
Das allgem eine Integral des Systems der ungestérten Bewegung lautet daher 


slats oie 
Op Pe a CON 





a eee 


Wir tiben jetzt die spezielle Berithrungstransformation 
— / i te 0 V fe) V , 
P= Vb Ma a og Hn Bn o He) — ee ae cele ag 88 
aus, indem wir x; mit 6; und #/ mit a; identifizieren. Dadurch geht (141) tiber in 


db, _ OH’ du, WeOH? 
dt ~ Oa,’ dt eee OOS 6222 (142) 





Die Wirkung des Zusatzgliedes H, besteht also darin, daB die Integrationskon- 
stanten a; und 6; der ungestérten Bewegung bei der gestérten Bewegung variabel 
werden (Methode der Variation der Konstanten vel. Kap. 9, Ziff. 11). Wenn 
Hy, = 0 ist, reduziert sich (142) auf 

db; ada; 


Te we Fe 








oe folgt H’ =H. Die GréBen a; und 8; nennt man die kanonischen 
lemente der gestorten Bewegung. Die Gleichungen (142) liefern die durch 
das Hinzutreten der Stérungsfunktion H 1 bewirkten Anderungen dieser GréBen 


1) Vgl. hierzu Kap. 9, Ziff. 8 bis 40. 
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48. Lagrangesche Klammern. Die Gleichungen (140) lassen sich noch etwas 
anders schreiben, wenn man die sog. Lagrangeschen Klammern einfithrt: 





7 an es Mae oe 82,-+++, 8 selen 2” Funktionen der beiden Veranderlichen « 
und v. Man definiert als Lagrangesche Klammer den Ausdruck: 
n 
ive Ofx Oga Og Ofc 
w= G5 dv Ou ae (143) 
ar 


Zufolge der Beriihrungstransformation wurden die X, P Funktionen der x, p 


und umgekehrt. Die Gleichungen (140) lassen sich dann mit Hilfe von (143) auch 
so schreiben: 


{X, Ap} = 0, {X;, P= 0; (Pg. Py 03 {X;, P:}=+1 (144) 





(Ca eS th 4 Or as Mh) 
Fir f und g sind die x und # einzusetzen, aufgefaBt als Funktionen der X und P. 
Bezeichnen wir die Funktionen X und P kurz mit u, ut, ... , Un, SO gelten 


die Gleichungen: 


2n 

fi; as B f 
2 (0a) {ta a} = |p = oe. (t, R= 41) een 211, (145) 
a=] 


Determinante der {u;, %}mal Determinante der (,;, u,) = 1. 





49. Spezielle infinitesimale Bertihrungstransformationen. Denkt man sich 
die Beriihrungstransformation derart, daB sich die Funktionen X,P von den 
entsprechenden x, # nur um kleine GréBen 6x = £61, dp = a0t unterscheiden, 
wobei hohere Potenzen von d¢ vernachlassigt werden, so spricht man von einer 
infinitesimalen Berithrungstransformation im Sinne von Ziff. 44. Man hat also 








X;,= % + §&6t] ). 
ae (p= 1925. S00). (146) 
Die Bedingungen fiir eine Berithrungstransformation reduzieren sich in diesem 
Fall auf we ow ie Aue 
api? Fire Ricans? (147) 


wobei W eine beliebige Funktion der x und # bedeutet. Die Anderung einer be- 
liebigen Funktion / der x und # bei Anwendung dieser Transformation ergibt 
sich zu 


etter VOL PUN yg eel pce a) 7 gy nes Xn Pu~e 5 Pal Of. (148) 


Nach Ziff. 41 bezeichnet man den Koeffizienten von 6¢ in der Anderung 6 f 
einer beliebigen Funktion { als Symbol der infinitesimalen Transformation. (f, W) 
kann demnach als Symbol der allgemeinsten Beriihrungstransformation aus 
der unendlichen Gruppe aller Berihrungstransformationen aufgefaBt werden 
(vgl. Ziff. 43). 

Deutet man die Gleichungen eines kanonischen Systems (vgl. Ziff. 12, 47) 
als Bewegungsgleichungen eines dynamischen Systems, so kann der ganze Verlauf 
der Bewegung als ein allmahliches Entfalten einer Berithrungstransformation 


betrachtet werden. Ist ein Integral des Systems (vgl. Kap. 9, Ziff. 7), so sind 
Oy Oy ae 
ap, und Pe Gaast, Disnens 1) 


Lésungen seiner Variationsgleichungen (vel. Ziff. 54). Jedes Integral y entspricht 
einer infinitesimalen Berithrungstransformation, deren Symbol die Poissonsche 
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i ie L6 dynamischen Systems 
Klammer (/, v) ist. Denkt man sich die Lésungen des dynan 
als ee der Integrationskonstanten 4;, 5; und der Zeit ¢ gegeben, so 
sind die aus ihnen gebildeten Lagrangeschen Klammern 


{ai, ay, 5 {ai, by}, {b;, by} (z, n= AD Foes n) 


zeitlich konstant. 
50. Legendresche Transformation. Wir bestimmen die Polare des Punktes 


(x’, y’) beziiglich der Parabel: oes (149) 
Sie lautet (vgl. Kap. 3, Ziff. 18) 

Lae ax +y+ty’=0. (150) 

Ihr Richtungskoeffizient ist oe ; (454) 


Gleichung (150) stellt aber auch die Polare eines auf der urspriinglichen Polaren 
liegenden Punktes (x, y) in den laufenden Koordinaten x, dar (s. Abb. 4). 
Ihr Richtungskoeffizient ist 
p=—x. (152) 
Die aus den Gleichungen (150), (451), (152) 
folgenden Formeln 
x == pe t= =>", 
PPL Oy Ee (153) 
f=—x, pa—a 
liefern also eine umkehrbar eindeutige Zuordnung 
der Linienelemente (x, y, #) und (#’, y’, £’), wobei 
dy' — p'dx' = dy — pdx, (154) 
ist; sie stellen somit eine spezielle Berithrungstrans- 
formation der Ebene (Ziff. 47) dar. Sie heiBt die 
Abb. 4. Legendresche Transformation. LLegendresche Transformation und 1laBt sich 
auch auf den Raum verallgemeinern. 


Wir bestimmen einfach die Polarebene des Punktes (x’, y’, 2’) beziiglich | 
des Paraboloides 


(ay) (x}y) 


KA + 4% 4+ 22 == 0. (M4553 
Sie lautet (vgl. Kap. 3, Ziff. 18) 
xx + yy +2+2/=0. (156) 
Die Richtungsparameter ihrer Normalen sind ; 
p==—x', g=—y'. (157) 


Gleichung (156) stellt aber auch die Polarebene eines auf der urspriinglichen 
Polarebene liegenden Punktes (*, y, z) in den laufenden Koordinaten x’, iene: 
dar; die Richtungsparameter ihrer Normalen sind 


| Neel i hein (158) 
Aus den Gleichungen (156), (157), (458) folgen die Formeln 
xf = —p, x=—p', 
ets f: Viereis 
2 Pe dy =k, z= py Agi ae (159) 
pa P==s5 


g=-y, G=—y, 


(ohuta:) ha! Der Stokessche Tensor. 383 


Sie liefern eine umkehrbar eindeutige Zuordnung der Flachenelemente (x, y, z, p, q) 
Mh. 44742", 2’, q’) mit 
dz'— p'dx'— q'dy'’=dz— pdx — qdy, (160) 


somit eine spezielle Beriihrungstransformation im Raum (Ziff. 47). 

Auf der Legendreschen Transformation in der Ebene beruht die Integrations- 
methode der in « und y linearen gewohnlichen Differentialgleichungen erster 
Ordnung, der sog. Lagrangeschen (d’Alembertschen) Differentialgleichungen 
(vgl. Kap. 9, Ziff. 3g). Setzt man namlich p = ue und wbt die Legendresche 
Transformation auf eine Lagrangesche Differentialgleichung aus, so erhalt man 
in den gestrichenen Variablen eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung 
und aus deren bekanntem Integral durch Anwendung der inversen Legendreschen 
Transformation die Integralkurven der ursprijnglichen Differentialgleichung 
in Parameterdarstellung. Ein spezieller Fall der Lagrangeschen Differential- 
gleichung ist die Clairautsche: 

er 2 i / (p) , 


die ebenso behandelt wird. 


X. Integralinvarianten und 
Variationsgleichungen. 


51. Der Stokessche Tensor. Im euklidischen R, sei eine zweiseitige, £-dimen- 
sionale Mannigfaltigkeit V,, in Parameterdarstellung gegeben (vgl. Kap. 1, Ziff. 26, 
Kap. 3, Ziff. 38): 

Hg = 4; (01, Og, . - -; Gp) (Bret a (161) 


Sie wird durch die Gleichungen (161) auf einen Bereich des #-dimensionalen, 
euklidischen o-Raumes abgebildet. Ferner seien Funktionen von %1,..., %p 


gegeben, Ay, x,...,«, (die & durchlaufen samtliche Kombinationen ter Klasse 
ohne Wiederholung der n Elemente 1,2,...,) mit folgender Eigenschaft: 
Ax,, «,...,%, Soll bei Vertauschung zweier Stellenzeiger sein Zeichen andern, also 
bei zwei gleichen Stellenzeigern Null sein. Die Funktionen A sind daher schief- 
symmetrisch. Dann definieren wir das iiber eine bestimmte Seite der V, erstreckte 


Integral : 
=i Fie Asha edie 2h acid kx, (162) 
| (x) 
(die « durchlaufen wieder dieselben Kombinationen wie oben) durch das tiber 
den Bildbereich der V, im o-Raum erstreckte p-fache Integral: 
(p) 


taf [Xan ACLS et 5 nid on (163) 


. Oo 
(a) BOG wean eel 





Die Reihenfolge der Differentiale in (162) ist daher nicht gleichgiiltig. Vertauscht 
man zwei der Parameter o, so andert J das Zeichen; man erhalt das iiber die 
andere Seite der zweiseitigen V, erstreckte Integral. (163) laBt sich wegen der 
schiefen Symmetrie der A auch so schreiben: 


(p) 
n n 
O Xa, OX ap : 
r=/--[S DA ete Bot Gq 1H Fp: (164) 
%=1 X&p=1 


384 Kap. 10. J. Lense: Partielle Differentialgleichungen. Ziff. 52. 


Bei Einfithrung neuer Veranderlicher y statt der % erhalt man 


(p) 
SNS OVE, OD geen 6 (165) 
[T= eee aay Hy Boo (0 00, 00, fi sie ier 1¢ Dp? 
y=1 Byp=1 


<< ~ yi Oia, | Oa» (166) 
Bp... =D, se Os SP Oye OVBy | 


= Xp=1 











Die A sind also die Komponenten eines schiefsymmetrischen Tensors pter Stufe 
(vgl. Kap. 5, Ziff. 2); I behalt seine Gestalt, ist also eine Integralinvariante 
gegeniiber der unendlichen Gruppe stetig differenzierbarer, eindeutig umkehr- 
barer Punkttransformationen x —> y (vgl. Ziff. 43). 

Wir definieren nun die verallgemeinerte Ableitung % des Tensors A 
(die Operation D in der Bezeichnung von GOURSAT: 9 = DA) oder den‘ sog. 


Stokesschen Tensor % durch 


OA og stipes OAa,...op+1 
OX x, ae OX x, 


Oy a OA oy... apts a Os | ee 
OXn; 


wean ane 











a (167) 
| ( 1)? Case 


OXap+1 





Dabei sollen die « in natiirlicher Reihenfolge genommen sein, bei geradem # 
lauter positive, bei ungeradem # abwechselnde Vorzeichen gesetzt werden; 
9 ist ein schiefsymmetrischer Tensor (p + 1)ter Stufe, die Operation D ist ko- 
variant (vgl. Kap.5, Ziff.4, 2). 

52. Der verallgemeinerte Satz von Sroxes. ist die V, die geschlossene 
Berandung einer V,,,, so gilt der verallgemeinerte Satz von STOKES: 


[XAn. «Op AX a, BOG AX cen = { Me. ++ Opty dX, oo BXoy 44° (168) 
(«) (a) 
Das Integral links ist tiber eine beliebige Seite der V,, das Integral rechts tber 
eine dadurch bestimmte Seite der V,,, , zu erstrecken [im Sinne von (462) und (163)]. 
Welche Seite, d. h. welche Reihenfolge der Parameter der V,,, zu nehmen ist, 
entscheidet man am besten durch Einsetzen eines speziellen Tensors A. i 
Fir 1 = 3, p = 1 ergibt sich der gewdhnliche Satz von STOKES, fiir ” = 3, 
p = 2 der Satz von Gauss (vgl. Kap.5, Ziff.8). Die Operation D, auf den Tensor Y 
angewendet, liefert identisch Null. Das Integral I iiber eine beliebige geschlosseneV, 
verschwindet oder, was dasselbe ist, das Integral I iiber eine beliebige V, hangt 
nur von der Berandung der V, ab, wenn DA = Y identisch verschwindet. In 
diesem Fall nennt man den Integranden von I ein verallgemeinertes totales 
Differential. Es lassen sich dann durch Quadraturen unendlich viele schief- 
symmetrische Tensoren A’ bestimmen, so daB A= DA’. Die aus ihnen 


gebildeten Integranden unterscheiden sich additiv nur um verallgemeinerte 
totale Differentiale. 
OA, OA; 


Beispiel. Fir p=1 wird Y, = a omeain (2; R= Al, Qe iio 9 lle 
ay x n zt k 
bilineare Kovariante von > A; dx; (vgl. Ziff. 39). Das Kurvenintegral yA AX; 
: ; j=1 J #1 
ist bei festgehaltenem Anfangspunkt (a1, dg, .. ., a) nur eine Funktion es End- 


punktes oder vom Weg unabhangig, wenn age = fir alle 2, k ist. Man kann 
zt k 


also diese Funktion — sie werde mit F(x, %,..., %) bezeichnet — dadurch 
bestimmen, da8 man langs eines besonders bequemen Weges integriert, z. B. 
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lings eines Streckenzuges, dessen Strecken je einer Koordinatenachse parallel 
sind. Man erhalt dann 
ies a 
F (%,, arenes a) =| Ay (hy, a3, ou ey An) AX, +f Aol, Xo, a3, ere ey An) AXy -|- eheire 
ay ds 
tn 
tf An, Hay «+ Mn) Eq, 
an 
CUM Ere ++) Hn) 
Ox; 


wobei 





Aj (1, + +) Xn) = (054) 2) 02.5 2), 


also ist fn 
aF = > Aj ax; 

i=1 
ein totales Differential. Daher stammt auch der Name im allgemeinen Fall 
(vgl. Kap. 1, Ziff. 20). 

53. Integralinvarianten beziiglich infinitesimaler Transformationen. Es 
sei eine eingliedrige kontinuierliche Gruppe durch ihre infinitesimale Trans- 


formation gegeben: n 
OF 
X(F) = DS Xn Ge 

om 1. 


oder durch die Differentialgleichungen ihrer Bahnkurven (vgl. Ziff. 41, 43): 


ax; A 
vib = As (%, eres ee) (7 = di: Denes 5 n) (169) 
mit den Anfangswerten x; = x? fir t= 0. 

Die Anfangswerte sollen eine V, erfiillen, d.h. es soll 


He BAO nic TS) (peed A Doers, 98) (170) 


sein. Von jedem ihrer Punkte geht eine Bahnkurve aus. Deuten wir ¢ als Zeit, so 
koénnen wir sagen: Die Punkte der V, beginnen zur Zeit ¢ = 0 lings der ent- 
sprechenden Bahnkurven zu wandern und werden zur Zeit ¢ eine andere V, 
erfiillen, die durch die Gleichungen 


Hj = H5(t, Oy, Og, -, Dy) ima ies be che 3) (171) 


gegeben ist. Man erhalt sie durch Integration von (169) mit den Anfangs- 
bedingungen (170). Es ist also 
(Gy 5 Og, + «+5 Op) = %;(0, 071; Oxi Op) = 4, Dae LN (172) 


Wir bilden nun das Integral (162) mit den Funktionen (171). Es wird also eine | 
Funktion der Zeit J =J(¢). Ist fiir jede beliebige, durch (170) gegebene V, 
= = 0, so heiBt J eine absolute Integralinvariante vom Grad # be- 
zuglich der infinitesimalen Transformation (169). Man pflegt sie mit J, zu be- 
zeichnen. Ist dies jedoch nur beziiglich jeder beliebigen geschlossenen V, der 
Fall, so heiBt die Integralinvariante relativ (Bezeichnung /J,). Es gilt der 
Satz: Jede relative Integralinvariante 148t sich auf unendliche viele Arten als 
Summe einer absoluten und eines Integrals iiber ein verallgemeinertes totales 
Differential (Ziff.52) darstellen und umgekehrt, jede solche Summe ist eine 
relative Integralinvariante. Durch den D-Proze8 (Ziff. 51) entsteht aus jeder 
absoluten oder relativen Integralinvariante vom Grad # eine absolute vom 
Grad +1. Man schreibt: 

Dives: oder Dip Leeds (173) 
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Der Index d deutet an, daB der betreffende Integrand durch den D-Prozels 
entstanden ist. Das Integral (162) ist dann und nur dann eine J,,, wenn der schief- 
symmetrische Tensor pten Grades K: 





Nn 
OA Bi ace tts OX Mee 
LO ae op = 23 Bas Xe 4 My cia. 4 2s OX a, oF A ayy tg... 0p OX ay a (174) 
v=] OXy 


+. Aa... 09-1” Fea 
verschwindet. Es ist eine J,, wenn DK =0. Ist das System (169) auf die Normal- 
form. (Ziff..43) “gebracht, ‘also speziell’ AX, —=4, XX =0) (vi=4, 23. ee 
so diirfen die A die Variable x, nicht enthalten. Dann und nur dann ist (169) 
eine I,,. 
Beispiele, 1, {Elva ws 9: Xp) G4, > 2%, ist dann, und nur danu eimai 


wenn nach (174) Pn 
Tox Nees 
Dae rk v )=0, 
vl 


d.h. F ein Multiplikator von X(z) = 0 ist (Ziff. 5). 
n 
2. Wenn [34rd eine I, ist, so ist nach (174) 
v= 


P, 
d 
34-2.) =O, 
n 
d.h. >'A,X, ein Integral von (169). 
v=1 
3. Das kanonische System (vgl. Ziff. 12, 47) 


dq OH dp, dH ,. 
imp pre dt Pos CF ba Fereceaa |) Mo Gyros Gar Pa ee 





n 
hat die J,: | > 4p,dq; (Liovvitte) (vgl. Kap. 9, Ziff. 10). 
ail 


54. Variationsgleichungen. Ein Lésungssystem der Gleichungen (169) sei | 


% = x¥(t) (6 = 1,2,...,n). (175) 
Wir suchen eine benachbarte Lésung, setzen also 
4; = xF() + 26) (§ =1,2,...,n), (176) 


wo « eine kleine Konstante bedeutet, deren Quadrate und héhere Potenzen 
vernachlassigt werden sollen. 


Man erhalt aus (169) und (476) 

















dx, aux dé, "1 OX, (4% 
also fiir lim ¢ = 0 exakt = sae 
dE, NOX, (x*) 
dt a? OX» & . (178) 
v=1 


Die Gleichungen (178) heiBen die Variationsgleich 
Sie sind linear in den Unbekannten &,. gleichungen des Systems (169). 
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Bedeuten die 
a art, Disc a eat 2: sD) 


ein System von / partikuldren Lésungen der Gleichungen (178) und Bibt es ein 
Integral von (178) von der Gestalt (vgl. Kap. 9, Ziff. 7) 


E(1) E() | 
a baa pe aX 
Gg, 2) cag. (tt) | Me eee one (179) 
- el) gf) 
Xp *** Sap 


so ist | Py Aer...a (x) dx,,... dx, eine Integralinvariante beziiglich des Systems 


(169) und umgekehrt lat sich aus jeder solchen Integralinvariante von (169) ein 
derartiges Integral von (178) ableiten. Dieselben Uberlegungen gelten auch, 
wenn die Funktionen X; die Zeit ¢ enthalten. - 

Sind die X; in den Gleichungen (169) auSerdem noch periodische Funktionen 
der Zeit mit der Periode T und bedeutet (175) eine periodische Lésung von (169) 
mit gleicher Periode, so sind auch die Koeffizienten der Variationsgleichungen 
periodisch in ¢. Ihre allgemeine Lésung lautet dann: 


= 


co 


= cperkt Sip (2) (7 = Ae Di mnsid ; n), (180) 
k=1 


wo Siz (¢ + T) = Siz (). 
Die c, sind die Integrationskonstanten, die a, die sog. charakteristischen 
Exponenten. Sie ergeben sich als Wurzeln der Gleichung 


Oy, i 
Det: aR (1 — e*7) | 


Darin bedeuten die 6; die Anfangswerte der &, die 8; + wy; die Werte der &é; 
nach Ablauf: der Periode 7, ferner ist 66 =0 fir i+ und =1 fir i=. 
Tritt die Zeit in den X; nicht explizit auf, so verschwindet fiir jede periodische 
Lésung ein charakteristischer Exponent, ebenso wenn (169) ein eindeutiges 
Integral F (*,,..., %,) = konst. besitzt. Die periodische Lésung stellt eine stabile 
Bahn dar, wenn sémtliche a, rein imaginar sind. 


Literatur: R. Courant u. D. Hirpert, Methoden der mathematischen Physik. Bd. I. 
Berlin: Julius Springer 1924; R.v. Mises u. Pu. Frank, Die Differential- und Integral- 
gleichungen der Mechanik und Physik. 2 Bde. Braunschweig: Vieweg & Sohn 1925—1927; 
L. BreEBERBACH, Theorie der Differentialgleichungen. 2. Aufl. Berlin: Julius Springer 1926; 
E. T. WHITTAKER, Analytische Dynamik der Punkte und starren Kérper. Berlin: Julius 
Springer 1924; S. Liz u. G. SCHEFFERS, Vorlesungen iiber Differentialgleichungen mit be- 
kannten infinitesimalen Transformationen. Leipzig: B. G. Teubner 1891; E. v. WEBER, Vor- 
lesungen tiber das Pfaffsche Problem und die Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung. Leipzig: B. G. Teubner 1900; E. Goursat, Legons sur l’intégration des 
équations aux derivées partielles du premier ordre. 2. Aufl. Paris: J. Hermann 1921 
(1. Auflage in deutscher Ubersetzung von H. Maser bei B. G. Teubner, Leipzig 1893); 
E. Goursat, Legons sur le probléme de Pfaff. Paris: J. Hermann 1922; E. Goursat, Legons 
sur lintégration des équations aux derivées partielles du second ordre a deux variables 
indépendantes. 2 Bde. Paris: A. Hermann 1896—1898; E. Cartan, Legons sur les invariants 
intégraux. Paris: J. Hermann 1922; Cu. Riguier, Les systemes d’équations aux derivées 
partielles. Paris: Gauthier-Villars 1910. 
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Kapitel te 


Variationsrechnung. 


Von 
THEODOR RADAKOVIC, Wien. 


I. Klassische Methoden. 


1. Einftithrung. Beispiele. Wahrend in der Differentialrechnung unter 
anderem die Aufgabe gestellt wird, Werte der Variabeln x zu finden, fiir die 
eine gegebene Funktion f/(«) ein Extremum (Maximum oder Minimum) in der 
Umgebung dieser Werte liefert, hat die Variationsrechnung zur Aufgabe, Funk- 
tionen zu finden, die ein von diesen Funktionen und ihren Ableitungen abhangen- 
des bestimmtes Integral zum Extremum machen. Dies mége zuniachst an einigen 
Beispielen erlautert werden: 

a) Diejenige Kurve durch zwei in der x y-Ebene gegebene Punkte zu finden, 
deren bei Rotation um die x-Achse gebildete Rotationsflache die geringste Ober- 
flache hat. Die Aufgabe lauft darauf hinaus, diejenige Funktion y(x) zu finden, 
die das Integral 


Uy 
2nfy V1 + 2 dx 
Xo 


zu einem Extrem macht. 


f) In der Ebene die kiirzeste Verbindungslinie zwischen einer Kurve y = y (x) 
und einem Punkte x, y, zu ziehen. Es ist das Integral 


iii + 9% de 


durch Wahl von y (x) zu einem Extrem zu machen. Die untere Grenze des Integrals 
ist nicht fest, da ja der eine Endpunkt der Verbindungslinie nicht bestimmt 
ist, sondern nur auf der Kurve y = y(x) liegen soll. 

y) Geodatische Linien. Die kiirzeste Verbindungslinie auf der Flache 
F(x, y, 2) =0 zwischen zwei gegebenen Punkten der Fliche zu finden. Es 
sind diejenigen Funktionen x (2), y(#), z() zu finden, die das Integral 


t 


| x72 + y2 + £2 dt 





th 
za einem Extrem machen und dabei die Bedingung 


LK y,.2) 0) 
befriedigen, aye) 
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Ist die Flache in Parameterdarstellung durch Angabe des Vektors vom 
Ursprung zum Flachenpunkt als Funktion zweier Parameter 


t= z(u,v) 
gegeben und bedeuten 
B= pp EF srin G = 73 
im Sinne von Kap. 4, Ziff. 16, so ist 
ts 


|VEw? + 2F wv + Gv? dt 


th 





durch Wahl von uw = u(t), v = v(¢) zu einem Extrem zu machen. 


6) Brachistochrone. Die Kurve zwischen zwei Punkten P, und P, 
in der vertikalen Ebene zu legen, langs welcher ein Massenpunkt in einem 
homogenen Schwerefeld am schnellsten von P, nach P, gelangt. (Das Medium 
sei als reibungslos, die Geschwindigkeit in P, als Null angenommen.) Das Integral 


lautet hier: 
Uu 


2 U2 
ses wana 
ee =) | 
128 (y — 9s) x 


A 





Uy U1 


se fiihrt auch die Aufgabe, die Bahn zu bestimmen, 
lings welcher das Licht in einem zweidimensionalen Medium mit der Licht- 


geschwindigkeitsverteilung v(x, vy) am schnellsten von P, nach P, gelangt. 
e) Minimalflachen. Durch eine gegebene geschlossene Kurve im Raume 
die Flache kleinster Oberflache zu legen. Es ist z = z(x, y) so zu bestimmen, daf 


Auf das Integral [ 


[[Ww+eP4+ @axdy 


02 Ozu 
Ox? q — oy ist. 


In Parameterdarstellung (vgl. Beispiel y) lautet das Integral folgendermaBen: 


zu einem Extrem wird, wo p= 


[ [VEG —F dud. 


£) Spezielles isoperimetrisches Problem. Unter den Verbindungs- 
linien zweier Punkte P, und P, von gegebener Lange 2/ diejenige zu finden, 
die mit der Sehne P,P, den gréBten Flacheninhalt einschlieBt. Wahlen wir die 
Punkte auf der x-Achse, so ist das Integral 
te 
4 | (xy! — yx) dt 


h 


zu einem Extrem zu machen, wobei die Nebenbedingung 


te 
[\e? $2 dt = 21 
bs 


erfiillt sein muB. 
n) Rotationskorper geringsten Widerstandes. Derjenige Rotations- 
kérper ist zu bestimmen, der bei Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit 
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in Richtung der Rotationsachse in einem widerstehenden Medium den geringsten 
Widerstand erfahrt. Nach dem Newtonschen Ansatz ist 

ts ye 
|war 


h 


at 


zu einem Extrem zu machen. 
%) Hamiltonsches Prinzip. Ein System materieller Punkte P, mit 
den Massen m, unterliege den m Bedingungen 
Pp (t, Xy, Vos By) =0, 
BSN Dia WO Ye Ae ae 


(t = Zeit). Die Krafte mit den Komponenten X,, Y,, Z, mogen ein Potential 


besitzen OV 
Vie Vb has Von ey i — ) 





3 


0 Ny 
die kinetische Energie werde mit 


nr 
T = 4 i my (2 + 972 x) 
vi 


bezeichnet. Dann ist die wirkliche Bewegung unter allen mit den Bedingungen 
vertraglichen Bewegungen, die das System aus festgegebener Anfangslage 1m 
Zeitpunkt ¢, in eine feste Endlage im Zeitpunkt 7, tberfiihren, dadurch aus- 


gezeichnet, daB sie das Integral 
t 


2 


[(2—V) ae 


i 


zu einem Minimum macht. Dieses Prinzip laBt sich auch in derselben Formu- 
lierung auf kontinuierliche Systeme anwenden (vgl. dazu das folgende Beispiel.) 

‘) Schwingende Saite und schwingende Membran. Die potentielle 
Energie eines an den Endpunkten e = 0 und x = / befestigten homogenen Saite ist 


1 
proportional der Langenanderung i (V1 + u2 — 4) dx, wenn uw die senkrechte Ent- 
0 
fernung eines Punktes der Saite von der x-Achse bedeutet. Sie ist also bei Vernach-. 
l 
lassigung von Gré8en hdherer Ordnung proportional 4 it u2dx. Bezeichnen wir 


) 
die konstante Saitenspannung mit uw, so ist die potentielle Energie 
l 
vat : u2dx. 
0 
Bedeutet @ die Massendichte pro Langeneinheit, so ist die kinetische Energie 
1 
L=d [ ourdx. 
0 
Es ist also zufolge dem Hamiltonschen Prinzip das Integral 


t tad 


[(T—V)dt= 4] [ (out — pe) dxdt 
nn £0 
zum Extrem zu machen. 
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Analog ist bei dem Problem einer in der xy-Ebene itber dem Gebiet G ein- 
gespannten homogenen Membran das Integral 


te 
5[[[ lou? — pe + 18)] dx dy at 
i @ 
zam Extrem zu machen. 

2. Einfachste Form der Eulerschen Differentialgleichung. Das einfachste 
Problem der Variationsrechnung besteht in der Aufgabe, durch zwei Punkte 
P, und P, mit den Koordinaten («,, y,) und (%2, V2) in der Ebene eine Kurve 
y = y(x) zu legen, so daB das Integral 


Vo 


[flemy) ax (1) 
ein Extrem wird. Dabei ist also / eine vorgegebene Funktion in den Variabeln 
x, y, y’. Nehmen wir die zur gesuchten Lésung y = y(«) benachbarten Kurven?) 


in der Form an Y (x) = v(x) + en (x), 
wobei (x) eine willkiirliche Funktion ist, die den Bedingungen 
1 (%) = 7 (%2) = 0 
gentigt. ¢ ist ein variabler Parameter und es geht offenbar fiir «=O die 


Funktion y(x) in die Lésung y(x) tiber. Dann lautet das Integral fiir diese 
varilerten Kurven 


Xz 
T(e) = [fey + en, ¥ + en!) dx 
und die notwendige Bedingung dafiir, daB J (0) ein Extrem liefert, ist 
: (220) =o. 
$ 4 22 —H 
Dies gibt: ~ = 
J (0) =| Gun + ty) dx = 0. 


Dy 
Partielle Integration liefert: 
Le V 
: : ; d d 
J’(0) = [nty let + fn (i, te al) dx ={n (f - sty) to (2) 
ba aa 
zufolge der Bedingungen fiir 7. Den Ausdruck 
- Lo Ie 
/ : / d 
dF = eJ'(0) = ef (yn + ty) ax =e | u(t, — 5 hy) a (3) 
Hy ay 
nennt man die erste Variation des Integrals J. Aus (2) ergibt sich nach 
einer SchluBweise, die als das Fundamentallemma der Variationsrechnung 
bezeichnet wird und bei der aus dem Verschwinden des Integrals und der Will- 
kiirlichkeit von’ 7 auf das identische Verschwinden des anderen Faktors im 
Integranden geschlossen wird, die Eulersche Differentialgleichung zweiter 
Ord des Problems d 
se a he ant’ = (4) 


zur Bestimmung von y(x). Die Lésungen werden Extremalen genannt und 
durch spezielle Wahi der Konstanten ist der P, mit P, verbindende Extremalen- 


1) Die Funktion 7 werde als analytisch, die Funktionen y und » als zweimal stetig 
differenzierbar vorausgesetzt. 
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bogen zu bestimmen. Enthalt f die Variable y nicht, so ist jy = C ein erstes 
Integral; enthalt die Variable x nicht, so ist wegen /, = 0 


d y i (Sa Ne 
a Oley (i, ms al) (5) 
also ist hier { — yf, = c ein erstes Integral. 
Beispiel «. Hier ist j= 2ay yjity? 


und das erste Integral der Eulerschen Differentialgleichung lautet: 


a Cy 


mit der Lésung Hie 
y = ¢, cosh 





“2 (Kettenlinie). 


1 

3. Parameterdarstellung. Sie empfiehlt sich besonders zur Behandlung 
geometrischer Probleme (Kurvenprobleme), deren Extremalen durch beliebige 
Parameter +) beschrieben werden kénnen, wogegen bei Funktionenproblemen, 
bei denen es sich um die Auffindung von Funktionen einer bestimmten 
Veradnderlichen (z. B. der Zeit) handelt, die vorige Methode die angebrachtere 
ist. Es sei also f in der Form 

jix(d), v0), x,y’ O) 

gegeben und das Integral te 


J = t (x, y; x, y’) dt (6) 


durch Wahl von x(#), y(¢) zu einem Extrem zu machen. Von / werde ferner 
noch vorausgesetzt, daB es in x’ und y’ positiv-homogen vom ersten Grade 
sel, d. h. es soll sein 

ie, y, kx’, Ry") = Rflx,y,x',9,) fir k>-0. 


So ist z.B. )x’®-+ y’? positiv-homogen, aber nicht allgemein homogen. Dann 
ist das Integral invariant gegeniiber Parametersubstitutionen, die den Durch- 
laufungssinn nicht andern: 


tase ah daha Wem Ae ewe wO a PN eee 
files, qe gat = | tes, di dv’ dt ae) 2 = [f(x Gio GB) at. 
ist 


Ty Ty 





Aus dieser Homogeneitat von / folgt die Eulersche Homogeneitiatsrelation: 


# fat +9 fy =F, (7) 


und daraus weiter die Relationen: 
toe Oe ones ae Wt ete 5 a = % tery = Ve tyhy 


One = ara = 0; Los eae: =- V fy y’ = 0 (7a) 
feta’: faty’ fyry = 2 — x! of v2, 
Den Proportionalitatsfaktor wollen wir mit /, bezeichnen, so daB also 


fet a aie, fat __ fiw 





i (7b) 


yf? ay! im Pe) a 
ist. Variieren wir nun das eine Mal nur x, das andere Mal nur y, SO ergeben sich 
die beiden Eulerschen Differentialgleichungen: 

d d 
le — F; ta = 0; ly — Gly = 0. (8) 


1) Es moge nur angen ; 
ur angenommen werden, daB die Kurve mit wachsendem 
; e 
durchlaufen wird. Parameter 
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Sie sind nicht unabhangig voneinander, sondern lassen sich in die eine Differential- 
gleichung zusammenziehen: 


T= fay — tye + f(y" — xy’) = 0 (9) 
fe—Sgle =T: ty—- Shy=—*T. 
Beispiel y. Geodatische Linie. Hier ist 
f= VEw? + 2Fu'v' + Gv’? 
EG—F 
VEu’? + 2Fu'v’ + Go’?)®?’ 


und zwar ist: 





und 








i= ( 
die Differentialgleichung T = 0 ergibt: 
(EG — F?) (u’v” — uv’) 
+ (Ew + Fv’) [(F, —4$£,) v2 + Gv’ +46," 
— (Fw + Gv) [$E,w? + E,w'v’ + (F, — 4G,) v’?] =0 


als Differentialgleichung der geoditischen Linien. 

Beispield. Brachistochrone (vgl. O. Borza, Variationsrechnung, S. 207). 
Es ist das Integral Pe 
uy 


oes a 





zu einem Extrem zu machen. Als Parameter u soll der Tangentenwinkel der 
gesuchten Lésung mit der x-Achse gewahlt werden. Aus der ersten Eulerschen 
Differentialgleichung folgt: 








x! 
- ts = : = Cy 
x? + yy? Vy — ny 
und, da wegen der Wahl von u 
x! 
Vr ty = COSU 


ist, folgt hieraus weiter: j 
—f— 4, = oa! + cos2u). 


Differentiation dieser Gleichung und Einsetzen in die vorgehende liefert: 


ce 2 
y=—qsin2u; 7 = +7 c0s*u. 
1 a} 





Substitution 2 = 1 — a und Integration liefert: 


4 
%4—% += 


2c? 
di 
(aoe ecto a — cost). 


Die Extremalen sind Zykloiden. 
4. Allgemeinere Probleme der Variation eines einfachen Integrals. Die 
Extremalen x; = x,(¢) des Integrals 


(x — sint), 





te 
[ft Coy OREO OA 8 CG (10) 
4 
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werden durch das System von  Differentialgleichungen 





eh ee i 
Ox, at ext’ : G4 
41= 4, Ds tere yells 


gegeben. 
Die Extremalen y = y(x) des Integrals 


Xo 
| f(x,y yy! — «++ yO) dx (12) 


a 
miissen der Differentialgleichung 


Of a) Of at a7 


a” of 
4. Se i nv 4 
Cy ax ay 2 dx® dy” ie A) 0 (13) 


dx” dye) 








genugen. 
Geodatische Linien einer m-dimensionalen Riemannschen Mannig- 
faltigkeit. Sie sind die Extremalen des Integrals 


te 
[Vein 8 GAY at, 


f= Veix (x') (ae 


(Um den AnschluB an die Bezeichnungen der Tensorrechnung zu gewinnen, 
schreiben wir bei diesem Beispiel die Indizes der Koordinaten oben und lassen 
die Summenzeichen fort, indem wir die Ubereinkunft treffen, daB tiber zwei 
gleiche, in einem Produkt vorkommende Indizes stets zu summieren ist.) Die 
Differentialgleichungen lauten: 
Vee aie 6 
Ba de aay 9 $= 1,2,..49 
No Oe d ie of? 
af Ox ~~ dt 





oder 








2} san) = 0 ent 4S cha KER 


Einfithrung der Bogenlange s = s(¢) gibt (wenn wir statt ¢ den Index r schreiben) 
op da of 
Oat hs. Sou 





OT GAS te Pes aby le 


wobei die Ableitungen nach s durch Punkte bezeichnet sind. Daraus folgen 
die Differentialgleichungen der geodatischen Linien in kovarianter Form 7) 


Sneed pe WO 


1 (0 OLin Og... 
Fa = 4 (EP — Se 4 9) 








Ox? Ox Ox* 
und in kontravarianter Form: 
a | Bie 3 yk — Q 


WU 
Die = oD ak 


1) Dabei sind die folgenden Formeln zu beachten: 


of? : d Of 
Bye = ore ®* + BiH = 26,1 4; ds 7 

x 
Of? Og. Rae to) zy 4 
Sa og MH und EE ae = Ee gage 





= 0 . 
= 26,44" +2 CErk ot gh : 
Ox 
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5. Hamilton-Jacobische Differentialgleichung. Es sei das Integral 
te 
Ce ee a eee X,,) at (14) 
é, 


zu einem Extrem zu machen. Es sind dann die Eulerschen Differentialgleichungen 





ea ie eee 
Om, di dx, — % (Mt a ENG ee (15) 
zu integrieren. Es werd 0 
8 pipiens (16) 
gesetzt. Diese Gleichungen nach x; aufgelést, ergeben 
B= pA s (17) 
Es mége nun durch die Substitution 
H(t, x,y) =D ny — 1G», y) (18) 
v 
die Funktion H eingefiihrt werden. Wegen ue = y,; ergibt sich dann 
ie ee 
Ox, Ox,’ Die (19) 
Da zufolge der Eulerschen Differentialgleichungen = y; ist, so erhalten wir in 
ae OH 
sgt he Lean (20) 


ein System von 2m Differentialgleichungen zur Bestimmung der Funktionen x; 
und y;. Man nennt solche Systeme kanonische Systeme (vgl. Kap. 9, Ziff. 8). 


Wir kénnen unter Regularitatsvoraussetzungen im (n + 1)-dimensionalen 
Raum der ¢, x; durch zwei Punkte A und P eine Extremale des Variations- 
problems legen. a, f; seien die Koordinaten von A, 1, é; die von P. Ist 


tH AGO, Be ¥)s Ve HIJTilt, &, Bis yi), (21) 


die durch den Punkt mit den Koordinaten o, §;, y; im (2” + 1)-dimensionalen 
Raum der ¢, x;, vy; hindurchgehende Lésung des kanonischen Systems (20), so 
lassen sich die y; = I};(a, f;, t, €;) derart bestimmen, daB die Funktionen 


y= X(t, a, Bi, T;) = x; (t, a, By, 7; &;) 


die Extremale durch A und P darstellen. Durch Einsetzen der Werte von 
y; ergibt sich dann auch 


V; = Vilt, a, Bi, vi) = Wilt, a, Bi t-$) - 


Es sei nun . Ss = | Htx,*) dt 
das entlang dieser Extremale von A bis P genommene Integral. Dann 1aBt 
sich zeigen!), daB os 
; “OE; sea Vi» 
OS 


ae = —H(t, &;, i) 








1) Vgl. O. Borza, Variationsrechnung S. 595 ff. 
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ist. Aus diesen beiden Gleichungen folgt aber, daB das Extremalenintegral die 
partielle Differentialgleichung 

Os 0s hs) 

a oe So 22 

SP AEN as 1" (22) 
befriedigt. Sind die kanonischen Differentialgleichungen (20) integriert, so 
kann man durch Quadraturen ein vollstandiges Integral S der Differential- 
gleichung (22), die die Hamilton-Jacobische partielle Differentialgleichung ge- 


nannt wird, erhalten. 
Zu diesem Zweck gehe man von den Losungen 


x, = X(t, &, Bs, e) > Ve = VC, &, Bi» Ys) (21) 


aus. Eliminiert man mittels a = y,; die x, aus 7, so geht das Integral i fdt in 
das Integral ; 


te 
€ =|(Sey —H) at 
a) 
ty 


iiber. In dieses Integral setze man fiir x;, y; die Losungen des kanonischen 
Systems ein, eliminiert man dann nach ausgefiihrter Quadratur die y,, y; aus 
den Gleichungen (21), so stellt das Resultat ein vollstandiges Integral des Hamil- 
ton-Jacobischen partiellen Differentialgleichung dar. 

Gehen wir (vgl. dazu den Artikel von CARATHEODORY in der 7. Auflage 
von RIEMANN-WEBERs Differentialgleichungen der Physik) von einer Hyper- 
flachenschar S (¢, #1, %),..., %,) =A im (m+ 1)-dimensionalen Raume der ¥%;, ¢ 
aus. Eine Kurve, die diese Flachenschar durchsetzt, sei durch x; = %;(¢) ge- 
geben, dann ist langs dieser Kurve 4 eine Funktion /(¢) von ¢, die sich aus 
A= S(t, x(t), ..., %,(t)) ergibt. Und zwar kénnen wir, indem wir die Flachen- 
schar in geeigneter Weise analytisch darstellen, verlangen, daB A eine monoton 
wachsende Funktion von ¢ sei: 


n 
ah 
i » S24; + S;= 0. 
i=l 


Untersuchen wir nun in einem Punkte P unserer Kurve den Differential- 
quotienten = unseres Integrals 
J=fi, %, at 
in der Richtung unserer Kurve. Es ist 
df od fees ai 
Weer ret vider | aye 
Es gibt nun eine ausgezeichnete Richtung im Punkte P, in der der Ausdruck 
qj, Seinen kleinsten Wert annimmt. Diese Richtung hei®e die Richtung 


des geodatischen Gefalles der Flachenschar S = 2 im Punkte P und der 
Wert des Minimums hei®e der Betrag des geodatischen Gefalles in diesem 
Punkte. Weiter médge eine Flachenschar S = 1, fiir die der Betrag des geo- 
datischen Gefalles eine Funktion von 4 allein ist, eine Schar geodatisch-aqui- 
distanter Flachen genannt werden. Man Kann nun zeigen (fiir den Beweis sei 
wieder auf den obenerwahnten Artikel von CARATHEODORY verwiesen), daB eine 
Lésung S = A der Hamilton-Jacobischen partiellen Differentialgleichung eine 
Schar geoditisch-aquidistanter Flachen S —@ definiert, sowie daB die geo- 
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datischen Gefallskurven der Flachenschar (d. h. diejenigen Kurven, die in jedem 


Punkte die Richtung des geodatischen Gefalles der Schar besitzen) Extremalen 
des Variationsproblems fiat = Ext 
= xin 


sind. Im ibrigen sei beziiglich der weiteren Zusammenhainge zwischen der 
Hamilton-Jacobischen partiellen Differentialgleichung und dem kanonischen 
System auf das bei den Kapiteln 9 und 10 Gesagte verwiesen. 

6. Extreme von mehrfachen Integralen. Durch eine geschlossene Kurve L 
im Raume sei eine Flache z = z(x,y) derart zu legen, da das Integral 


| [f9.2.b.9) dx dy (23) 
& 

oa ds _ Oz 

Gg hE Gye 


zu einem Extrem wird. Dabei ist 8 der Bereich, der von der Projektion C der 
Kurve L auf die xy-Ebene eingeschlossen wird. Ist 2(x, y) die gesuchte Flache, 
so setzen wir die Variation in der Form 


Z (x,¥) oe (x,y) 7 eC (x,y) 
an, wobei ¢ entlang der Kurve & verschwinden soll. Dann ist 


Te) =|[floy,2 + 26,6 + ee. g + &6y) dxdy 
8 
und die Bedingung /’(0) = 0 gibt: 
Hie + Be aE Vaca) dx dy =0. 
B 


Nun ist: 2 5 5 4 
tp oa = gz (foo) — Say fe: fay = Gy leo) — o ay le 


i NES (fp) axdy =[,04y ince ({96) dx dy = =| hcar, 
B - : ‘ 


wenn wir die Flachenintegrale in Kurvenintegrale umformen. Also erhalten wir: 
0 0 
[[cle—£—Zn)avay + [epay—han =o. 4 
& Se 
Daraus aber folgt, wegen der Randbedingungen fiir ¢ und auf Grund einer dem 


Fundamentallemma dhnlichen SchluBweise die partielle Differentialgleichung 
zweiter Ordnung fiir 2: a 


> 0 
eg glee pyle > (25) 
Beispiel «. Minimalflachen. Es ist hier 
f=Yi+Ph+e, 
und die Differentialgleichung lautet: 
é p y q 





Ox V1 + p? + g? oy V1 +pP+g 
woraus weiter folgt: 
ig 2 Pgs tt py = 0; 
Oey s Oz Oz 


1 genre Or by 7 Oy 
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Nun ist die mittlere Kriimmung H einer Flache 

1 1 (Q+¢%)7—2pgs+ (1 +p) 

BS ds als (Vit pet+q) 

(R, und R, sind die Hauptkriimmungsradien.) Die gesuchten Flachen haben 

die Eigenschaft, da8 ihre mittlere Kriimmung in jedem Punkte Null ist. Die 

Flachen, deren mittlere Kriimmung H = 0 ist, heiBen Minimalflachen, da 

sie die Extremalen unseres Variationsproblems sind. 
Dirichletsches Prinzip. Eine Funktion z(x,¥) sei zu finden, die am 

Rande & eines Bereichs 8 vorgeschriebene Werte annimmt und das Integral 


[[(? +92) dx dy 
%B 





zu einem Minimum macht. Als Differentialgleichung ergibt sich die Laplace- 
sche Differentialgleichung 
On 622 
A z= oe + dy? ae 
Falls die Existenz eines Minimums bewiesen werden kann, so ist damit also 
auch die Existenz einer Potentialfunktion z(x,y). bewiesen, die am Rande des 
Bereichs vorgeschriebene Werte annimmt (Dirichletsches Prinzip). In dem 
Problem diese Funktion zu bilden, besteht die erste Randwertaufgabe der 
Potentialtheorie. 
Beispiel «. Schwingende Saite und schwingende Membran. Das 
Problem der schwingenden Saite filhrte auf die Aufgabe, das Integral 
t, 1 
ae [/( uz; — wur)dx dt 
2 i Q t fag (3 
ty O 
zum Extrem zu machen und dies ergibt die Differentialgleichung: 
OU, — UUgg = 0. 


Wahlen wir die Zeiteinheit so, daB 
u(x, t) = v(x) g(t) zur Bedingung 


a= 4 wird, so fiihrt der Ansatz 


uv(*) _ & (2) 





v(x) g(t)’ 

wobei durch die Striche die Ableitung nach x, durch die Punkte die nach ¢ be- 
zeichnet ist. Bezeichnen wir den gemeinsamen Proportionalitatsfaktor mit —4, 
so erhalten wir fiir v(x) die Differentialgleichung: ae 


v(x) + v(x) =0, 


die im Verein mit den Randbedingungen zu den Eigenschwingungen fiihrt. Beim 
Problem der schwingenden Membran gelangen wir analog von der Betrachtung 
des Integrals 


= 
sf [flow — pw (w2 + 12)]dx dy at 
t & 


zur Differentialgleichung 
OQ Urs — (Uze + Uyy) = 0. 
Auch hier fihrt (wieder bei geeigneter Wahl der Zeiteinheit) der Ansatz 
u(x, y,t) = v(x, y)g() zur Beziehung 
Von t Yyy _ & (bt) 


os oie ae 


v g(t 


— 
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und also zur partiellen Differentialgleichung 
© Une + Vyy + Av = Av +dv=0 


fiir die Funktion v. Die Eigenwerte 4, dieser Differentialgleichung sind die 
Quadrate der Frequenz der betreffenden Eigenschwingung. 

Selbstadjungierte Differentialgleichung. Man bestatigt, daB eine 
sich selbst adjungierte Differentialgleichung 





0 Oz 0z 0 Oz Oz 
gx (4 ae t BGs) + ay Bart Cay) + D2=0 2o 
(A, B, C, D Funktionen von x und y) zum Variationsproblem 
0z\" Oz 02 Kg eN 
[ls (ee) + 2B & + C(a) Dade dy = Ete a?) 
G 
gehort. 
7. Parameterdarstellung bei Doppelintegralen. Es sei das Doppelintegral 
in der Form . 
[[fe. 2 Ke. Va; Sqr Bes. Vos Sy) CHAU (28) 
¥ 
durch Wahl von 
S=x(u,v); y=y(u,v); 2=2(u,») 


zu einem Extrem zu machen. 
Wegen der Invarianz des Integrals gegen Parametersubstitutionen mu8 
die Funktion f/ die Bedingung 


T(x, V, 2, %y fAX%y, . 20, U%ytY%y, ..)= SE SSeS VE BRN, le By) 
Le 


erfiillen fiir alle x, 4, w, v, die der Ungleichung xv — Au > 0 geniigen. 
Dann bestehen fiir die Funktionen x,y,z von uw und v die drei partiellen 
Differentialgleichungen : 





te) (a) 
fe — Gy baw Ov le, = 0; 
fe) 0 
fe a ye ae le OS (29) 


0 0 
fe —e By feu a Bo te =0, 


die tibrigens nicht unabhangig voneinander sind. 
Beispiel «. Minimalflachen. Es ist 


j=yEG—F, 
und die drei Differentialgleichungen, zusammengefaBt in vektorieller Form 
lauten: 0 Gt, a Ft, 0 Et, as Ft, 








cee =). 
OUVEG—-F? 0VVEG—F 


Fiithren wir die isotropen Kurven als Parameterlinien ein (E = G = 0), so gibt dies: 
/ luv = 0 
und daraus folgt einerseits: 


EN—2FM+GL _ 


EG—F ° 








ua eed gs = 
VEG —F ‘ 
und andererseits: 


t= (uv) +3). 


Die Minimalflichen sind Schiebflachen mit isotropen Kurven als Erzeugenden. 
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8. Natiirliche Randbedingungen. Transversalitatsbedingungen’). Wir 
haben bisher immer Probleme mit vorgeschriebenen Randwerten fiir die Extre- 
male und die Vergleichskurven betrachtet. Sind z. B. fir das Problem 


[item yan (30) 


den Randern keine Bedingungen vorgeschrieben, so schreibt sich die Variation 
in folgender Gestalt: ay 
fae d 
OJ =éfyn - ate ef alte ae ag ly)ax, 
Xo 


und die Extremalen miissen der Eulerschen Differentialgleichung 
d 
lane ax fy =0 


gentigen, da sie sicherlich ein Extremum liefern miissen, wenn sie nur mit der 
Klasse jener Vergleichskurven verglichen werden, die am Rande dieselben Werte 
annehmen. Daraus ergeben sich als natiirliche Randbedingungen die Be- 


dingungen fy (%) =0, fy (%) = 0. G31 ) 
Analog ergeben sich fiir das Problem 
hy 
[te NW, Sa) ae (32) 
to 
die natirlichen Randbedingungen 
1 fer (fo) = fy (to) = 9; fer (th) = fy (4) = 0, (33) 
und fiir die Problem: 
| {tly z, 6, adxdy (34) 
8 
und 
[[ Fie, 0,2, 95.2, as oy Hy.) dado (35) 
die Bedingungen : A 
y ax 
Piatt ee (36) 
bzw. 


du du 
lou Ze = lava = OF 


dv du 

lue as — lugs = 9, (37) 
dv du 

leu fe Gig 


Man kann unter Umstanden statt eines Extremumproblems mit vorgegebenen 
Randbedingungen ein gedndertes Problem mit natiirlichen Randbedingungen 
untersuchen. Liege z.B. die Aufgabe vor, das Integral 


Diu] =[f (ue? + uy?) + qu?) dx dy (38) 
B 


zum Extrem zu machen, wobei den zugelassenen Vergleichsfunktionen auf dem 
Rande C des Integrationsgebiets 6 die Randbedingung 


Ou 
rye a (39) 


1) M lei : 
pine ss ie ee zum folgenden: CoNRANT-HILBERT, Methoden der mathematischen 
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vorgeschrieben sind. Dabei sind » und q vorgegebene Funktionen der un- 
abhangigen Veranderlichen x und y (also hier nicht die ersten partiellen Ab- 
leitungen), ebenso o, wahrend wu die durch die Extremumsaufgabe zu bestimmende 
Funktion ist. Wir kénnen statt dessen das Variationsproblem 


Dlu] = D[u] + Gporwds (40) 
G 
ohne Randbedingungen betrachten. Denn die Variation dieses Ausdruckes ergibt: 
6D = 2e[[Clqu — (putz), — (puy)y] dx dy + 


B 


+ 2ePe| Pi - — pu, = + poul ds = 
F 





= 2e/[ Clg u — (puz)y — (pUy)y] dx dy + 


4 2ehcp|s ae on ds. 
a 
Man sieht, die Eulersche Differentialgleichung des Problems D[u], nadmlich 
i ae (Pp Ur) wi (pty)y 0) 

ist dieselbe, wie die des Problems D[u], wahrend wir als natiirliche Randbedingung 
die Bedingung 

Ou 

Ses +ou=0 (39) 


erhalten. Natiirlich ordnet sich die Randbedingung = = 0 als Sonderfall co = 0 
der allgemeinen Bedingung a +ou=0 unter. Dagegen ist zu beachten, daB 


sich die erste Randwertaufgabe, das Problem mit festen Randern: u=0, 
zunachst nicht als natiirliche Randbedingung des Problems D[w] gewinnen 1aBt. 

Von diesen Bemerkungen wird noch gelegentlich der Besprechung der 
Eigenwerte partieller Differentialgleichungen sowie der direkten Methoden 
Gebrauch zu machen sein. 

Transversalitat. Ist im einfachsten Problem [T(x, 4, dx der eine 
Rand fest (%,, y,), wahrend der andere Randpunkt (x, y,) nur der Bedingung 
unterworfen ist, auf der Kurve y = y(x) zu liegen, so tritt zu der Euler- 
schen Differentialgleichung des Problems noch die Transversalitats- 
bedingung zur Bestimmung des Punktes %2, y, hinzu: 


is, Vy (Xo), y’ (%2)) Se (y’ (a) ais yy’ (%9)) ty (%2, Y(%2), yy" (%9)) = 0. (41) 





Liegt auch der andere Randpunkt auf einer Kurve, so tritt eine entsprechende 


zweite Gleichung. hinzu. Man bestatigt, daB fir f(x, y, y’) = G(x, y) yi + "2 
die Transversalitatsbedingung mit der Orthogonalitatsbedingung 


+ lean, = 0 
zusammenfallt. 

Fiir Probleme in der Parameterdarstellung " f(x,y, ”,) at lautet die 
Transversalitatsbedingung z. B. fiir den Punkt %, 44, der auf der Kurve 
x = x(t), y = (2) liegen soll, folgendermaBen: 

(fer %. ae ty VW tt, =0. (42) 
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Ist bei dem Variationsproblem fur Doppelintegrale in Parameterdarstellung 
i! / fdudv die Randkurve L nicht vorgegeben, sondern bloB der Bedingung unter- 


worfen, daB sie auf einer Flache g(x,y, 2) =0 liegen soll, so lautet die Trans- 
versalitiitsbedingung fiir die Losung: 


Fon lite Pu 
lie dye 89 | (43) 
len le Wz 


9. Isoperimetrische Probleme. Es seien die Funktionen x(é), y(é) bei 
vorgegebenen Randwerten so zu bestimmen, daB sie das Integral 


te 
J=[te.y.2.y) dt (44) 
ty 
zu einem Extrem machen und dabei dem Integral 
ts 
K =| g(,y,9',¥) dé (45) 
th 


einen vorgeschriebenen Wert / erteilen*). Dann sind die Extremalen des Problems 
zugleich die Extremalen des Problems 
te 
[f+ 4g) a (46) 
th, 
(wobei 4 eine Konstante ist) und miissen, wenn wir h =f + dg setzen, den 
Differentialgleichungen 











d d 
oder der mit ihnen aquivalenten Differentialgleichung 
Ie = Igy a Iya Ae h, (x! 9” te  26””) a (47) 
gentigen. Dabei ist yee Bish fey 
p= P= — Ge (47) 


(vgl. Ziff. 4)?) . Die Extremalen des Problems J = Extr., K = konst. sind im 
allgemeinen dieselben wie die Extremalen des Problems K = Extr., J = konst. 
Sind mehreren Integralen 


te ty 
Kw = fede; K@ =| gy dt (45 a) 
ty ty 
vorgeschriebene Werte J,, J,,... zu erteilen, so hat man die Extremalen des 
Problems ‘ 
[f+ Agi + 4282 + +) dt (46a) 
by 


aufzusuchen, 
1) Dabei i : : : 
) Dabei ist Ne tors daB die betrachtete Extremale nicht zugleich Extremale 
des Problems K = [als Y, #,V\ at =) Extr. Sel. 


t 
2) Die zwei Integrationskonstante ie die i 
‘ f n ¢, und cy sowie die isoperimetrische Konstante / 
sind aus den beiden Randbedingungen und aus der Nebenbedingung (45) zu bestimmen. 
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Beispiel ¢. Spezielles isoperimetrisches Problem. Hier ist 


und 


K =| v2 Pat. 
hy 


Man erhalt a 


= (wea 





und als Differentialgleichung 


S 4 =" hy (x! y"” — yf x7”) = 6 
also 


Agate 
x 


ee Vonst. 
Y (Vx?? ok. y’?) C) 
(y = Krimmungsradius). Die Extremalen sind Kreisbogen. 
Gleichgewichtslage eines schweren, homogenen, an seinen End- 
punkten aufgehangten Fadens. Da der Schwerpunkt méglichst tief liegen 
mu, erhalt man, wenn die y-Achse als vertikale Achse angenommen wird, 


1 is Rt as y 





Xs 
Sy + y? dx 
Uy 

x 


[Vi+ ¥? ax 
wy 
und als Nebenbedingung 


TZ 





= Extremum 


[V1 + y'*dx% = konst., 


J 


ty 


h=yyi ty? + tyr py? = (y+ yi ey®, 


da ja die Behandlung des Problems ebenso fiir die Darstellung y = y(x), wie 
fiir die Parameterdarstellung x = x(t), y= y(é) gilt. Die Extremalen sind 
Kettenlinien (vgl. Beispiel «, Ziff. 2). 

10. Extremeigenschaften der Eigenwerte partieller Differentialgleichungen. 
Gewisse Variationsprobleme stehen, wie im folgenden gezeigt wird, in einem 
engen Zusammenhang mit der Frage nach den Eigenwerten homogener linearer 
partieller Differentialgleichungen. 

Die Eigenwerte /,(A4,=/14,<=/14,=...), fir die die Differentialgleichung 


Au + htt = Ugy + Uyy + Au =0 (48) 


also 





nicht identisch verschwindende Lésungen wu, besitzt, die der Randbedingung 
u = 0 am Rande des betrachteten Gebietes 81) geniigen, kénnen durch folgende 
Extremumseigenschaft definiert werden: Das Variationsproblem 


Dip] =| [2 + 3) dx dy = Min. (49) 
B 


mit der Nebenbedingung 
[[urdxdy =1 (50) 
8 


1) Das Gebiet % sei hier und im folgenden als ein von stiickweise glatten Kurven be- 
grenzter Bereich in der Ebene angenommen. 
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und der Randbedinging u = 0 wird, wie man zeigen kann, von der Eigen- 
funktion u, gelést. A, ist der Wert des Minimums D[u,]. Allgemein wird das 


Variationsproblem 


Diu] =| [ (2 + 18) dx dy = Min. (49) 
3) 
mit den Nebenbedingungen 
j[waxdy -—au hp | [wusdx dy = 0, (= 1,2... 404) (50a) 
43 y 


und der Randbedingung «0 von der nten Eigenfunktion 1, geldst1). dy ist 
wieder der Wert des Minimums D[™»]. Da sich die Anzahl der Nebenbe- 
dingungen von Fall zu Fall steigert, ist offenbar 


Aye Ay es ae 
Man kann nach Courant diese Definition durch eine Definition ersetzen, 
die fir J, nicht auf 2,, 4,,...,4,-1 zZuriickgreift. Geht man von ” — 1 will- 


kirlich gewahlten, in $ stiickweise stetigen Funktionen 2, v2, ..., Up-1 aus und 
betrachtet diejenigen am Rande verschwindenden Funktionen wu, die den Be- 


dingungen 


[[wtaxay Aa NS [[oiudxdy = 0: (24,2) 71. 4) (54) 
B by 
geniigen, so wird die untere Grenze d der Integrale 
D(ui] =| f (w+ uf) dx dy (49) 
BS : 
von der Wahl der Funktionen v, abhangen: d = d(vy, U2,..., Un-1). Fir uy, = 4; 
ist sie z. B. gleich 2,. Man kann nun zeigen, da8 sie nie gréBer ist als ,: 
. AGP ed ea or =e (52) 


und hat damit eine unabhangige Definition des mten Eigenwertes 4, gewonnen. 
Auf Grund dieser Definition kann man nun eine Reihe von Satzen tber 
die Eigenwerte 1, aussprechen: So ist der mte Eigenwert des Gebietes § kleiner 
als der jedes Teilgebietes §’. Denn die Aufgabe fiir 8’ geht aus der fiir G durch 
die Zusatzbedingung fiir u hervor: «= 0 im abgeschlossenen Gebiet G — G’. 
Durch diese Zusatzbedingung wachst aber das Minimum. D[w], und damit der 
Eigenwert /,,, wie es iberhaupt beim Hinzutreten von Zwangsbedingungen nur 
wachsen kann. Man kann auch zeigen, daB der nte Eigenwert A, sich stetig 
mit dem Gebiet andert. Ein weiterer Satz, der sich entsprechend gewinnen 1aBt, 
lehrt: Seien 6’, B’’, 8’, .. . eine Reihe von Teilgebieten von $ ohne gemeinsame 
innere Punkte, so ist der mte Eigenwert von $ nicht gréfer als die nte groBte 
Zahl unter den Eigenwerten von $’, 8’, 6’”,.... 
Dieser Satz kann wieder zum Beweise eines Satzes iiber die asymptotische 
Verteilung der Eigenwerte benutzt werden, der sich in der Gleichung ausdriickt: 


us wee 
see (53) 


n->co Nn f : 


Dabei ist f der Flacheninhalt des Gebietes 8, dessen Gestalt also im Grenzwert 
fiir die asymptotische Verteilung der Eigenwerte ohne Einflu® bleibt. 


*) Hier und im folgenden midge die Existenz der Lésungen der Minimumprobleme 
vorausgesetzt werden. < 
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Betrachten wir weiterhin die selbstadjungierte partielle Differentialgleichung 
(Dp Uz)e + (p Uy)y —qu+dou=0, (54) 


wobei p> 0, @ > 0 vorausgesetzt und , g,@ vorgegebene Funktionen von x 
und y seien. Als Randbedingung sei u = 0 oder 7 2 | 0% = 0 am Rande C des 


Gebiets 8 vorgegeben. o dy eine Funktion von x ana y; fiir o = 0 erhalten 


wir die Randbedingung ou =0. Wir betrachten nun im Falle der Rand- 
bedingung u = 0 das Variationsproblem 
Diu] =| | (We ae (55) 
B 


mit der Randbedingung u == 0; fiir die Bedingung ¢“ ~ + ou =O werde das 
Variationsproblem 


D[u] = D[u] + OG pou?ds (56) 
é 


ohne Randbedingung betrachtet (vgl. dazu Ziff. 8). Auch hier kénnen die 
Eigenwerte 4, der betreffenden Randwertaufgabe durch eine Maximum-Minimum- 
eigenschaft in voneinander unabhangiger Weise definiert werden. Seien n — 1 
im Bereich % stiickweise stetige Funktionen 1, v:,...,,_, vorgelegt. Wir 
-bezeichnen mit, d(v,, vg,..., V,_3) die untere Grenze des Ausdrucks D[w] fir 
solche Vergleichsfunktionen u, die der betreffenden Randbedingung sowie den 
Bedingungen 


| [qutdx dy = 43 [[ouridxdy = 0; i mt TDs ig ag aaa (57) 
¥ B 


genugen. Dann besitzen die von der Wahl der Funktionen v; abhaingigen Aus- 


driicke d(v,, v2, ..., U,_,) einen groBten Wert, und zwar ist dieser gréBte Wert 
der nte Eigenwert 4, der Randwertaufgabe. Er wird erreicht, wenn wir fiir 
V1, Ug,--+,Un-y, die m — 1 ersten Eigenfunktionen 1,1, 2, ..., %p,_, sowie fiir u 


die mte Eigenfunktion wu, wahlen. 
Bezeichnen wir nun fiir ein und denselben Bereich % die zur ee 


us 0 gehérigen Eigenwerte mit 2,, die zur Randbedingung are ou =0 


gehdrigen mit mu, und schlieBlich (fir o = 0) die zur ah oes ae -=0 


gehorigen Eigenwerte mit x,, so gilt fiir die Eigenwerte /,, wiederum der Satz: 
Seien %’, 6’, 8’’’,... endlich viele Teilbereiche von 8 ohne gemeinsame innere 
Punkte, so ist der nte Eigenwert von $ nicht gréBer als die mte Zahl in der 
monoton wachsend geordneten Reihe der Eigenwerte von %’, 8”, 8'"’,.... 
Jeder dieser Eigenwerte ist dabei in der richtigen Vielfachheit zu zihlen. Fiir die 
Eigenwerte x, gilt der Satz: Seien %’, 6’, 6’”’,... endlich viele Teilbereiche 
von %, die % liickenlos ausfiillen, so ist x, nicht kleiner als die mte Zahl in der 
monoton wachsend geordneten Reihe der Eigenwerte von %’, 8”, %'",.. 
Auch hier ist jeder Eigenwert in der richtigen Vielfachheit zu zahlen. Fur die 
Eigenwerte uu, gilt schlieBlich die Gleichung mu, = 4, und fiir 6, = 0 auch %, = My. 
Alle diese Satze folgen im wesentlichen aus der Uberlegung, daB bei Hinzufiigung 
neuer Bedingungen der Wert eines Minimums wachst. Fiir die asymptotische Ver- 
teilung der Eigenwerte lautet die Verallgemeinerung unseres vorhergehenden 
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Satzes folgenderma8en: Ist A (A) die Anzahl der unterhalb einer Grenze A gelegenen 
Eigenwerte des Bereichs %, so ist 


ete AC) eto bag 9/82 
lim "= reat dx dy. (58) 
¥ 


Und zwar gilt dies gleichermaBen fiir alle drei Randwertprobleme. 

Es mu8 bemerkt werden, daB wir bei allen bisher angestellten Uberlegungen 
die Existenz der Eigenwerte /,1) und der Eigenfunktionen u, vorausgesetzt 
haben. Um die Existenz der Eigenwerte festzustellen, konnen wir von dem 
in Kapitel 10, Ziff. 19 auseinandergesetzten Zusammenhang zwischen der Theorie 
der Integralgleichungen und der Randwertprobleme partieller Differential- 
gleichungen Gebrauch machen. Sei G(x, y; &, 7) die Greensche Funktion unseres 
Problems. Schreiben wir zur Abkiirzung 


L[u] = (Puz)2 + (PUy)y — Qu, 
also unsere Differentialgleichung in der Form 
L{uj+iou=o0, 


so ist die Greensche Funktion eine den Randbedingungen des Problems ge- 
niigende, die Differentialgleichung 
L{u] =0 


im ganzen Bereich auBerhalb des Quellpunktes x = é, y = 7 befriedigende 
Funktion, die im ganzen Bereich samt ihren Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung stetig ist, abgesehen vom Quellpunkt x = &, y = y, in dem sie eine 
Singularitat aufweist, und zwar von der Art, daB dort 


2700 


: 0G 1 
lint Qe dae 
on0 an "bE a) 


ist. Dabei ist das Integral iiber den Rand eines Kreises vom Radius o mit dem 


Mittelpunkt im Quellpunkt &, 7 zu erstrecken. Unter den gemachten Voraus-. 
setzungen ist G(x, y; €,) auch eine symmetrische Funktion 


G(x, y; &,9) = G(E,n; x,y). 
Dann ist (vgl. Kap. 10, Ziff. 19) 


w(x,9) =A[[G(, 9; & 9) 06 n)ulé n) d&dn 
B 


und diese Gleichung 1a8t sich durch Multiplikation mit Vo (x, y) und Substitution 
K@yiEn=Glxy; EnVomrneEn)s  ulx,y) Yow) =0(x,9) 


in eine homogene Integralgleichung fiir v(x, ¥) mit symmetrischem Kern 
K Caw 5, ”) transformieren. Daraus folgt, wie bereits in Kapitel Q 
Ziff. 4 auseinandergesetzt, die Existenz der Eigenwerte und Eigenfunktionen 
unseres Problems. Deren Existenz ist also bewiesen, wenn die Existenz der 
Greenschen Funktion fiir das betrachtete Problem feststeht. So hat 2B. tir 


i ; é 
L{u|= Auund die Randbedingung a -+ ou = Odie Greensche Funktion die Form 


: 1 
eu G(x, 9; &,9) = —.— logy + (x,y; &,) 
) Wir bezeichnen 


probleme, Jetzt wieder mit 2, die Eigenwerte fir jedes der drei Randwert- 
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(vgl. Kap. 10, Ziff. 18). Dabei ist 7 der Abstand der Punkte x, y und é, 7, und y 
ist elne 1m ganzen Bereich stetige Losung der Differentialgleichung 4u = 0, 


rae ae 01 , 
fiir die der Ausdruck i + ou am Rande dieselben Werte annimmt, wie fiir 
; ; 1 2 
die Funktion 35 1087: Wir konnen uns also hier fiir die Existenz von y und 


also auch von G auf die Satze iiber die Randwertaufgaben der Potentialtheorie 
(vgl. Kap. 10, Abschn. VI) beziehen. Fiir die allgemeineren Falle selbstadjungier- 
ter elliptischer Differentialgleichungen vergleiche man z. B. RIEMANN-WEBER, 
Differentialgleichungen der Physik, 7. Aufl., Bd. I, S. 465 ff. 

Eine zweite Méglichkeit, die Existenz der Eigenfunktionen zu beweisen, be- 
steht darin, die Existenz der Lésung des betreffenden Minimumproblems festzu- 
stellen. Man vergleiche dazu die Arbeiten von Courant, ,,Uber die Lésungen 
der Differentialgleichungen der Physik‘, Math. Annalen Bd. 85 (1922) S. 280 ff. 
und ,,Uber die Anwendung der Variationsrechnung in der Theorie der Eigen- 
schwingungen und iiber eine neue Klasse von Funktionalgleichungen“, Acta 
mathematica Bd. 49, S.1—68. 1926. Uberhaupt sei fiir eine nahere Aus- 
fiihrung des in dieser Ziffer behandelten Gegenstandes auf die letztgenannte 
Arbeit von COURANT sowie auf die Darstellung in Kapitel 6 des Werkes ,, Methoden 
der mathematischen Physik‘. von R.Courant und D. HILBERT verwiesen. 

11. Endliche Bedingungsgleichungen; Lagrangesche Multiplikatoren. 
Es soll das Integral 


[PGs Fae oy Kn ME My + Hq) aE (59) 
ty 


bei vorgegebenen Randwerten zu einem Extrem gemacht werden und dabei sollen 
die m Bedingungsgleichungen 
Wall, My, Pen nes hy S05 (60) 
=A, 2,3..,m%;, Mon 


durch die Extremalen und die Vergleichskurven betriedigt werden. Dann sind 
zur Lésung des Problems die Extremalen von 
t 


2 
Bis: 


m 
| (7 + D, Ap vn) dt (61) 
ad wal 
ts 
aufzusuchen, und dies fiihrt zu den Differentialgleichungen 
oh d oh 


Hier bedeutet - 
h= / pate: Pus 
b= 


und die /,, sind Funktionen von #, die noch aus (60) und (61a) zu bestimmen sind. 
Beispiel y. Geodatische Linien. Es ist das Integral 





to 
[x2 4/2 + f2dt 
fi 
mit der Nebenbedingun 
aes F(%, y, 2) =0 
zu einem Extrem zu machen. Wir setzen 


h = yx? paf2t 24 4B (x, y, 2) 
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und erhalten als Differentialgleichungen 


d ix ws 
Ft ol Vt py? te? : 





mit den entsprechenden fiir y und z. Einfiihrung der Bogenlange s = s(t) gibt: 


eg ay : az f 
ds* BPs; dst piss ds® bE; 
ds 
A 


Die Hauptnormalen einer geodatischen Linie fallen mit den Flachennormalen 
zusammen. 

Hamiltonsches Prinzip. Ein System materieller Punkte P, mit den 
Massen m, sei den kinematischen Nebenbedingungen 


Pu (ts Xv, Vrs 2) = 0; 
HA, 2,66. ME HAL Dy any 


unterworfen. Dabei werde als Parameter ¢ die Zeit genommen. Die Krafte 
mit den Komponenten X,, Y,, Z, mdgen ein Potential V besitzen: 
OV 


Sega’ 





VS Viez xy, Vv» Sy) 5 xX, = 


die kinetische Energie werde mit 


T = 43> m,(02 + yi? + 22) 
val 
bezeichnet. 
Wie bereits unter Ziff. 1, Beispiel ® besprochen, ist das Problem 
ty 
[(@-V)dt=Min 


ty 


zu lésen. Da die Koordinaten x,, y,, %, als Funktionen der Zeit zu bestimmen 
sind, die auch in den Bedingungsgleichungen explizit vorkommen kann, liegt 
ein Funktionenproblem vor. Man setzt an 

i ies aaa oe 


na 
und erhalt als Differentialgleichungen: 


Gy Op 
ieee a u 
My aa =X, > hu pene 
Mh 
a? yy OV, 
yg Ny oy > Au eae 
ue 


a? zy OP, 
My ra = Ly + > hu a5 z 
ue 


Y= 1 eh 





(Lagrangesche Bewegungsgleichungen erster Art). 
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Einfithrung generalisierter _Koordinaten 
Ts Gar ++ +5 Gri (¥ = 30 — m) 
gibt die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen zweiter Art: 
O(T—V)_ @ OT 
0g: dt Ogi 
=e 12S OE 





—— 0) 


Prinzip von Jacopl. Kommt weder in den Bedingungsgleichungen, 
noch im Potential die Zeit explizit vor, so ist die wirklich durchlaufene Bahn 
des Systems unter allen mit den Bedingungen vertriglichen Bahnen, die das 
System aus gegebener Anfangslage in gegebene Endlage iiberfiihren und fiir 
die die Energie E = T + V einen vorgegebenen konstanten Wert besitzt, die- 
jenige, die das Integral 








[VE —V. y= m, (x2 + 2 + 22) drt = [ye —V) >m,ds 


zu einem Extrem macht. Dabei zeigen die Striche die ‘Ableitungen nach dem 
willkiirlichen Parameter t an; es liegt ein Kurvenproblem vor. Setzt man 


h=yE—V YX My (HF + IF + B+ Du Pu» 





so erhalt man 





Dome et 2 Zé 
= —-- ». ©, > Jigs oe 
VE-—V ag - © Oxy 


mit den entsprechenden Gleichungen fir y,, z,. Einfiihrung der Zeit ¢ als Para- 
meter durch die Zusatzgleichung 


ree: addy \? dy»\* dzy\? 
eae =2 > (Ge) soa eat 
liefert wieder die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen erster Art. 


12. Gemischte Bedingungsgleichungen. Dieselbe Methode wie bei end- 
lichen Bedingungsgleichungen ist anzuwenden, wenn alle oder einige der Neben- 
bedingungen Differentialgleichungen sind: 


d VE —V x, 


“as 








le 


is See Fee é #2 72) 
Vd Mr (He + + 2") 
: 





WME ty Bayt sn Suh = Og ES OS Ee (62) 
ee eee a Meter Yes (Oat Ay 2. nt. 5 Sis (62a) 


Sind die Differentialgleichungen nicht integrabel, so spricht man von nicht- 
holonomen Nebenbedingungen. 

13. Zweite Variation. Die Legendresche Bedingung. Die Eulersche 
Differentialgleichung stellte nur eine notwendige, nicht aber eine hin- 
reichende Bedingung fiir das Eintreten eines Extremums, z. B. eines Mini- 
mums, dar. Die weitergehenden Siatze fiir das Bestehen notwendiger und hin- 
reichender Bedingungen médgen im folgenden nur fiir das einfachste Problem 
angegeben werden. 

Es sei y = y(x) die der Eulerschen Differentialgleichung geniigende und P, 
mit P, verbindende Extremale des Variationsproblems mit festen Randern 


Xe 
[fey y)dx, 
X 
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dann entwickeln wir f(x,y + ey, + ey’) nach Potenzen von ¢: 
t(%, ey, st en, = jie) = i (%, y, y') aC é (fy 1) + fy 7) (63) 
e “ 
+ yy? + 2h ne’ + hyrw 1?) +e 


und erhalten also: 
Jim fear + ony 4a) = TO O41) ts Mem 


Zufolge der Eulerschen Differentialgleichung ist J’(0) = 0; eme ‘weitere aiet- 
wendige Bedingung fiir das Auftreten eines Minimums ist: 


7°) =r? + Zhan! + lev) ax 0. 


cat 


Addiert man zu diesem Integral das Integral 
Le a 
fen’ w + tw’) dx = [Fo (n? w) dx 


(wegen der Randbedingungen fiir 7 hat dieses Integral den Wert Null), so erhalt 
man 


[ite + V0? + 2 vw + ®) 00 + fy’) de. 


Eat 


Bestimmen wir die bisher willktrlich gelassene Funktion w durch die Differential- 


leich 
ier yy + 0)? = fyry (yy + wD» (65) 


so kommt: 


01 flvw n phere, dx. 


Durch passende Wahl der Funktion 7 (x) 1aBt sich dann zeigen: dafiir, daB y (x) _ 
ein Minimum liefert, ist notwendig, dai 


fy’ y (%, ¥(x), /(%)) = 0 (66) 


in dem abgeschlossenen Intervall +, = * = x, ist (Legendresche Bedingung). 


14. Die Jacobische Ditteeeuateicrentes ; konjugierte Punkte. Die An- 
wendbarkeit der Legendreschen Transformation hangt davon ab, ob die Riccati- 
sche Differentialgleichung 


(yy + ®) = fy fyy + ©) _ (65) 
ein im Intervall [%,, %,| endliches und stetiges partikuléres Integral besitzt. 
Die Substitution 


u’ 
oa yt ly’ y 


fiihrt diese Differentialgleichung in eine lineare Differentialgleichung zweiter 
Ordnung iiber: 


(tvy — aig tay’) © — Fo (ly) = 0, (67) 
die Jacobische Differentialgleichung. 
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Fiir das Eintreten eines Minimums ist es dann eine notwendige Bedingung, 
dab alle in *, verschwindende Lésungen w(x, x,) der Jacobischen Differential- 
gleichung keine Nullstelle im offenen Intervall (%1, %,) besitzen: 


Ue, =e O fir a oe < x,. (68) 


Ist x; die auf x, folgende Nullstelle von u(x, x,), so nennt man den auf der Ex- 
tremale gelegenen Punkt mit den Koordinaten x, y, = y (xj) den zu P, kon- 
jugierten Punkt P;. Er kann (wie sich zeigen lat) geometrisch charakterisiert 
werden als der erste Punkt, in dem die P, mit P, verbindende Extremale die 
Enveloppe der Extremalenschar durch den Punkt P, berihrt!). Dann kann die 
obenstehende Bedingung (die Jacobische Bedingung) in der Form ausgedriickt 
werden, daB der zu P, konjugierte Punkt P/ nicht in das Innere des Extremalen- 
bogens P,P, fallen darf. 


; 15. Hilbertsches invariantes Integral; WeierstraBsche Bedingung. Sind 
die Legendresche und die Jacobische Bedingung in starker Weise erfiillt: 


fyy (*, v(x), y'(x)) > 0. fir [x <x%<-xg], (66a) 
WIS ee O ine ay < «= x5) (68a) 


so ist J’’(0) > 0 fiir alle zulassigen (nicht identisch verschwindenden) 7, und 
die Extremale y = y(x) liefert ein schwaches Minimum, d.h. sie erteilt dem 
Integral 


[ieey, ax 


Uy 
den kleinsten Wert fiir alle variierten Y (x), die P, mit P, verbinden und fiir die 
sowohl |¥(x*) —y@l<e, 
| ¥" (x) — yx) | <4 


ist. Dagegen ist aber /’’(0) > 0 nicht hinreichend dafiir, daB y(«) dem Integral 
den kleinsten Wert erteile unter allen variierten Kurven Y(x), die P, mit P, 
verbinden und fiir die bloB i 

|¥ (*) —y(x)|<e 
sein mu (starkes Minimum). 

Extremalenfeld. Greift man aus der zweifach unendlichen Gesamtheit 
von Lésungskurven der Eulerschen Differentialgleichung eine einfach unendliche 
Schar (x, a) heraus, so heiBt diese Schar in einem abgeschlossenen Bereiche 8 
ein Feld, wenn durch jeden Punkt des Bereiches genau eine Extremale der 
Schar hindurchgeht. Die durch den Punkt x, y des Bereiches hindurch- 
gehende Extremale des Feldes wird durch die Funktion 


a = a(x, ¥) 


als auch 


gegeben. Bezeichnen wir den Richtungskoeffizienten der durch x, y gehenden 
Extremale des Feldes im Punkte x,y mit #, so ist 


p=b(%,9) 


eine im Bereiche $ eindeutig definierte Funktion, und sie geniigt, wie sich zeigen 
]aBt, der Beltramischen partiellen Differentialgleichung 


Fine, 9, PON) = SN, ¥, BEEN) — PO 9) hyo Hs BL MY} (69) 


1) Pf ist der erste Punkt dieser Art, wenn wir von P, im Sinne wachsender Abszissen 
nach rechts gehen. 
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Hilbertsches invariantes Integral. Die Differentialgleichung (69) 
ist aber die Integrabilitatsbedingung fiir den Ausdruck 


{f— pide + fpay, 
und daher ist das Integral 


“p 
T=[(Ul%, », Pe, 0) + (F — PD) ty (& ¥ BL, y)} ax (70) 


genommen lings irgendeiner im Felde verlaufenden Kurve y(x), unabhangig 
vom Integrationsweg. Wir wollen dieses Integral, das man das Feldintegral 


nennt, mit J bezeichnen (zum Unterschied vom Grundintegral /). Wird das 
Integral erstreckt zwischen zwei Punkten P, und P,, die auf derselben Feld- 
extremale q(x, x) liegen, so ist 


Py 
J=J=i@p.¢)ax. 
P; 


WeierstraBsche Bedingung. Sind die Legendresche und die Jacobi- 
sche Bedingung in starker Weise (vgl. die Bemerkung am Anfange dieser Ziffer) 
erfiillt, so bildet die Extremalenschar  («, «) durch den Punkt P, fiir |~ — a9|<e 
ein die Extremale @ (*, &)) umgebendes (uneigentliches) +) Feld. Sei nun y = y (x) 
irgendeine im Bereich des Feldes verlaufende, P, mit P, verbindende Kurve 


C mit dem Richtungskoeffizienten ’, so setzen wir 
Ve 


To=[te, 9, "ax, 


x. 


2 


ay 
Ta = [ty ¥) dx = Jo=[ 9.38) + 0 — Ply 9, Bae, 
Uy ay 
da ja die Extremale y(x) P, mit P, verbindet. Dann wird 
a, 
Je — Ja =Je-Jo=[E.9,9) — $0.5, 0) — Wf —P) fy le % Phax, 

’ oe 
und es laBt sich weiter die Notwendigkeit der WeierstraBschen Bedingung 
einsehen: fiir das Eintreten eines starken Minimums ist notwendig, daB 


E(x, ¥, bs P) = f(x,y, B) — Hx, yb) — @— dD) fy, 9,6)=0 (74) 


entlang der Extremale y(x) fiir jeden endlichen Wert von D. 
Hinreichende Bedingungen. Sind die Legendresche und die Jacobi- 
sche Bedingung in starker Weise erfillt und ist 


LEE ay, PIE oH) DP) =O (72) 


fur alle €, 7 in einer im Felde gelegenen Umgebung der Extremale y(x) und fiir 


jedes endliche + 4, so sind diese Bedingungen hinreichend fiir das Eintreten 
eines starken Minimums. 


*) Man nennt das Feld uneigentlich i amtli 
re ee gentlich, weil durch den Punkt P, samtliche Extremalen 
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16. Zusdtze. a) Zusammenhang der Legendreschen mit der Weier- 
straBschen Bedingung. Es ist 


E(x, y, p. P) =4( — b)*fyy (x, 9, B*), (73) 


wo p* ein Mittelwert zwischen p und ist. Also ist die Legendrebedingung in 
der WeierstraBschen enthalten. Ist die Jacobische Bedingung in starker Weise 
erfillt und ist 


fyy (; ns 2) arr 


fir alle €, 7 in einer Umgebung der Extremale y(x) und fiir alle endlichen , 
so stellt dies ein System hinreichender Bedingungen fiir ein starkes Minimum. 


b) Parameterdarstellung. Die Bedingungen sind sinngema8 zu itber- 
tragen; an Stelle von /,,, tritt /,, an Stelle von E(x, y, , p) tritt 


Ei(%, 9, 8’; y", #9’) 
=X {fer (%, Y, %', 9’) — far (459, 0 YAO Shy (0, 9, 2, 9") — Lp lte wo earls 


wobei durch x’, y’ die Richtung der durch x, y hindurchgehenden Extremale 
des Feldes gegeben wird. Entsprechend gilt auch der Satz tiber den Zusammen- 
hang zwischen der Legendreschen und der WeierstraSschen Bedingung. 


c) Transversalen. Eine Kurve; die samtliche Extremalen eines Feldes 
nach der Transversalitatsbedingung schneidet, heiBt eine Transversale des 
Feldes. Das invariante Integral J, genommen zwischen zwei Punkten derselben 
Transversale, ist Null. Die von zwei Transversalen auf den Extremalen des 
Feldes abgeschnittenen Bégen liefern fiir das Integral 


T= ft.» y')dx 
denselben Wert (Satz von KNESER). 


d) Geodatische Linien. Fir die geodatischen Linien ist Transversalitat 
mit Orthogonalitat identisch, woraus sich die GauBschen Satze iiber geodatische 
Polarkoordinaten ergeben. 


II. Direkte Methoden. 


Bestand bei den bisher besprochenen klassischen Methoden das Prinzip 
darin, ein Variationsproblem durch Integration seiner Differentialgleichung zu 
lésen, so liegt bei den von Ritz und Courant ausgebildeten Methoden der Vor- 
gang darin, direkt zur Lésung zu gelangen. Man kann sie also umgekehrt zur 
Behandlung von Randwertaufgaben von Differentialgleichungen verwenden, 
indem man statt von der Differentialgleichung vom zugehérigen Variationsproblem 
ausgeht. 


17. Allgemeiner Ansatz. Ritzsches Verfahren. Sei irgendein Integral- 
ausdruck D[q], der zum Minimum zu machen ist, gegeben (als einfaches oder 
mehrfaches Integral) mit den Ableitungen von @ bis zur Aten Ordnung. Das 
Integrationsgebiet sowie die Rand- und Nebenbedingungen seien vorgeschrieben. 
Besitzt dann das iiber das Integrationsgebiet erstreckte Integral D[q] eine untere 
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Grenze d1), so gibt es Minimalfolgen zulassiger Funktionen y,, d. h. solche 
Folgen von den Bedingungen geniigenden Funktionen 9, daB 
Das Prinzip der direkten Methoden besteht nun darin, aus einer solchen 
Minimalfolge durch Grenziibergang zur Losung zu gelangen. 
1 


Es sei z. B. das Variationsproblem i i (4, ¥, ) de = Extr.. bet testen- Kan- 


6 
dern gegeben. (Hier und im folgenden wollen wir, wie schon oben bemerkt, vor- 
aussetzen, daB der betrachtete Ausdruck D[g] definiten Charakter besitze. 
Damit ist gemeint, D[q] soll fiir die Gesamtheit aller zulassigen Funktionen 
eine untere Grenze besitzen.) Wir teilen das Integrationsintervall durch die Punkte 
and n— 
Sees 

Ordinatenwert y, auf, wobei die Werte an den Randern Vo = Cy; Vn = Cy fest 
gegeben seien. Zwischen den Werten y, mége die Funktion linear verlaufen. 


Auf diese Weise erhalten wir eine Polygonfunktion. Die Werte y, mogen nun so 


‘ in 1 Teile. Weiter tragen wir in jedem der Teilpunkte %, einen 





n 
bestimmt werden, daB der Ausdruck —>7 (%», Vr» (Vy — V»-1)”) ein Minimum 


y=1 
wird. Aus diesen fiir jedes ~ konstruierten Polygonfunktionen yy, («) bildet man 
dann eine Minimalfolge?). (Uber die numerische Auswertung dieses Verfahrens, 
sowie uber die Existenz der Lésungen vergleiche man die unten zitierte Arbeit 
von H. Lewy.) 

Das Ritzsche Verfahren besteht in folgendem: Man geht bei festge- 
gebenem Integrationsbereich von einem vollstandigen Funktionssystem @,, 
Wo,+++) Wy,... aus, derart, da8 jede lineare Kombination von endlich vielen 
dieser Funktionen 


Wn = C1 Wy + CoWg + +++ + Ch Wy (75) 


eine zulassige Vergleichsfunktion bildet, und daB sich fiir jede zuladssige Ver- 
gleichsfunktion q eine solche lineare Kombination y, bilden lat, daB D{[q] 
sich von D[w,] um beliebig wenig unterscheidet. Dann k6énnen also auch aus ~ 
den yw, Minimalfolgen gebildet werden, und man wird zu einer solchen Minimal- 





folge gelangen, wenn man fiir jedes m die Parameter c,,cy,...,¢, derart be- 
stimmt, daB D[y,] ein Minimum wird, also 
OD[pn] 
an tea 0 (76). 


setzt. Hierin liegt ein Problem der Differentialgleichung vor. Fiir diese Minimal- 


folge wird dann sicherlich lim D[y,] = d. Zwar kann von vornherein nicht 
n> co 


behauptet werden, daB die w, gegen die Lésung des Variationsproblems kon- 
vergieren’); doch ist auf diese Weise der Wert von d immer zu erhalten. 

Das Ritzsche Verfahren kann auch aufgefaBt werden als eine Bestimmung 
der unendlich vielen Koeffizienten c, der unendlichen Reihe 





Cy Wy Co Wo odes) Cn On, Fs 





aa) Damit ist gemeint, daB der Wert, den D[(¢@] fir irgend eine zuldssige Funktion cr 
annimmt, nie kleiner als d ist. 
*) Vgl. dazu H. Lewy, Uber die Methode der Differenzengleichungen zur Lésung von 
Variations- und Randwertproblemen. Math. Annalen Bd. 98, 5. 107if. 1927. 
3) Vgl. dazu Ziff. 18. 
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18. Beispiel*). Als Beispiel fiir die direkten Methoden der Variationsrechnung 
sei die Aufgabe vorgelegt, die Funktion w zu bestimmen, die das Integral 


=[{(@2+)dxdy, (77) 
erstreckt tiiber den Einheitskreis, zu einem Minimum macht und am Rande des 
Einheitskreises vorgegebene Werte annimmt (erste Randwertaufgabe der Poten- 
tialtheorie fiir den Kreis). Durch Transformation in Polarkoordinaten 7, ? ergibt 
sich: 


2% 1 


hh: 15 
Diy] =| I (vt + ae Gi)r dr dd; 
- 0 0 
die Randwerte médgen durch die Fouriersche Reihe 


{(0) = “2 -|- > (a, cosn® + b, sinn?) 


n=1 


dargestellt werden, wobei /(#) eine stiickweise glatte Ableitung besitzen mége. 
Dann setzen wir an 


y = $ f(r) +> [fn(”) cosn® + gp(7) sinnd] ; 


n=1 


fn(1) = a n> Slab 


Dig] = | 60 dr + a> fle nr + Fine) |r dr 
n=1 0 (78) 
- i len 8 + falr)| rar, 
n=1 0 


1 
Fiir » = 0 ergibt sich aus iis dr = Min. 
0 


for) =0; fo) = 4- 
Fir »>0 muB f,,(0) =g,(0) = 0 sein, da sonst das betreffende Integral in (78) 
wegen des Auftretens von 7? im Nenner unendlich wiirde. Die Integrale 


[lne +4 Alrar 


0 
kénnen nun in der Form geschrieben werden: 


i — Ef) rar+ 20 | ind 


= (li —" p)rdr +n R(t) = /| Eff rar + nad. 


0 
Aus der Minimumbedingung /;, — = /, =0 und der Randbedingung fiir /, ergibt 


sich aber: f, =4a,7”", und analog ergibt sich: g, = 0,7", so daB die Lésung lautet: 
a : 
97,9) = 2+ > 7” (a, cosn® + b, sinn?) . (79) 
. n=1 


1) Vgl. R. CouRANT u. D. HirBert, Methoden der mathematischen Physik, Bd. 1, S. 160. 
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19. Konvergenz der Minimalfolgen. Es wurde bereits darauf aufmerksam 

gemacht, daB es zwar moglich ist, Minimalfolgen g, zu bilden, so daB 

lim D[q,] = d (80) 

n-> co 
ist, da8 daraus aber nicht gefolgert werden kann, da die Funktionen @, selbst 
gegen die Lésung des Problems, falls diese existiert, konvergieren miissen. Dies 
moge an einem Beispiel gezeigt werden, welches ebenso wie das vorhergehende 
dem Buche von R. CouRANT und D. HiLtBEerT, Methoden der mathematischen 
Physik, S. 164, entnommen ist. Durch eine ebene Kurve sei die Flache von 
kleinstem Flacheninhalt zu legen. Die Losung der Aufgabe ist das ebene Flachen- 
stiick, das von der Kurve begrenzt ist. Aus Flachen, die bis auf einen geraden 
Kegel mit hinreichend schmaler Basis und der Spitze in einem festen Punkt 
auBerhalb der Ebene mit diesem Flachenstiick tibereinstimmen, kann aber offen- 
bar durch fortgesetzte Verkleinerung der Basis eine Minimalfolge gebildet werden, 
die nicht gegen die Lésung des Problems konvergiert. Nur im Falle einer Funk- 
tion einer unabhangigen Variabeln, von der keine Ableitungen héherer als erster 
Ordnung im Integranden von D[{g] vorkommen, kann aus dem Osgoodschen 
Satz!) auf die Konvergenz der Funktionen , gegen die Lésung geschlossen 
werden. ‘ 

Man kann nun nach R. Courant (vgl. Géttinger Nachr. 1922; Jahresb. der 
Deutschen Math. Ver. Bd. 34, S. 90ff.; Math. Annalen 97, 1927, S. 711ff.) von 
der Bemerkung ausgehen, daB der Wert eines Integralausdrucks D[q] von lokalen 
Anderungen der Funktion » um so mehr abhangen wird, je héhere Ableitungen 
von g im Integranden vorkommen. Nun enthalt z. B., falls D[q] Ableitungen 
erster Ordnung von gy im Integranden besitzt, die Eulersche Differential- 
gleichung L(y) = 0 des Problems Ableitungen zweiter Ordnung von gw. Geht 
man also (im Falle zweier unabhangiger Verdnderlicher) statt von dem Problem 
D{q~) = Min von dem Problem 


Diy] = Dig] + t[ | (Lip)2dx dy = Min., (81) 
i>0 » 


aus, so wird dadurch die Lésung des Problems nicht gedndert (da ja fiir die Lésung 
yp = 4 von D[y] = Min. auch L(v) =0 und immer D'[qy] = D{q] ist), dagegen 
wird dadurch in vielen Fallen der Verlauf der Minimalfolgen @» derart geglattet, 
daB sie nun gegen die Lésung des Problems konvergieren. So geniigt z. B. fiir 
das Dirichletsche Problem 


Dig] =|[¢% + gy) 4x dy = Min. (82) 
8 « 


die Betrachtung des Problems 
Dy] =|[(o + y + (Aq@)?) dx dy = Min., (83) 
Pe} 


= 2). Des Satz von OsGoop besagt bei Erfiillung hinreichender Bedingungen fiir das 
Eintreten eines Extrems (vgl. Borza, Variationsrechnung S. 281) fir ein Problem mit 
einer unabhangigen Variabeln folgendes: 

Um den P, mit P, verbindenden Extremalenbo iati a i 
met gen des Variationsproblems l4Bt sic 
eine Umgebung YX von folgender Eigenschaft bestimmen: zu jeder im eee von YF oe 
legenen Umgebung % unseres Extremalenbogens 1a8t sich eine Zahl ¢ angeben, so daB 
eA era ie. {*(*, 9,7") dx erstreckt iiber eine ganz in Y, aber nicht in B gelegene 
wi mit #, verbindende Kurve um mehr als ¢ von dem We te d 
uber den Extremalenbogen P, P,, unterscheidet. Ed oe 
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wobei wir von den Funktionen  Stetigkeit der ersten und stiickweise Stetigkeit 
der zweiten Ableitung voraussetzen. Man kann auch noch hohere Ableitungen 
von y durch Hinzufiigung von (L(q),)?, (L(@),)?, ... in der Integranden bringen 
und dadurch auch die Konvergenz der Ableitugeen von vorgeschriebener Ord- 
nung der m, gegen die Ableitungen der Lésung erzielen. 

20. Randbedingungen. Eine weitere Schwierigkeit besteht darin, die 
Funktionen @,, derart auszuwahlen, daB sie den Randbedingungen des Problems 
genigen. Dadurch tritt z.B. beim Ritzschen Verfahren eine erschwerende 
Einschrankung in der Wahl der ,,Koordinatenfunktionen“ w, ein. Man kann 
nun, wiederum nach CouRANT, dieser Schwierigkeit auf dem Wege begegnen, 
da8 man zum urspriinglichen Minimumproblem eine Reihe von Funktionen 
und Randintegralen hinzustoBen la8t und weiter das veranderte Problem mit 
freien Randern untersucht). So lautet die erste Variation des Ausdrucks 


% 


J =[fle, 9, @) dx — p(ps) + x (9) (83) 


vy 


folgendermaBen?) : 
oJ =| Lip) dpdx + [y'( : + fpr (%2, P(%2), Y'(%2))] Ops | (33 a) 
a: —[v' (pr) + for (4, P(r), V'%))] OM, 


[wobei L(g) = 0 die Eulersche Differentialgleichung des Problems 
[tx, @, o’)dx =0 ist]. 


T% 


Analog ergibt sich fiir die erste Variation von 


I=] flor 9, 90 99) andy + Puls 9. a)as (84) 


(C = Rand von 8%) 
der Ausdruck 


d da 
sy = [Je i opaets + $ lod? — toy + Yo — Fe Yor) as. (842) 


Daher ergibt sich fiir die natiirlichen Randbedingungen des ersten 
Problems 


fotle=m + ¥'(%1) =9; = for le=a. + X' (Po) = 0 (83 b) 


und fiir die des zweiten Problems: 


ss 
: fon Ge foe Fe S— + Ye — Ze Pre = 0 (34) 
aut C. 


1) Vgl. dazu Ziff. 8 und 10. 
2) Dabei verstehen wir unter g, und y, die Werte der Funktion gm an den Randern 
p (¥,) und ¢ (%2). 
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Man hat es nun offenbar in der Hand, durch Auswahl der hinzutretenden 
Funktionen y, z% und Integrale oy ds die natiirlichen Randbedingungen des 


gednderten Problems zu Rea So erhalt man z. B. bei dem Problem 


[fw + @2— kp) dx dy + ify? dM (85) 
“ ra 
5 t>0 
die Randbedingung ‘ : 
dy x aOR es oe 
Pra Vig PE aay 0 (85 a) 


auf C. 
Auch das Problem mit festen Randern kénnen wir durch Grenztbergang 
aus den natiirlichen Randbedingungen eines gednderten Problems erhalten. Es 


sel das Problem [ i (x, p, p’)dx = Extr. mit den Randbedingungen’ y (x,) = 4, 
@ (%) = 6 gegeben. Wir betrachten statt dessen das Problem 


BZ) 


[f(x @, @)ax — tp, — a)? + ty, — 0)? = Extr. (36) 


wy 
mit den natiirlichen Randbedingungen 
fe’ + 2t(p.—@) =0; fo’ |a=n, + 24 (y2 — 4) = 0. (86a) 


Fithren wir den Grenziibergang t-> oo aus, so erhalten wir daraus die Rand- 
bedingungen 





=a; Gs — 0 


Literatur: O. Botza, Vorlesungen iiber Variationsrechnung; J. HADAMARD, 
Lecgons sur le calcul des variations; A. KNEsER, Lehrbuch der Variationsrechnung; 
L. ToNELLI, Fondamenti del calcolo delle variazzioni; R. CoURANT u. D. HILBERT, Methoden 
der mathematischen Physik (besonders auch betreffs direkter Methoden zu vergleichen). 


1) Doch ist man in der Auswahl der Zusatzintegrale an gewisse Einschrankungen ge- 
bunden; haben wir es z. B. mit einem Doppelintegral zu tun, dessen Integrand nur Ab- 
leitungen erster Ordnung enthalt, so darf nur noch ein Linienintegral hinzutreten, das 
keine Ableitungen von m mehr enthalt. Vgl. dazu das in der oben zitierten Abhandlung 
von COURANT in den Jahresberichten der D. M. V. Bd. 34 (5—8), 1925, S. 97f. Gesagte. 


Kapitel 12. 


Wanhrscheinlichkeitsrechnung und 
mathematische Statistik. 


Von 


F. ZERNIKE, Groningen. 


Mit 10 Abbildungen. 


I. Grundlagen. 


1. Abgrenzung des Gebiets, Literatur. Die Wahrscheinlichkeits- 
rechnung entstand im 17. Jahrhundert aus dem Bediirfnis, die bei Gliicks- 
spielen beobachteten statistischen RegelmaBigkeiten durch Rechnung zu ver- 
stehen bzw. vorauszusagen. Entgegen noch oft herrschenden Auffassungen sei 
im Anschlu8 an die Entstehungsweise dieser Wissenschaft hervorgehoben, daB 
sie ,,eine Naturwissenschaft gleicher Art wie die Geometrie oder die theoretische 
Mechanik ist“ (v. MIsEs). 

Als klassische W. r. bezeichnet man den von LAPLACE erreichten Stand- 
punkt, der die Begriffe und mathematischen Methoden zu einem gewissen 
Abschlu8 brachte. Die neueren Entwicklungen wurden von seiten der An- 
wendungen nicht nur angeregt, sondern auch ausgebildet. So entstanden 
Sondergebiete — wie die Korrelationstheorie —, welche bis jetzt in den Lehr- 
bichern der W. r. so gut wie unberiicksichtigt blieben. Die vorliegende Behandlung 
wird versuchen, auch die neueren Gebiete vom einheitlichen Standpunkt der 
Wahrscheinlichkeit aus zu umfassen, und ihre Bedeutung fiir den Physiker 
durch physikalische Beispiele darzutun. 

Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen werden sowohl in der theoretischen, wie 
in der Experimentalphysik angewendet. Die schwierige Frage nach der Be- 
rechtigung der W. r. in der theoretischen Physik, wo man doch von genau 
bekannten Naturgesetzen ausgeht, soll nicht hier diskutiert werden. Das Hand- 
buch bringt in anderem Zusammenhang die dazu gehérenden Betrachtungen 
(Bd. 4, Kap. 3) und wieder an anderer Stelle die Ergebnisse fiir die Warmelehre 
(Bd. 9, Kap. 3). Demnach werden auch solche Berechnungen, welche auf dem 
Boltzmannschen Entropieprinzip basieren, hier nicht besprochen. Es gelingt 
aber bisweilen, die gleichen Resultate durch rein statistische Methoden wieder- 
zufinden (Ziff. 25, 45, 46). 

Von den Anwendungen in der Experimentalphysik sei erstens die Aus- 
gleichungsrechnung genannt. Von dieser sollen hier nur die Grundlagen, 
die verschiedenen Fehlergesetze, besprochen werden (vgl. fiir die praktischen 
Vorschriften Kap. 13). Weiter wird man die Methoden der W. r. tiberall da 
heranziehen, wo Schwankungen beobachtet werden. Wichtiger noch als in 
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der Ausgleichungsrechnung, wo das Eliminieren der Abweichungen das Ziel 
ist, wird bei solchen Untersuchungen die Kenntnis der Wahrscheinlichkeits- 
gesetze der Abweichungen. Aus diesem Grunde wird die mathematische 
Statistik, d. h. das Sondergebiet iiber Verteilungsgesetze und deren Bestimmung 
aus Beobachtungen, hier ausfiihrlicher besprochen werden. 

Von den vielen Lehrbiichern der W.r. seien hier nur einzelne neuere unten 
angefiihrt1). Die klassische W. r. findet man ausfiihrlicher dargestellt bei CZUBER, 
neuere Kritik mehr bei MARKOFF, PoINncarE, Lévy. Bruns gibt auBerdem 
seine Untersuchungen iiber Statistik (,,KollektivmaBlehre”). Wegen seiner 
vielen anregenden kritischen Bemerkungen sei noch das altere Buch von BERTRAND 
angefiihrt, Fiir die nicht in diesen Lehrbiichern zu findenden statistischen 
Methoden seien YULE und dessen Bearbeitung von CZUBER, sowie BOWLEY 
genannt, und die Monographie von Tscuuprow itiber die Korrelationstheorie 
zweier Veranderlicher. 

Die Zeitschriftenliteratur auf unserem Gebiet ist schwer zu wtbersehen, 
weil auBer mathematischen und physikalischen auch astronomische, geodatische, 
biologische, psychologische und nationalékonomische Zeitschriften in Betracht 
kommen. Auf die Zeitschrift Biometrika verdient besonders hingewiesen zu 
werden. 

2. Der Zufall. Uber die Berechtigung zu einer Wahrscheinlichkeitsrechnung 
iiberhaupt, iiber die Méglichkeit, Gesetze des Zufalls anzugeben, wo doch Zufall 
anscheinend mit Gesetzlosigkeit gleichbedeutend ist, ist schon sehr viel ge- 
schrieben und diskutiert worden. Es kann hier nicht die Absicht sein, diese 
teilweise auch auf philosophischem und erkenntnistheoretischem Gebiet liegenden 
Arbeiten auch nur anzufiihren. Fast in jedem Lehrbuch der W. r. findet man 
seit LAPLACE?) eine langere Einleitung iiber diese Fragen. Nur von KrIEs*), PoIn- 
CARE!) und Boret’) seien hier genannt. Betreffend die Anwendungen in der 
theoretischen Physik verweise ich auf EHRENFEST®) und ds. Handb., Bd. 4. 

Von den Ergebnissen dieser Bemiihungen seien nur folgende Punkte an- 
gegeben. Man denke sich irgendeinen einfachen bestimmten Vorgang, etwa den 
Wurf eines Wiirfels. Was bedeutet die Aussage: es hangt vom Zufall ab, 
welche Seite der Wiirfel nach oben kehrt, allgemeiner, welches von den verschie- 
denen moglichen Ereignissen eintritt? Offenbar heiBt das, daB es unmédglich 
ist, aus den Anfangsbedingungen mittels der bekannten Naturgesetze den End- 
zustand vorauszusagen. Das hat zweierlei Ursache: erstens sind die Anfangs- 
bedingungen niemals so genau gegeben, da der Endzustand dadurch eindeutig 
bestimmt ware. Bei Zufallsspielen werden die Bewegungen absichtlich so ge- 
macht, da schon ganz geringfiigige Anderungen des Anfangszustandes einen 
ganz anderen Endzustand ergeben (Schiitteln der Wiirfel, Drehen der Lotterie- 
trommel usw.). Durch diese Bemerkung wird also der Zufallscharakter des 


*) E. CzuBer, Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung. Leipzig u. Berlin 
1914; A. MARKOFF, Wahrscheinlichkeitsrechnung. Deutsch von H. Lizsmann, Leipzig 1912; 
H, Porncarg®, Calcul des probabilités, Paris 1912; P. Lévy, Calcul des probabilités, Paris 1925; 
H. Bruns, Wahrscheinlichkeitsrechnung und KollektivmaBlehre. Leipzig u. Berlin 1906; 
J. BERTRAND, Calcul des probabilités. Paris 1888; J. L. Cootmpce, Einfithrung in die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. Deutsch von Fr. M. UrBan. Leipzig u. Berlin 1927; G. U. Yute 
Statistics, London 1927; A. L. BowLey, Elements of Statistics. London 1926; A.A. TscHUPROW. 
Grundbegriffe und Grundprobleme der Korrelationstheorie. Leipzig u. Berlin 1925, : 

2S Laprace, Théorie analytique des probabilités, Paris 1812. Auch besonders 
unter dem Titel Essai philosophique sur les probabilités. Paris 1812. Oeuvres Bd. 7 
Paris 1886. hz. 
f J. Vv. KrieEs, Prinzipien der Wabhrscheinlichkeitsrechnung. Freiburg 1886. 

) E, Bore, Introduction géométrique a quelques théories physiques, S. 97. Paris 1914 
) P.u. T. Exrenrest, Enzyklopadie der math. Wiss. Bd. IV, 4. 1911. 
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Endzustandes auf die zufalligen Abweichungen des Anfangszustandes zuriick- 
gefiihrt. Fiir die weitere quantitative Behandlung ist dieser Zirkel tibrigens 
belanglos, weil die Gré8e und Verteilung dieser Abweichungen ohne EinfluB sind 
(VON KriEs). Zweitens sind die Naturgesetze eigentlich nur streng giltig fiir 
idealisierte Vorgange, d.h. es gibt in Wirklichkeit immer eine Anzahl stérender 
Einwirkungen — Luftstrémungen, Erschiitterungen, Einwirkungen entfernter 
K6rper —, welche unbekannte GréBe haben, und in den betreffenden Fallen das 
Endergebnis mitbestimmen (BorEL). 


3. Die klassische Definition der Wahrscheinlichkeit. In den klassischen 
Anwendungen der W.r. findet man immer folgenden Sachverhalt. Eine Er- 
scheinung A kann in verschiedenen Abarten stattfinden, und es hangt vom Zufall 
ab, welche Abart eintritt. Es gibt im ganzen eine endliche Zahl m dieser Ab- 
arten, A,, Az, ..., Am, welche einander ausschlieBen, anders ausgedriickt : 
»A findet statt’ ist gleichbedeutend mit: ,,es findet ein Ereignis der Gruppe 
A,...A, statt“. Es sei weiter unter ,,Ereignis K“‘ die Gruppe A,... A, ver- 
standen, Laut Definition soll dann die Zahl p, = k/m die Wahrscheinlichkeit 
von k heiBen. Offenbar ist diese Definition nicht eindeutig anwendbar, solange 
nicht hinzugefiigt wird, wie man im konkreten Fall die verschiedenen Abarten 
zu wahlen hat. Die herkémmliche Einschrankung dieser Wahl lautet: die m Falle 
miissen gleichméglich sein. 

Mit nur geringem Erfolg hat man dann weiter versucht, naher anzugeben, 
wie man erkennen soll, ob die gewahlten Abarten gleichméglich sind. Die Schwie- 
rigkeit wurde wohl absichtlich hervorgehoben dadurch, da8 man gleichméglich 
durch gleichwahrscheinlich ersetzte und sagte: bei jeder besonderen An- 
wendung fangt die Aufgabe der W. r. erst an, nachdem die gleich wahrschein- 
lichen Falle festgestellt sind. Letzteres ware dann Sache der Erkenntnistheorie. 
Das ist aber nur ein Hinausschieben der Schwierigkeit. Weshalb nehmen wir 
z. B. die Zahlen 1 bis 6 eines Wiirfels als gleichwahrscheinlich an? Von philo- 
sophischer Seite hat man gesagt: weil wir keinen Grund haben, sie als ungleich 
zu betrachten (Satz vom unzureichenden Grunde). Diese Aussage ist viel zu 
negativ, man kam dadurch sogar zur Auffassung, da8 die Wahrscheinlich- 
keitsrechnung auf unserm Nichtwissen beruhe. 

Im Gegenteil: die sechs Moéglichkeiten beim Wiirfel werden wir deshalb 
gleich erachten, weil wir wissen, da8 der Wiirfel von regelmaBiger Gestalt und 
aus homogenem Material hergestellt ist. Ahnliches findet sich nun bei allen 
einfachen Anwendungen, immer zeigt die Zufallserscheinung eine Art Sym- 
metrie. Genauer ist damit folgendes gemeint: die GesetzmaBigkeiten, welche 
wir untersuchen wollen, bleiben unverandert, wenn wir die Zahlen auf den 
Wiirfelflachen (oder die Lotteriezettel usw.) in irgendeiner Weise miteinander 
vertauschen [BERNSTEIN!)]. Das ist das positive Kriterium fiir die gleichmég- 
lichen Falle, welche wir also besser als vertauschbare Falle bezeichnen 
wollen. Wirft man z. B. mit zwei Wiirfeln, so sind die méglichen Falle: 6 gleich- 
zahlige Paare, 15 ungleichzahlige. Durch Vertauschung an einem Wiirfel sieht 
man aber leicht ein, daB die ungleichzahligen doppelt zu zahlen sind, es gibt 
demnach nicht 21, sondern 36 vertauschbare Falle?). 

Uber die Definition der W. in unsymmetrischen Fallen, wo keine Vertausch- 
barkeit vorliegt, vgl. Ziff. 5. 

4. Die Grundoperationen. Zu einem Ereignis A besteht immer das kom- 
plementire Ereignis A, d.h. A findet nicht statt, und die vertauschbaren 


1) Nach persénlicher Mitteilung gibt Herr F. BERNSTEIN in Gottingen diese Betrach- 
tungsweise schon seit Jahren in seinen Vorlesungen. 
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Falle zerfallen in zwei Gruppen, die zu A bzw. die zu A gehorenden. Betrachten 
wir ein zweites Ereignis B, sowie B, so haben wir im ganzen 4 Gruppen, deren 
Anzahlen resp. seien 


Aund Bim, Aund Bim, Aund Bim, A und B: mg. 


Man kann dann gema8 der Definition folgende W. bilden, deren Bezeichnung 
unmittelbar verstandlich sein diirfte. 
M, + Me 

P= iat ty + my +m,’ 

mM, + Ms 
mM, + My + Ms + m4’ 

M, + Mz + Mz 

My + Mz + M3 + mM,’ 





Wahrscheinlichkeit von A (ungeachtet B) 





» , B (ungeachtet A) bie 





A oder B (oder beide) 4,2 = 


My 














” ” A und B ig Neer Fit 
: i My 
” ,. B, wenn A eingetroffen 4pz = Pere 
” » A, wenn B eingetroffen pp4y = ae A 
Daraus ergeben sich folgende Zusammenhiange: 
Pisa Par Pas Paes (1) 
pan = ba: sabe = bp° BPA; (2) 
—_ Pas = pa: aPz : (3) 
ge Pe Pat abet pa: aps ; 


(1) gibt fiir den besonderen Fall, daB A und B einander ausschlieBen, also 
bap = 0 ist, den gewohnlich als Additionstheorem bezeichneten Zusammen- 
hang: 

pars pat Pp: (1a) 


Wir werden (1) das erweiterte Additionstheorem nennen, es wird weit 
weniger benutzt als (1a). (2) heiBt das Theorem der zusammengesetzten 
Wahrscheinlichkeit. Ist B unabhangig von A, so ist spp = app = Pp, 
und nach (3) auch pp4 = py, d.h. A ist auch unabhiangig von B. (2) wird dann 


Pap = pa: bp. (2a) 


Man braucht die allgemeinen Formeln (2) aber ebensooft wie (2a). Formel (3) 
driickt die sog. Bayessche Regel aus. Da diese Bezeichnung aber auch fiir gewisse 
einfache Annahmen iiber die bei der Anwendung von (3) einzufithrenden p,4 be- 
nutzt wird, ist es sehr zu empfehlen, die Berechnung von zf,4 nach (3) mit 
von Mises") als Wahrscheinlichkeitsteilung zu bezeichnen. Die An- 
wendung von (3) ist dann angezeigt, wenn das Ereignis B aus A, sowie aus 
A hervorgehen kann. Man nennt dann ;p, die W. von A a posteriori, wenn 
bekannt ist, daB B eingetroffen ist. Demgegeniiber heiBt £4 dann die W. von 
A a priori. Da aber eine bestimmte Zeitfolge von A und B ebensowenig wie ein 
kausaler Zusammenhang fiir die Giltigkeit der Formeln von Bedeutung ist, 
so vermeidet man besser diese herkémmlichen Bezeichnungen, durch deren 
Gebrauch der Formel (3) leicht eine Bedeutung zugemutet wird, welche sie 





1) R.v. Mises, Math. Zeitschrift Bd. 4, S. 4. 1919. 
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nicht haben kann (,,W. von Ursachen‘). Man fasse die bedingte Wahrschein- 
lichkeit pp, einfach auf als die W. von A, wenn nur die Falle, da8 B eintrifft, 
als mégliche Falle in Betracht kommen. 

__ 5. Axiomatische Definition der Wahrscheinlichkeit. Die klassische De- 
finition der W. versagt, wenn die betrachtete Zufallserscheinung keine ver- 
tauschbaren Falle aufweist. Man hat sich friiher nicht um diese Schwierigkeit 
gektimmert, oder auch mehr oder weniger bewu8t vorausgesetzt, da durch 
weitgehende Zerlegung der Einzelereignisse immer solche vertauschbaren Faille 
herstellbar sind. Eine genauere Durchfithrung dieser Zerlegung geht dann 
darauf hinaus, alle W. auf geometrische W. (Ziff. 27) und damit auf das 
Mafiverhaltnis eines giinstigen zum méglichen Kontinuum zuritckzu- 
fithren. Auf die Ausfithrungen von von Kriss), welche sich am ehesten hier 
einreihen lassen, kann hier nur hingewiesen werden. 

Es entspricht nun aber ganz dem Charakter einer induktiven Erfahrungs- 
wissenschaft, wenn man in den Fallen, wo die klassische Definition versagt, 
ein Axiom der eindeutigen (und stetigen) Zuordnung heranzieht. D. h. 
man postuliert: ist bei zwei Zufallserscheinungen A und B fiir die Ereignisse A, 
und B, die Wirkung des Zufalls, das statistische Verhalten, kurz dasjenige, was 
uns wahrscheinlichkeitstheoretisch allein interessiert, gleich (resp. beliebig wenig 
verschieden), so sind auch die entsprechenden W. gleich (resp. beliebig wenig 
verschieden). Es ist klar, daB man so die W. von B, durch Vergleichung 
definiert hat und auch tatsdchlich bestimmen kann. Man hat vorgeschlagen, 
zum Vergleichsobjekt immer eine Urne zu nehmen, aus welcher schwarze und 
weiBe Kugeln gezogen werden, und spricht dann von der Zuriickfithrung 
auf ein Urnenschema. Vor allem bei der subjektiven Beurteilung des Er- 
gebnisses einer Rechnung ist es wichtig, sich vor Augen zu halten, daB die ge- 
fundene W., etwa von 0,99 oder von 10~°, nichts weiter besagt als die Vergleich- 


' barkeit mit einer Urnen- oder Lotterieziehung, fiir welche dieselben Zahlen 


gelten. 
Man braucht nur noch einen Schritt weiter zu gehen, um die Axiomati- 
sierung der W. r. vollstandig zu machen. Man gibt die klassische Definition 
als solche ganz auf, fiihrt zunachst willkiirliche nicht negative Zahlen ein, welche 
W. genannt werden, und definiert sie durch ihre Eigenschaften. Dazu braucht 
man nur die Additivitat zu postulieren (Summenaxiom), sowie da der GewiB- 
heit die Zahl 1 entsprechen soll?). Es folgt dann, wenn gleichwahrscheinliche 
l’alle vorliegen, unmittelbar die klassische W.-Bestimmung aus diesen Axiomen. 
Um 2!igemein das Multiplikationstheorem zu erhalten, wird man am einfachsten 
noch das obengenannte Axiom der eindeutigen und stetigen Zuordnung ein- 
fiihren [anders bei Brocer?)]. Es soll hier im folgenden immer von in derartig 
allgemeiner Weise definierten W. ausgegangen werden. Es stellt sich heraus, 
da8 auch die kontinuierlichen (geometrischen) W. dann keine weiteren Schwierig- 
keiten mehr geben (Ziff. 24). 

6. Statistische Definition der Wahrscheinlichkeit. Bei einem nicht ganz 
regelmaBigen Wiirfel brauchen die W. fiir die sechs Seiten nicht gleich zu sein, und 
ihre Zahlenwerte ‘k6nnen statistisch, d.h. aus dem Ergebnis einer grdBeren. 
Anzahl von Wiirfen empirisch bestimmt werden (Ziff. 18). Man hat wohl vor- 
geschlagen, diese Bestimmungsmethode sogleich zur Definition der W. zu 
machen, etwa so: unter Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses versteht man den 
Grenzwert der relativen Haufigkeit seines Eintretens bei unbegrenzt zunehmender 


1) J. v. Krigs, Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Freiburg 1886. Natur- 
wissensch. Bd. 7, S.2 u. 17. 1919. 
?) H. Broaat, Dissert. G6ttingen 1907. 
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Wiederholungszahl. Die Existenz des Grenzwertes mu man dabei als einen 
Erfahrungssatz — oder als Axiom — voraussetzen. Man wird leicht finden, 
daB fiir so definierte W. die Theoreme der Grundoperationen gelten missen. 
Uberhaupt ist die Vorstellung der W. als relative Haufigkeit — zumal bei 
Fragen iiber groBe Zahlen, wie in der Gastheorie — dem Verstandnis sehr fordernd 
und kaum zu entbehren. Bei der gewohnlichen Auffassung gibt das Bernoullische 
Theorem dazu aber ebensogut die Méglichkeit. Es ist aber sicher weit besser, 
dieses Theorem und seine Giiltigkeitsgrenze (Ziff. 17) genau mathematisch be- 
weisen und diskutieren zu kénnen, als dasselbe in der Form eines Axioms voran- 
zustellen. 

Den letztgenannten Einwand gegen die statistische Definition hat VON 
MisEs?) in einer beachtenswerten Arbeit beseitigen kénnen. Er denkt sich z. B. 
zum oben betrachteten Wiirfel eine unendliche Menge von méglichen Wirfen 
zugeordnet. Dem Werfen des Wiirfels entspricht dann das Herausgreifen eines 
Elementes aus dieser Menge. Die Struktur dieser ,,Zufallsmenge“’ mu weiter 
so gewahlt werden, daB die relativen Haufigkeiten in den endlichen Teilmengen 
Grenzwerten zustreben, welche nach Definition die W. genannt werden. Die 
weiteren Einzelheiten, besonders auch den in diesem Zusammenhang wieder 
moglichen Beweis des Bernoullischen Theorems, lassen sich nicht kurz wieder- 
geben. 


II. Mathematische Methoden. 


7. Direkte Berechnung. In diesem Abschnitt werden die Hilfsmittel, 
welche man zur Lésung von Wahrscheinlichkeitsproblemen oft mit Erfolg heran- 
zieht, besprochen. Dabei sei schon hier erwaihnt, daB auch die Mittelwerte 
als Rechenhilfsmittel oft sehr niitzlich sind (vgl. Abschn. III). Durch geschickte 
Anwendung der in den Ziff. 7 bis 9, 12 bis 15 behandelten Methoden wird man 
eine vorliegende W.-Frage meistens ohne groBe Mithe lésen kénnen. 

Die elementarste Methode, ein W.-Problem zu lésen, welche in vielen ein- 
fachen Fallen anwendbar ist, besteht in der Auszahlung der giinstigen sowie 
der méglichen vertauschbaren Falle. Oft wiirde man dazu verwickeltere kom- 
binatorische Betrachtungen brauchen. Es ist hier wohl iiberfliissig, darauf naher 
einzugehen, zumal da auch in solchen Fallen der Gebrauch der Grundoperationen 
(Ziff. 4) gewohnlich schneller zum Ziele fithrt?). In der Tat bilden die Formeln (1) 
bis (3) schon ein kraftiges Mittel zur Berechnung, sie machen gewissermaBen die 
Kombinatorik tberfliissig. 

Als Beispiel diene das Problem von DE Monmort: die Zahlen Sew Gee cen) 
schreibt man in willkiirlicher Reihenfolge (etwa durch Ziehen von  numerierten 
Kugeln). Wie gro8 ist die W., daB mindestens eine Zahl ihre natiirliche Stelle 
einnimmt? Die W., daB die Zahl & an k-ter Stelle kommt, ist offenbar p, = 1/n, 


daB auBerdem die Zahl J an /-ter Stelle steht, hat die W. xpi = 1/n — 1 usw. 
es wird also nach (2) 


Pur = Alm(n — 1), — Petm = 1fn(m — 1) (nw — 2) usw. 


Andererseits gibt wiederholte Anwendung von (1), fiir ” einander nicht aus- 
schlieBender Ereignisse: 


Pigeye ssn in = De > Didi DD tae se tT Piss ete we 


1) R. v. Mises, Math. ZS. B 
Bdi45, S.497. 1927. 


*) E. CzuBer, Wahrscheinlichkeitsrechnun S i ipzi 
( i =) Zou DISm 4S ueis u 
kombinatorische Berechnung an vielen Beier durch. ; ee ae 


Gh by Se Ses ick GS, 328. 1919—1920; Naturwissensch. 


Ziff. 8. ~ Differenzengleichungen. i 425 


wo die Anzahl der Summanden in den Summen nacheinander 
n, n(n — 1)/2, n(n — 1)(n — 2)/3! usw. 


betragt. Das gibt die Lésung}): 
1 1 1 

Pees etme a (4) 
Als Beispiel einer W.-Teilung betrachte man folgende Frage: Von drei gleich- 
aussehenden Wirfeln sind zwei richtig, der dritte ist gefalscht derart, daB die 
W. 1/2 ist, mit ihm 6 zu werfen. Man nimmt einen dieser Wiirfel und wirft die 
Zahl 6. Wie groB ist die W., da8 man den falschen gewahlt hat? Ereignis A 
sei hier das Wahlen des gefilschten Wiirfels, £4 = 1, B ist das Werfen der 6, 


und man findet nach (3): 1 


ae 
2 


03 | = 





— 


—_—— 3 
BPA mae 1 } 1 1 ae 5 . 
eH 3 © 





Hatte man zweimal gewiirfelt, und beide Male 6 bekommen, so wire 
1 1 


3 4 ==5 
BPA ay ee ant 
St 32% 50 
Wie grof ist, nachdem zweimal 6 geworfen ist, die W. auch das dritte Mal mit 
demselben Wirfel 6 zu bekommen? Das finden wir unter Benutzung des vorigen 
Ergebnisses eres D4? 29 


ee eeePE Pastas Hap a 66 














oder auch direkt: die W., zweimal resp. dreimal 6 zu werfen, ist 
see ere: ft ey 1 te Ae 24 18h 29 
P= 3 ts) 3 ) ~~ 108’ Poss = 5 = ug alt 648" 


_ Poss __ -29 








und also nach (3) 


ial vrata a 


Die Reihenfolge ist gleichgiltig, dieselbe Zahl ist ebensogut die W., daB der 
erste Wurf 6 war, wenn bekannt ist, daB die zweite und dritte 6 gegeben haben. 

8. Differenzengleichungen. In vielen Fallen geben die Grundoperationen, 
oder andere einfache Betrachtungen, eine rekurrente Beziehung, aus welcher 
man die gesuchte Lésung Schritt fiir Schritt finden kann. Man _ betrachte 
z.B. die Frage nach dem ,,Ruin der Spieler‘: A und B wiederholen immer 
dasselbe Zufallsspiel, wobei A die W. # hat, zu gewinnen, fiir B ist sie g = 1 — P. 
Wer verliert, zahlt dem anderen eine Marke. Am Anfang hat A a@ Marken, 
B b Marken. Wie gro ist die W., daB das Spiel dadurch endet, daB A resp. B 
nichts mehr hat? 

Es sei y(x) die W. dafiir, daB A schlieBlich gewinnen wird, also a + b Marken 
haben wird, nachdem durch das Spielen sein Besitz schon auf x gekommen ist. 
Nach dem niachsten Spiel wird er dann entweder x + 1 oder x — 1 besitzen. 


i y (x) = py(% + 1) + gy(x — 1), 
eine rekurrente Beziehung, welche man besser so schreibt: 
py (x + 2) — y(% + 1) + gy(%) =0. (5) 


1) Die Ableitung nach Poincaré, Calcul des probabilités. Paris 1912 vgl. die kombi- 
natorische bei CZUBER, vorige FuBnote. 
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Definiert man die Operation 4 durch 
Ay (x) = y(% + 1) — ¥(), 

so kann man eine Beziehung zwischen (x), y(% + A). ccc gh VA a m) dadurch 
umformen zu einer solchen zwischen y(x), Jy(x), ..., A™y(x), d.h. zu emer 
Differenzengleichung m-ter Ordnung. Aber auch ohne diese Umformung 
spricht man eine Beziehung wie (5) als Differenzengleichung an. In unserem 
Beispiel ist sie linear und von der zweiten Ordnung, auverdem homogen 
und mit konstanten Koeffizienten. Nun hat allgemein die Differenzengleichung 
m-ter Ordnung 


oy (x +m) + a, y(x +m — 1) +--+ + omy (*) = 0 (6) 
die allgemeine Lésung 
y (x) = Cy At + Og 43 +--+ + Cmdins (7) 
wenn J, ... d,, die einfachen Wurzeln der algebraischen Gleichung 
Oy AM + x, AM-1 A... + Om = 0 





sind, Fir (5) wird 24, = 1,4, = (Z) , und wir haben weiter die beiden Konstanten in 


AO Ge 


aus zwei bekannten Anfangswerten zu bestimmen. Aus der Bedeutung der W. 
y(x) findet man unmittelbar, daB y(0) = 0 und y(a@ + 6) = 1 sein mu8. Fur 
die gesuchte W. yv(a) wird dann gefunden 


q a 
Value 
Ao are mah 

= = 

(5) 
und daraus die W., daB B gewinnt durch Vertauschen von p und g sowie von 
aund 0. Man iiberzeugt sich leicht, daB die Summe der beiden W. gleich 1 ist, 
also die W. Null ist, da8 das Spiel immer weiter geht, was nicht von vorn- 
herein sicher war. 

Ebenso wie in diesem Beispiel wird man auch bei vielen anderen ‘Wahr- 
scheinlichkeitsaufgaben die Lésung dadurch sehr erleichtern, da8 man die Frage 
auf eine Differenzengleichung zuriickfiihrt und die weitere Erledigung nach den 
Regeln der Differenzenrechnung ausfithrt. Es soll darum hier noch einiges uber 
die Methoden zur Lésung von Differenzengleichungen angegeben werden. 

Es sei gleich vorangestellt, daB man eine Differenzengleichung einerseits 
als Funktionalgleichung betrachten kann, d. h. man fragt nach einer stetigen 
F unktion (x), welche fiir alle reelle x, oder nach einer analytischen Funktion, 
welche fir alle komplexen x der Gleichung geniigt. Dieses Gebiet, die funktionen- 
theoretische Differenzenrechnung, wurde erst in den letzten Jahrzehnten weit- 
gehend bearbeitet. Dadurch wurden die hier fast ausschlieBlich interessierenden 
Untersuchungen iiber die Eigenschaften der Lésungen fiir ganzzahlige Werte 
von x mehr oder weniger in den Hintergrund gedrangt, so daB man dafiir oft 


auf dltere Bearbeitungen angewiesen ist). Fiir neuere Fortschritte vergleiche 

man das Buch von WALLENBERG?). 
1) Von den vielen alteren Werken seien nur gen i 

F annt: G. Boorse, The calculus of finite 

differences, 1860, 2. Aufl. 1872 und die betreff : itte i : éori i 

pe TES eh oan: reffenden Abschnitte in LapLace, Théorie analyti- 


*) G. WALLENBERG u. A. GOLDBERG, Theori i i i 
eee ; eorie der linearen Differenzengleichungen. 
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Uber Differenzenrechnung im allgemeinen vgl. man Kap. 15. Uberall 
in diesem Gebiet ist auf dem ersten Blick die formale Analogie mit der Diffe- 
rentialrechnung bzw. mit der Theorie der Differentialgleichungen auffallend, 
man sehe etwa die hier angefiihrten Beispiele. Es ist deshalb wohl uberflissig, 
hier die Sadtze iiber die allgemeinen Eigenschaften der Lésungen linearer Glei- 
chungen u. dgl. alle anzufithren. Dagegen sei auf die folgenden Unterschiede 


besonders hingewiesen. Dem Differentiationsoperator — ==) entspricht das 


oben schon eingefithrte 4, ebenso der Formel Dx” = mx”-1 die andere 
A xh) = my(m-1) - Wo x) = x(% —1) (x — 2).-- (x —m +1) 
und 
Ax-™) =—mx-*-2) wo x(-) = 1 [x(% + 1) (% + 2) --- (x + m—). 
Dementsprechend werden verschiedene Formeln:der Differenzenrechnung durch 
Einfiihrung der ,,Faktoriellen‘‘ x) und x(-™ viel iibersichtlicher als bei Benutzung 
der gewohnlichen Potenzen. So hat man auch in neuerer Zeit die nach x(-”) 
fortschreitenden Fakultatenreihen zur Lésung von fundamentalen Fragen 


in der Theorie der Differenzengleichungen benutzt, analog wie die Potenzreihen 
bei den Differentialgleichungen. 


Man benutzt noch ein zweites Symbol, E, definiert durch 
Ey(x) = y(% + 1), 


dessen Zusammenhang mit A symbolisch durch A=E—41 gegeben wird. 
Wie weit das formale Rechnen mit diesen Symbolen geht, sieht man an den 
folgenden Beispielen. Es ist auch bei nicht ganzzahligem & 


y(x + &) = E*y(x) = (1 + A)F y(x) = y(x) + EAy(x) + (8) APy(x) + -~ 


(Newtonsche Interpolationsformel). Schreibt man die Taylorsche Reihe 


ye +1) = y(x) + Dy(x) + 72) +... symbolisch 1 + 4 = e?, 
so wird durch Umkehrung: 
2 A d 
BE at) ed es a ee =A y(x) — 3A? y(x) + FAB y(x) — --- 


Als Beispiel einer Differenzengleichung mit veradnderlichen Koeffizienten 
sei das Problem von DE Montmort (Ziff. 7) in dieser Weise behandelt. Dazu 
betrachten wir die Permutationen Pon, Wo keine der Zahlen 1 bis m am natiir- 
lichen Platz steht. Ihre Anzahl sei M,(m), ebenso gebe es M,(n) Permutationen 
P,,,, wo gerade eine Zahl an derselben Stelle steht, wie bei der Reihenfolge 

Quits Ts 
‘ Nimmt man nun die Zahl m + 1 hinzu, so kann man aus jeder Po,,, offen- 
bar m verschiedene Po,,,,; machen, weiter noch aus jeder P,, eine Po+1, also 


M,(n +1) =2M,(n) + My(n), 
und da weiter offenbar M,(n) = 1M,(n — 1) ist, so wird 
M,(n + 1) =nM,(n) + 1M, (n — 1), 
d.h. M,(«) geniigt der Differenzengleichung 
y(% + 2) — (% + 1) v(x + 1) — (@ + 1) y(*) = 0. (8) 
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Man sieht leicht, daB «! eine Lésung dieser linearen Gleichung zweiter Ordnung 
ist. Eine zweite Lésung sei dann x! + 2(%), eimsetzen davon gibt fiir z(«) die 
Gleichung 








(x + 2)2(% + 2) — (x + 1)a(% 4 1) — 2(x) =0 (9) 
oder 


(x + 2) Az(x + 1) + A2(x) =0, 


d. i. eine Gleichung erster Ordnung fiir dz. Jede homogene Gleichung erster 
Ordnung 1a8t sich prinzipiell formal durch ,,Quadratur“ lésen, d.h. durch 
direkte Produktbildung, in unserem Fall: 


a- 


Axx) = A20)- J J=5= St Ax(0). 





1 
0 


Daraus findet man z(x) durch Summation 





a-1 
a 1 1 (=4\e=1) 

2(x) = 2(0) + : Az(s) = 2(0) + A2(0)(1 —~5+ 4-154 ib 
Man braucht also noch zwei Anfangswerte, findet dafiir direkt 2(1) = 0 und 
z(2) = 1/2, damit aus (9) z(0) =1, also 42(0) =—1. Einsetzen dieser Werte 
gibt dasselbe Ergebnis wie in Ziff. 7, Formel (4), es ist namlich z(n) = M,(n)/n! 
gerade gleich der gefragten W. 

Sind die Koeffizienten einer Differenzengleichung v-ter Ordnung Polynome 
in x, so kann man oft mit Erfolg die Laplacesche Transformation anwenden. 
Dazu setzt man 


b 
y(x) = fe 9) dt (10) 


in die Differenzengleichung ein, reduziert die Faktoren x, x?, usw. durch par- 
tielle Integration nach 


b b 
xy(x) =| 9) de® = [ep] —[t-1 tg") de 


und erhalt so fiir die linke Seite der Gleichung ein Integral iiber qm und seine 
Ableitungen, und einen integrierten Teil derselben Art. Man setzt den Integrand 
gleich Null, und bestimmt @ aus der resultierenden Differentialgleichung, deren 
Ordnung offenbar dem héchsten Grad der Koeffizienten gleich ist, wahrend 
ihre Koeffizienten Polynome in ¢ héchstens vom Grade 7 sind. Sodann be- 
stimmt man die Grenzen a und 6 derart, da der integrierte Teil an beiden 
Grenzen verschwindet. Dieses Verfahren ist jedenfalls dann leicht durchfiihrbar, 
wenn die Koeffizienten linear in x sind, da die Differentialgleichung in diesem 
Fall von der ersten Ordnung wird, und daher unmittelbar in geschlossener 
Form integrierbar ist. 


So erhalten wir z.B. aus Gleichung (8) 


JO + + 1h 9 dt = [rt +9 pO + 


b 
+ fee +) e) + —1) o@hae, 
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also wird die Differentialgleichung 


(+ 1) p(t) + ( — 1) op) =0, 
und dieser geniigt die Funktion 
pl) Stens, 
fir welchen Ausdruck der integrierte Teil die méglichen Grenzen —1,0 und oo 
ergibt. Wir finden dadurch die beiden unabhingigen Lésungen: 
0 oo 
yaa) = [e-tde, Valth =| te! de. (11) 
Ser 0 
Losungen in solcher Gestalt geben einen guten Einblick in die funktionellen 
Figenschatten, weil sie auch fiir nicht ganzzahlige x brauchbar sind. Laplace 
benutzte sie vor allem zur Untersuchung des Verhaltens der Lésungen im Un- 
endlichen (vgl. Ziff. 41). 
9. Erzeugende Funktionen. Wenn eine Gréfe x bei einer Zufallserscheinung 


einen der Werte x1, %5, ..., %m zeigt, deren W. resp. £,, fy, ..-, Dm Sind, so defi- 
nieren wir als erzeugende Funktion fiir x: 
F(t) = pt + poi + --- + pytt. (12) 


F(t) ist also eine Potenzsummenfunktion einer HilfsgréBe ¢, wobei die einzelnen 
Zufallswerte x; als Exponenten und ihre zugehérigen Wahrscheinlichkeiten als 
Koeffizienten auftreten. Der Zweck dieser erzeugenden Funktionen ist die 
Berechnung der W. kombinierter Ereignisse. Seien namlich in einem zweiten 
Fall die W, fiir das Eintreffen der Werte 1, v2, . . -, ¥n gegeben durch q1, qo, ---5 n- 
Die erzeugende Funktion fir die y ist dann in analoger Weise 


G)j=q™ + Jo tv +.--4 Qn tY” . 


Die W. fiir das Eintreffen der Summe x; + y; erhalt man dann, indem man 
das Produkt F(#)G(t) bildet und den Koeffizienten von ¢+% aufsucht. F(t) G(¢) 
ist also die erzeugende Funktion von x + y. 

Will man aber die eingetroffenen Zahlen x und y geschieden halten, so muB 
man in G eine zweite Variable s einsetzen, und es wird F(¢)G(s) die erzeugende 
Funktion fiir das Paar x, y. Wir beschranken uns im folgenden auf erzeugende 
Funktionen einer Hilfsvariablen und betrachten folgendes Beispiel. 

Das ,,Trente et quarante‘‘-Spiel wird mit mehreren, durcheinander ge- 
mischten, vollstandigen Spielen von 52 Karten ausgefiihrt. Die Karten werden 
einzeln aufgeschlagen solange, bis eine 30 tibersteigende Summe entstanden ist. 
Dabei gelten die Figuren 10, die tibrigen Blatter den auf ihnen verzeichneten 
Wert. Welche ist die Wahrscheinlichkeit, die Zahl 31 zu erhalten? Fiir die 
erhaltene Zahl beim Aufschlagen einer Karte wird die erzeugende Funktion 

esi 1 trae 4-60 fhe = oP — 1) 

a ee ga 3a) 
und beim Aufschlagen von m Karten daher Ff”. Da m alle moglichen Werte 
durchlauft und das Eintreffen der Summe # mit m Karten das Eintreffen von 
p fir jede andere Anzahl ausschlieBt, so erhalten wir die gesuchte W. durch 
Entwickeln nach Potenzen von ¢ der Funktion 


Ne ed ke oe oa See ee fe Ag pO 14 = 13 





und Aufsuchen des Koeffizienten von #31. Fiir unseren Zweck hatte man die Reihe 
eigentlich mit F4 anfangen und mit /%! abschlieBen konnen, es ist aber offenbar 
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viel einfacher, die unndtigen weiteren Glieder hinzuzunehmen. Wir gehen auf 
die weitere elementare Berechnung des Koeffizienten von #*! nicht ein. 

Die erzeugende Funktionen sind nicht auf den Fall beschrankt, da8 ihre 
Koeffizienten Wahrscheinlichkeiten sind. Andererseits wollen wir weiter aus- 
driicklich voraussetzen, daB die Exponenten x ganzzahlige sind. Man nennt 


dann RAIS: 

FO=Eyme, xa (13) 
die erzeugende Funktion von y(x%), wobei die Grenzen der Summe beiderseits 
endlich oder unendlich sein kénnen. Es ist nach dieser Definition ¢* F(¢) offenbar 
die erzeugende Funktion von y(x — k), weiter ¢F’(t) von x(x), allgemeiner 
die erzeugende Funktion von x(x) gleich 


(¢4,)"Fe. (14) 


Durch diese Eigenschaften sind die erzeugenden Funktionen auch sehr 
brauchbar zur Lésung von Differenzengleichungen. Wir betrachten zuerst noch 
ein Beispiel, bei dem man die Differenzengleichung nicht aufzustellen braucht. 

Man zahlt zu verschiedenen Zeiten unter dem Mikroskop die Zahl der Emul- 
sionsteilchen innerhalb eines sehr kleinen, lediglich optisch begrenzten Volums 
einer kolloiden Lésung. Die W., da8 wahrend einer Zeit 1 ein Teilchen eintritt, 
sei at, da8 eins austritt br. Was ist die W. dafiir, daB8 man zur Zeit # eine 
Anzahl x Teilchen antrifft, wenn zur Zeit 0 das Volum leer war? Nehmen wir 
einen Augenblick a und 0} konstant an, und das Intervall t so klein, daB das 
Eintreten von zwei Teilchen, oder das Ein- und Austreten eines Teilchens eine 
zu vernachlassigende W. hat (vgl. Ziff. 15). Es sei F(t, 0) die erzeugende Funk- 
tion, dessen Koeffizienten, die gesuchten W., Funktionen der Zeit # sind. Tritt 


ein Teilchen ein, so wird dadurch die erzeugende Funktion offenbar ¢F, bei 
Austritt ¢-1F, und es ist also 


F(t, +72) = (1 —at— bt) F(t, 8) + att F(t, 9) + brt-1 FE, 0). 


Selbstverstandlich wird aber 6 um so gr6Ber sein, je mehr Teilchen im betrachteten 
Volum anwesend sind. Schematisierend wollen wir b = Bx setzen und a konstant 
lassen. In obiger Gleichung mu8 dadurch b F(t, 8) durch ft0F/dt ersetzt 
werden, und nach Umformung, Division durch t und Grenziibergang 1—> 0 
erhalt man OF OF 

“Ot 


= —a(l —) F +B —2) 


Diese lineare partielle Differentialgleichung l48t sich in bekannter Weise leicht 
lésen; die allgemeine Lésung 


Fi, 3) = etl8 p{(4 — 0) e- 8°) 


mu durch geeignete Wahl der willkiirlichen Funktion g der Bede fir 
Oo = 0 angepaft werden, welche offenbar lautet F (¢, 0) =1. Man findet daraus 
unmittelbar m und schlieBlich wird, wenn a) =e, 


Fil, 0) = e~e(1-t) (1-e-P 9) SS 0 ett 


ne der nur von der Zeit abhangende Faktor abgekiirzt mit 1 — e-?? = T 
ezeichnet ist. Fiir die gesuchte W. pz, daB man zur Zeit # x-Teilchen antrifft, 


liest man dann unmittelbar ab 


(8) = Se 


re 
x! € : 
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und fiir den Mittelwert findet man [vgl. Formel (33)]: 
OF ; 
X sx ae =cT =c(t— e-F%), 


Im stationéren Zustand ist daher x =c, wie man aus den Voraussetzungen 
des Problems auch unmittelbar entnehmen kann. 

Eine lineare Differenzengleichung wird man nach den obigen Formeln 
(13) und (14) mittels der erzeugenden Funktion lésen kénnen. Betrachten wir 
etwa die oben schon besprochene Frage nach der W. beim Trente-et-quarante 


die Summe 31 zu erhalten. Es sei p(x) die W. fiir die Summe x, so folgt aus 
den méglichen Entstehungsweisen von x unmittelbar 


P(x) = 75 [Pe — 1) + ple —2) + + oe — 9) + Spe — 10). 


Zur Vereinfachung subtrahieren wir von dieser Gleichung die entsprechende 
fiir £(x — 1) und erhalten die Differenzengleichung 


ple) — 75 ple — 1) — 3 p(x — 10) + Spe — 11) =0. (15) 
Setzt man nun 


F(t) =p (0) + p(1) t+ p(2)-#24+---, 


so wird die erzeugende Funktion der linken Seite von (15) 
14 3 10 4 W 
(1 user bag) Fe). 





Dieser Ausdruck mu8 nun aber nicht gleich Null gesetzt werden, denn die Diffe- 
renzengleichung gilt im allgemeinen nicht fiir die Anfangswerte von x. Im 
vorliegenden Fall ist es nur natiirlich, (x) = 0 zu nehmen fiir negative x, und 
p(0) =1. Mit diesen Werten gilt (15) von x = 2 an, fiir x = 0 resp. 1 wird die 
linke Seite aber gleich 1 resp. —1, ihre erzeugende Funktion ist also 1—¢, 
daher re 
F(t) = : 
(eee ee = pete. fit 
15, as) 13 








In analoger Weise erhalt man fiir die Loésung der Gleichung (9), Ziff. 8 


(x + 2) 2(x + 2) — (w+ 1) 2(x4 1) — a(x) =0, 
Hae ak 


ote i esr ry 


— es 2) 5", 
und die allgemeine Lésung dieser Differentialgleichung gibt 
ae j 
PO) = {2(0) — 2(4)}— + alt) os. 
Fiir das Montmort-Problem ist z(1) =0, 2(0) =1, und damit die obige er- 
zeugende Funktion e~‘/(1 — é). Multiplikation der Potenzreihen fiir e~* und 
fir 1/(1 — ¢) gibt unmittelbar das auch in Ziff. 7 gefundene Ergebnis (4). 

Die erzeugenden Funktionen sind nach den Beispielen in dieser und der 
vorigen Ziffer praktisch oft recht brauchbar. Vom mathematischen Stand- 
punkt leisten sie nur die Uberfiihrung der Aufgabe in ein anderes, mehr ge- 
laufiges Gebiet. So wird man die zuletzt betrachtete Zuriickfiihrung einer Diffe- 


renzengleichung mit variablen Koeffizienten auf eine ebensolche Differential- 
_gleichung zwar auch in verwickelteren Fallen versuchen konnen, aber damit 
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nicht viel weiterkommen, sobald die Differentialgleichung keine elementare 
Lésung besitzt. 

Setzt man in solchen Fallen etwa eine Potenzreihe zur Lésung an, so kommt 
man fiir die Bestimmung ihrer Koeffizienten offenbar sofort auf die Differenzen- 
gleichung zuriick. 

10. Asymptotische Darstellungen. Hat man fir y(x) eine Differenzen- 
gleichung m-ter Ordnung gefunden, und sind m Anfangswerte, etwa (0), (1), 
...¥(m — 1), gegeben, so gibt die Differenzengleichung unmittelbar den Wert 
von y(m), und daraus weiter y(m + 1) usw. Fir kleine Werte von x braucht 
man daher gar nicht erst eine L6sung der Gleichung zu suchen. Umgekehrt 
wird man praktisch in vielen Fallen y fiir sehr groBe Werte von x kennen 
miissen. Auch dann ist es nicht notwendig, die genaue Losung zu kennen, es 
gentigt ein sog. asymptotischer Ausdruck, dessen Verhaltnis zur Lésung 
sich um so mehr der Einheit nahert, je groBer x wird. Auch bei direkter Wahr- 
scheinlichkeitsberechnung findet man bisweilen in analoger Weise, daB einerseits 
eine schrittweise Berechnung fiir kleine Zahlen einfach méglich ist, anderseits 
die Lésung fiir sehr groBe Zahlen einem einfachen Verlauf zustrebt. 

Der mathematische Sachverhalt sei an einem Beispiel aus anderem Gebiet 
erortert. Um das Integral 


f(x) = fytevdy 
fur groBe Werte von x zu berechnen, setzt man y = x + u, und entwickelt 
nach fallenden Potenzen von x: 





ape, oo F 
f(x) = e* [2 du = xteaf(t— 24 6 Jed. (16) 
0 0 
Durch gliedweise Integration findet man dann 
ae fee 4! , 2! ! 
{ies e i-U42-% --), (17) 


und diese Reihe erweist sich zunichst recht brauchbar zur tumerischen Be- 
rechnung, wenn x > 415. Die Ableitung war aber nur eine f ormale, die Reihe 
in (16) ist nur brauchbar fiir ~ <x, also sicher nicht integrierbar bis 4 = oo, 
Entsprechend ist die gefundene Reihe divergent fir alle x. Es bedarf also 
einer naheren Priifung, inwieweit ein Abschnitt der Reihe eine brauchbare Nahe- 
rung fiir /(*) geben kann. Es sei 


tule) = artema(1— bof (maya), 








so wird ae es 
be ee ers 1 uU un 
Ne) — fale) = eter f( tp Bg eed 
0 
Ec ees (S4)et yer s me 
ute [ ETP: edu 3%, 


7 F ; 
Bes Hepatic ae unmittelbar aus dem Ausgangsintegral in (16) durch wiederholte 
Station. Es wurde hier absichtlich die formale Reihenentwicklung gewahlt 


weil diese die klassisch i i 
Asa ee en Ableitungen der asymptotischen Wahrscheinlichkeitsformeln ver- 
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Letzteres Integral ist absolut genommen jedenfalls kleiner als das entsprechende 
ohne den Nenner 1 + u/x, welches gleich (7 + 1)!/x"+1 ist. Daher ist 





|te) — fale)|< "2 und tim #Uf(2) — fy] =0. 


u—> co 
Allgemein nennt man eine Reihe, fiir deren Teilsummen q, (x) der Grenzwert 


is x"[1 — Gn(x)/(x)] = 0 

ist, eine asymptotische Reihe (nach fallenden ganzen Potenzen von x) fiir q(x). 
Besonders hervorheben wird man diese Eigenschaft natiirlich nur, wenn die 
Reihe divergiert. Jede Teilsumme ,(x) wird ebenso ein asymptotischer 
Ausdruck fir @(«) genannt. Man sagt also z. B., da unser f(x) asymptotisch 
gleich x~te~* wird, und schreibt 


fixnjcoa has; 


Den asymptotischen Charakter der Entwicklung (17) haben wir oben be- 
wiesen durch Berechnung eines Restgliedes. Gewohnlich ist es recht umstand- 
lich, fiir die leicht erhaltlichen formalen Entwicklungen ein Restglied aufzu- 
finden. Auf die dafiir benutzten Methoden kann hier nicht eingegangen werden!). 
Es seien aber einige Regeln fiir das Operieren mit asymptotischen Reihen an- 

efiihrt : 

’ Die asymptotische Entwicklung fiir eine Funktion q(x) ist durch diese 
Funktion eindeutig bestimmt, aber nicht umgekehrt. Es haben z.B. (x) 
und g(x) + e-* dieselbe Entwicklung. 

Zwei asymptotische Reihen diirfen miteinander multipliziert werden, d. h. 
ihre formale Produktreihe ist die asymptotische Entwicklung des Produktes 
- der Funktionen. 

Eine asymptotische Reihe darf gliedweise integriert werden. 

Solche Eigenschaften. machen es plausibel, da8 die formalen Rechnungen, 
mit welchen die klassische Wahrscheinlichkeitsrechnung sich begniigte, gew6hn- 
lich ein richtiges, d.h. ein asymptotisch richtiges, Ergebnis geliefert haben. 

Die bekannteste asymptotische Entwicklung, welche in unserem Gebiet 
sehr viel angewendet wird, ist die Stirlingsche Formel: 


+3 _ 1 1 
x)= Y2ax''*e “(1 Rewer cr oy oe ), (18) 


Hier hat der Fehler die GrdBenordnung des ersten vernachlassigten Gliedes. Fur 
viele Anwendungen kommt man iiberhaupt mit dem ersten Reihenglied aus, ja 
bei den sehr groBen Zahlen der Molekulartheorie geniigt gewdhnlich schon die 
Kenntnis der GréBenordnung, so daB man einfach lgx! durch x (Ig% — 1) ersetzt. 
Die Reihe (18) divergiert, was fiir den praktischen Gebrauch belanglos ist. 
Vom funktionentheoretischen Standpunkt betrachtet liegt die Divergenz wie 
in ahnlichen Fallen daran, daB die darzustellende Funktion im Unendlichen 
eine wesentliche Singularitat besitzt. Unter diesen Umsténden kann eventuell 
eine Fakultatenreihe eine konvergente Entwicklung geben, wahrend die 

Potenzreihe divergieren mu8. 
In vielen Wahrscheinlichkeitsfragen gelang es schon LAPLACE asymptotische 
Darstellungen mittels der erzeugenden Funktion aufzufinden. Es sei wie in Ziff. 9 
F(t) => y(«)? Nee Ot, 25-065 (19) 


el reese) 


, eae 





1) Vgl. CouRANT-HILBERT, Die Methoden der mathematischen Physik. Bd I, $.430. 1924. 
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die erzeugende Funktion von y(x). Hat man F(Z) in geschlossener Form gefunden, 
so kann man daraus y(x) statt durch Reihenentwicklung auch als Cauchysches 
Residuum von ¢-*-! F(é) finden, d. h. es ist 
y(t) = she F (edz, (20) 
wo der komplexe Integrationsweg im Konvergenzkreisring der Reihe (19) liegen 
muB (vgl. Kap. 6, Ziff. 12). Diese Formel wird neuerdings von DARWIN und Fow- 
LER viel benutzt. Um daraus eine asymptotische Darstellung zu gewinnen, sucht 
man den Integranden derart umzuformen, da ein Faktor entsteht, der ein 
scharfes und mit wachsendem x immer scharfer werdendes Maximum an einer 
Stelle des Integrationswegs aufweist. Fiir die weitere Ausfihrung und die Giiltig- 
keitsbedingungen dieser Laplaceschen Methode muB auf die Literatur ver- 
wiesen werden}). 
11. Asymptotisches Verhalten der Losungen von Differenzengleichungen. 
Es sei eine lineare homogene Differenzengleichung v-ter Ordnung vorgelegt: 


y(% + 1) + ay (x) + y(% +7 — 1) + ag(*)-y(e +7 — 2) + ++. + a,(x) y(X)= 0. (19) 


Diese hat 7 linear unabhangige Losungen y,(x), yo(x), ... y,(x). Wir fragen, 
ob das Verhalten dieser Lésungen fiir x oo direkt aus dem asymptotischen 
Verhalten der Koeffizienten a;(~) auffindbar ist. Dabei sei gleich bemerkt, 
da8 der gesuchte Zusammenhang fiir eine Gleichung erster Ordnung unmittelbar 
deutlich ist, weil man die Lésung direkt in Form eines Produkts anschreiben kann 
(Ziff. 8). Ist daher das Verhaltnis ,(% + 1)/y,(*) = 6,(«) fir groBe x bekannt, so 

ist damit die Frage fiir das Integral y, als gelést zu betrachten. Im ganzen fiihre 
-man deshalb die 7 Koeffizienten £, ... £, der v Gleichungen erster Ordnung 


¥4(% + 1) — By (%) ya (*%) =0, Yo(% +1) — Bo(%) yo(x) =O... y,(% +1) —B, (x) y,(%) = 0 


ein. Einsetzen der Lésungen y,... y, in der urspriinglichen Differenzengleichung 
(19) gibt 7 lineare Gleichungen, durch welche die Koeffizienten a, ... a, als 
Quotienten von Determinanten in den # ausgedriickt werden kénnen. Fiir 
den besonderen Fall, daB asymptotisch 


By By> Bpat SBN. ode daBoe Gime eeeaay (20) 
a—>co Fe 
wird man finden, daB in den Determinanten die Diagonalterme fiir geniigend 
groBe x iberwiegen, und da8 einfach wird 


ay(X)~ — Bi (%+7— 1), ao(x) > Bi(% +7 —1) Bo(% + 7 —2) +++ a,c0(—1)" Bi Bo: + -B,) 
oder umgekehrt: 
a neae RON ia ieee YES 
Bi ay Bo ° ay Ps a Br ae 
Man wird daher folgenden Satz vermuten: Sind in der Differenzengleichung (19) 
die Verhaltnisse der Koeffizienten a,(x) /a;_4(x) alle von verschiedener, der Reihe 


nach abnehmender GréBenordnung fiir x>~, so hat die Gleichung 7 ver- 
schiedene Integrale y,; fiir welche asymptotisch 


yilo +1). a,(x) ; 
He Get oe er 








) G. Potya und G. SzEcé, Aufgaben und Lehrsdtze ans der Analysis I, S. 244, 
Berlin 1925, wo auch die Literatur angefiihrt wird. 


3) Da der Unterschied der Argumente x und x + y — 1 usw. fur das Folgende ohne Be- 
lang ist, so werden die Argumente weiter unterdriickt werden. 
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Dieser Satz ist als Spezialfall in den allgemeineren Satzen von PERRON und 
KREUSER?) enthalten, allerdings mit der etwas einschrankenden Bedingung, 
daB die Koeffizienten wie Potenzen von x nach ~ gehen, also da8 


a;(x) Do a; xhi 5 (22) 


Der andere extreme Fall in der GréSenordnung der Koeffizienten ist der, daB 
alle von derselben Ordnung sind, d.h. da sie einem endlichen Grenzwert zu- 
streben: : 
lim aj(x)= 0 (23) 
t—> 0o 
(sog. Poincarésche Differenzengleichung). 

Fir diesen Fall beweist man, daB die Lésungen sich asymptotisch ebenso 
verhalten wie die Loésungen der Differenzengleichung mit den konstanten 
Koeffizienten a; (Ziff. 8). Wegen der praktischen Wichtigkeit der Gleichungen 
mit konstanten Koeffizienten seien diese asymptotischen Eigenschaften — welche 
man ubrigens aus der allgemeinen Lésung fast unmittelbar ablesen kann — noch 
explizite hingeschrieben. Sind 


QO, @2 ++5 Or 


die nach fallenden absoluten Werten geordneten Wurzeln der algebraischen 
Gleichung 
By ae ih, 0, 


so gilt fiir die y-konstantige Lésung der Differenzengleichung im allgemeinen 
lim sup y| yi(x)| =| 01] ; 
“a—> CO 


bei immer mehr spezialisierter Wahl der Konstanten erhalt man aber auch 








Lésungen, fiir welche dieser Grenzwert der Reihe nach gleich |o2|, | es | usw. 
wird, schlieBlich eine Lésung mit 
lim sup Viy-(#)| = [orl - 
Es ist auch fir diese Lésungen 
eats Oia See 0;  vorausgesetzt daB be-all Or = 4 Ores et (24) 





Auch fiir den allgemeinen Fall willkiirlicher Gro8enordnungen der Koeffizienten 
a,(x) [genauer: willkiirlicher endlicher k; in den Beziehungen (22)] findet man 
bei PERRON und KREUSER entsprechend abgednderte Regeln, welche hier nur 
dahin zusammengefaBt seien, da8 auch dann asymptotisch 


lim sup J| vil) |] hode)| == 1, 
t— > co 
wo die o die Wurzeln der ,,charakteristischen Gleichung* 
i” + a,(x) t-1+ --- +a,(x) = 0 


sind. 
Als Beispiel sei die Differenzengleichung des Montmortproblems [Formel (8) ] 


betrachtet: 
y(x + 2) — (w+ 1) y(% + 1) — (% + 1) y(x) = 0. 


1) O. Perron, Acta mathematica Bd. 34, S. 109. 1911; P. KREUSER, Dissert. Tiibingen 
1914. Weitere Literatur bei H. SpATH, Acta mathematica Bd. 51, S. 133. 1927. 
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Hier hat man den oben zuerst genannten Fall und es mussen gemaB Formel (21) 
zwei Integrale angebbar sein, fiir welche resp. 


Wy (% + 1)/y4(%) ~~ + 1 und yalx% + 1)/yo(x) ~~ — 1. 


Die beiden in Ziff. 8 angegebenen Lésungen ~*! und M (x) geniigen aber der 
ersten asymptotischen Beziehung. Man iiberzeugt sich leicht, daB die lineare 
Kombination 

z* 1 
e71.%! — M(x) = (— 1) al (os Were: V. +) 





der obigen zweiten Bedingung geniigt. Bei Losung derselben_ Gleichung durch 
ein bestimmtes Integral [Formel (11)] erhalt man diese zweite Lésung, wenn 
man von den méglichen Grenzen —1, 0 und oo die beiden ersten wahlt. 


III. Mittelwerte. 


12. Definition und Eigenschaften. Mit der Aussage, ,,die Zahl x hangt 
vom Zufall ab“, wird gemeint, daB x bei den verschiedenen, sich gegenseitig aus- 
schlieBenden Realisationsméglichkeiten E,, E,,..., E, eines Zufallsereignisses E 
resp. die Werte *,,%2,---,%m annimmt. Die. entsprechenden W. 4y, pe, .-., Pm 
nennt man auch kurz die W. fiir die Werte %,, %, ..-., %m- 

Wir definieren nun alsMittelwert von x und bezeichnen mit x den Ausdruck 


% = Py% + pore +--+ + Pin Xm - = 425) 


So der schon langst in der physikalischen wie auch in der statistischen Literatur 
eingebiirgerte Terminus, statt dessen man in der Alteren Wr. ,,espérance mathé- 
matique von x‘, ,,Erwartungswert von x‘ oder ,,wahrscheinlicher Wert von x‘‘ 
findet. Der Name ,,Mittelwert‘‘ erinnert an die wichtige Eigenschaft, daB bei 
N-facher Wiederholung derselben Zufallswirkung das arithmetische Mittel der 
N wirklich stattgefundenen Werte von x sich fiir Noo dem Grenzwert x 
nahert (Haupttheorem Ziff. 17), d.h. an die statistische Bestimmungsmoglich- 
keit dieser Zahl fiir den Fall, daB die W.  unbekannt sind. 

Beschrankt man die Betrachtung auf einen Teil der verschiedenen Moglich- — 
keiten, etwa E,, Ey, ..., E,, so findet man durch Anwendung der W.-Teilung 
fir den so bedingten Mittelwert: 


Pi%y + pore +++ + pu tu 
Pi + Pear 2 ae Pe j 


Man kann ebenso den Mittelwert x” fiir die restierende Gruppe sgn ale 
berechnen, und es wird dann 


%= (pj + p.+--: + Pu) + (busi + 3 + pm) x" 


und analog fiir eine Unterscheidung einer gréBeren Anzahl von Gruppen der E, 
in Worten: der allgemeine Mittelwert ist dem Mittelwert der be- 
dingten Mittelwerte gleich (siehe die Anwendung Ziff. 47ff). 

Ist einer zweiten — nicht notwendig von der ersten unabhangigen — Zu- 
fallserscheinung die Zahlenreihe y, ... y, zugeordnet, und werden ihre W. mit 
d1 -++ Y bezeichnet, so ist die W., daB x; und y; eintreten (Ziff. 4) 


xe = 





(26) 


™m 


und’ daher 1g = Bi Y= De G 
x+y me PTC + .¥;) = him Di Gi Dah V5 DH p=%X+¥, (27) 
4) i 
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weil die Summen itber die bedingten W. iiberall Eins ergeben. In Worten: 
Bildung des Mittelwertes und Addition sind immer vertauschbar. 
Weiter folgt daraus die Vertauschbarkeit mit allen additiven Operationen, 
speziell mit Differentiation und Integration. 

Durch diese Eigenschaften sind Mittelwerte viel leichter zu berechnen als 
Wabhrscheinlichkeiten, so daB man sie auch mit Vorliebe als ZwischengroBen 
bei Berechnungen benutzt. Dafiir sei gleich ein eklatantes Beispiel angefiihrt : 

Beim Buffonschen Nadelproblem fragt man nach der W., daB eine Nadel 
der Lange / bei willkiirlichem Hinwerfen auf eine Tischplatte, welche durch 
parallele Geraden in Streifen der Breite a >1 geteilt ist, eine dieser Geraden 
trifft. Wir betrachten nun die Anzahl n der Schnittpunkte mit den Geraden, 
welche nur 0 oder 1 sein kann. Nach der Definition des Mittelwertes ist in 
diesem Fall die gesuchte W. gleich ”. Dieser Mittelwert ist nach dem obigen 
gleich der Summe der Mittelwerte der Schnittpunktenzahlen fiir die Linien- 
elemente der Nadel, und zwar ungeachtet der hier sehr starken Abhiangigkeit 
der betreffenden W. fiir diese Linienelemente! Biegt man die Nadel also zu 
einer willkiirlichen ebenen Kurve, so wird auch dadurch 7 nicht geandert, und 
es ist auBerdem x = Cl. Die Konstante C bestimmen wir durch Anwendung 
der Formel auf einen Kreis vom Durchmesser a, fiir welchen die Anzahl der 
Schnittpunkte immer 2 ist, also 2 = C-+za und daher allgemein 

21 


n= 4 
(BARBIER 1860). as 


Im Gegensatz zu obigen Eigenschaften gilt die folgende allgemein nur, 
wenn die betreffenden Zahlen zu gegenseitig unabhangigen Zufallserschei- 
nungen gehdren. Es wird dann: 


FY = Bp 2 iG Vs = PH BY = HY (28) 
[| v 

Es ist aber x?-+~x-x (Ziff. 14) und es weist xy#xX-y auf Abhangigkeit von 
x und y hin (vgl. Abschnitt VI, Korrelation). 

13. Berechnung von Mittelwerten. Es sei hier ein einfaches Beispiel ange- 
fiihrt fiir die Art und Weise, wie man oft Mittelwerte durch Benutzung ihrer 
allgemeinen Eigenschaften aufeinander beziehen und dadurch berechnen kann. 

Bei der Berechnung der Lichtzerstreuung durch optisch-anisotrope Gas- 
molekiile braucht man Mittelwerte von Produkten von Richtungskosinussen 
folgender Art. Ein bewegliches rechtwinkliges Achsenkreuz habe gegeniiber 
einem festen die Richtungskosinusse 


Oy % Oe, 

By By Bs, 

Iie » Boys Weslo 
Die Orientierung hange vom Zufall ab (und zwar ohne Vorzugsrichtung). Man 
sucht die Mittelwerte 


roe ee a: 2052, 
Orhan 05, 10405) 0, %5 8; Py usw. 





Dazu gehen wir jedesmal von einer einfachen Identitat aus, z. B. 
Q p 5 he aap 2 2 
A = Of + 05 + 03 = af + 09 + 03 = Of + 09 + OS 
und daraus wegen der Symmetrie 





bo zl 
bo 


w~ 
G2) = 
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Ebenso aus a 
01% + Bb. t+ 172 = 9, XA, = 0. 


Fiir die Produkte vierter Ordnung mu8 man einen Wert, etwa a}, explizite 
durch Integration berechnen und findet 


= 


cn] 


und dann weiter 


: ee 
z= alot + 98 + 35) = = t+ By Oy 1 0 








und wieder wegen Symmetrie 





Ferner 








= is e. if = —_ = 
OS Oy He (OX, %o Pa Pe V1¥2) = 18 + &1 & By By + % %27172 
und 





= 1 
OX By By = % Ke 212 = — 30° 


Die direkte Berechnung der letzteren Mittelwerte durch Integration iber alle 
Orientierungen ware sehr viel umstandlicher. 
Man wird oft in analoger Weise vorgehen kénnen. Es sei etwa der Mittel- 
wert der sechsten Potenz der Totalgeschwindigkeit v eines Gasmolekils in den 
Geschwindigkeitskomponenten u auszudriicken. Man schreibt 


v=—witwt+ Ww 
ve = a+... +3 upust+---+6uj wu; 
“6 _ A 9 5 3 
vw — 308 + 180 + 6 we we = 3.8 + 18.u8-@ + 6(2) : 





das letzte nur, weil eigentiimlicherweise die Komponenten unabhangig sind 
(Ziff. 25). WeiB man auBerdem aus dem Gaussischen Verteilungsgesetz fir w, 


daB u® = 15 (12)° und u4 = 3 (ui)? , so findet man schlieBlich 
v = 105 (w?)® = 35 (v?)?. 


In schwierigeren Fallen kann man so durch Berechnung aller Potenzmittel- 
werte das Verteilungsgesetz der betreffenden GréBe bestimmen (Ziff. 22). 


14. Die Streuung oder Standardabweichung. Um ein Ma8 fiir die Ungleich- 
heit der Zahlen x, ... %, zu haben, betrachtet man die Abweichungen vom 
Mittelwert x;— x. Da der Mittelwert dieser Differenz offenbar identisch Null 
ist, so nimmt man am einfachsten den Mittelwert vom Quadrat dieser Differenz 
als Ma®B fiir die Schwankung von x (der Mittelwert von | x — x |, den man bei 
statistischen Untersuchungen wohl auch benutzt, hat nicht die einfachen algebra- 
ischen Eigenschaften des Quadratmittels). Man zieht die Wurzel aus diesem 
quadratischen Mittelwert, damit eine GréBe derselben Dimension wie x ent- 
stehe, die Streuung von x: 


0, =\(e— 2). (29) 
Nach dem Vorgange Kart PEARSoNS bezeichnen wir Streuungen allgemein 
mit 6, PEARSON nennt o Standardabweichung (standard deviation), welche 
Benennung die groBe Rolle gerade dieses Mittelwertes gut hervorhebt. Den 
althergebrachten Namen_,,mittlere“‘ Abweichung (bzw. Schwankung, Fehler) 
mit dem Gegensatz ,,durchschnittliche“ Abweichung usw. fiir |x - 





— %| werden 
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wit lieber nicht benutzen, damit die Bezeichnung mittlere Zahl, GréBe usw. 
unzweideutig den Mittelwert angebe. 


Die Streuung hat, wie man leicht nachweist, folgende einfache Kigen- 
schaften: 


bo 


a2 = x2 — x2, (30) 


rs} 


Or4y = 02 + oF (x und y unabhiangig!). (34) 


(Fur den Fall der Abhingigkeit vel. Ziff. 43.) 


‘My + ve tee +H, WV aeks 
ot (tte) ts G2) 


[Streuung des arithmetischen Mittels bei -facher Wiederholung!)]. Ist F(é) die 
erzeugende Funktion fiir x, so findet man daraus Mittelwert und Streuung 


cemaB 
ee 2 =(2) 
a=(5, est & 


» (OF OF OF \2 
x (ar); sg eA is (Sr) 


(vgl. Ziff. 9). Die Benutzung der allgemeinen Eigenschaften fiir die Berechnung 
einer Streuung sei an folgendem Beispiel erlautert: 

Eine Urne enthalt W weiBe und N — W schwarze Kugeln. Man nimmt 
wm Kugeln heraus und findet darunter w weiBe. Wie groB ist o6,? Man berechne 
die Mittelwerte von w und w®. Es sei 6; Null oder Eins, je nachdem die #-te 
herausgenommene Kugel schwarz oder wei8 ist. Dann hat man: 


(33) 





w= 2d=n6;, tS + 5,8; = nd? + n(n — 1) d,4;. 
ee 


Die W., daB die 7-te Kugel weiB ist, ist W/N, daB die i-te und j-te weiB sind, 








W W=1 
ON: SNieescgs? 
daher a By = 
5=F=WiN, 54,=7 Ua" 
und 


ty : ; W (N — W)(N — — 
w=nW/N=nb, an WO = nplt — p)(1— yay] G4) 








wo zur Abkiirzung W/N = p gesetzt wurde. Nimmt man in (34) N = oo, so 
kommt man dadurch auf den einfacheren Fall zuriick, daB die W. fiir eine weiBe 
Kugel wahrend 2 Versuchen immer # bleibt, und findet dann 


oy = np(1 — p), 


wie es auch unmittelbar aus (30) und (32) folgt. 

15. Berechnung der W. aus dem Mittelwert, Poissonsche Formel. Sind 
die mdglichen Werte x,, x, usw. von x bekannt, so geniigt im allgemeinen die 
Kenntnis des Mittelwertes x natiirlich nicht, um die entsprechenden W. 4,, p2.. . 
zuriickzufinden. Beim Nadelproblem in Ziff. 13 gelang das dadurch, daB x 
nur 0 oder 1 sein konnte. Ist x die Anzahl Male, daB ein Ereignis unter be- 
stimmten Umstanden eintrifft, so kann man diesen einfachen Fall, x gleich 0 


1) Bei verwickelteren Ausdriicken sei es erlaubt, o gewissermaBen als Funktions- 
symbol zu behandeln. Es ist dadurch unndétig, auch noch ein besonderes Symbol wie 
etwa disp(x) oder gar str(*) (BRUNS) einzufiihren. 
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oder 1, oft dadurch herbeifiihren, da8 man die W. fiir = 1 durch Anderung 
der Umstinde beliebig klein werden 1aBt. Man betrachtet z. B. die Anzahl 
der Zusammenst6Be, welche ein Gasmolekiil wahrend des Zuriicklegens einer 
Strecke J erfahrt, oder in einem radioaktiven Préparat die Anzahl der Atome, 
welche in einer Zeit ¢ sich umwandeln, und kann dadurch, daB man / oder t be- 
liebig klein nimmt, erreichen, daB die W., da ein Ereignis stattfindet, beliebig 
klein wird und die W., daB mehr als eins eintritt, verschwindet gegen die W. 
fiir « =1. Bei einem radioaktiven ProzeB sei etwa durch Messungen fest- 
gestellt, daB in einer langeren Zeit ¢ sich at Atome umwandeln. Wir teilen 
diesen Zeitraum nun in N Stiicken. Die mittlere Zahl der Umwandlungen 
in jedem Zeitteil ist dann at/N, und das ist sogleich auch die W., daB in 
einem Zeitteil eine Umwandlung stattfindet, vorausgesetzt, daB N gro8 genug 
genommen wird. ae 

Dieser Riickschlu8 vom Mittelwert auf die W. ist offenbar unabhangig 
davon, ob die aufeinanderfolgenden Ereignisse sich gegenseitig beeinflussen oder 
nicht. Ob das der Fall ist, miissen wir aber fiir den folgenden Schritt, die Riick- 
kehr zu dem gréeren Intervall, wissen. Fir unabhangige Ereignisse gilt 
folgendes: Die W., daB in m vorgegebenen Zeitteilen je ein Atom zerfallt, in 
den iibrigen N — 1 keines, ist 


at\n at\N-n 

a (1 ails 
Multiplikation mit der Anzahl Kombinationen von 7 aus N liefert die W. #,,, 
daB gerade m Atome in der Zeit ¢ zerfallen, wenn man noch Noo nimmt: 


fy-= Tim N(N —1)---(N —n +1) (SY (1 oi. st (at)” it 





7 = ———¢ 
n! N N n! 


Man verifiziert leicht, da8& 
Da a und? \ “We pees 
0 0 


wie es sein mu8. Es ist also allgemein fiir unabhangige unter sich 
gleiche Ereignisse méglich, die W., daB ” von ihnen eintreffen, aus dem 
bekannten Mittelwert ” zu berechnen nach ; 


ba = Pe (35) 


Diese schon von Poisson 1836 gefundene Formel wurde wiederholt neuentdeckt 
und oft diskutiert?). Aus der Ubereinstimmung dieser Formel mit den Be- 
obachtungen hat man auf die Unabhangigkeit des radioaktiven Zerfalls der ein- 
zelnen Atome geschlossen. Fiir die Buffonsche Nadel war dagegen $, = 7, 
es wird die Poissonsche Formel aber gelten, wenn man die Nadel in eine groBe 
Anzahl kleiner Stiicke zerbricht. 

16. Irrtiimer bei der Rechnung mit Mittelwerten. Weglangenparadoxon. 
Die Eigenschaften des Mittelwertes sind gewissermaBen allzu einfach, weil 
man dadurch nur zu leicht dazu kommt, die Giiltigkeitsgrenzen zu iiberschreiten. 
Es ist z. B. nicht f(*) = f(x), ein Fehler, welcher bei praktischen statistischen 
Arbeiten bisweilen unbemerkt unterlauft. Die Gleichheit besteht nur bei linearer 
Abhangigkeit. (Vgl. den ,,Zentralwert Ziff. 32, fiir welchen allgemein eine 
solche Invarianz bei Transformationen gilt.) Noch leichter begeht man den Fehler, 


1) H. Bateman, Phil. Mag. (6) Bd. 20, S. 698, Bd. Pal See ROMGIS 1h 57, BorRTKIEWICZ, 


Das Gesetz der kleinen Zahlen, Leipzig 1907; R. v. Misss, ZS. f. angew. Math. u. Mech. 
Gy ieros 12 fen, 298. 1921. 
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fir den Mittelwert am Ende der Rechnung eine andere Zufallserscheinung zu 
betrachten als am Anfang. So bei Fragen itber die mittlere Weglange eines 
Gasmolekiils. 
Der Zickzackweg eines Gasmolekiils ist in Abb. 4 gestreckt worden, die 
Eckpunkte — Sto8punkte — mégen, von einem willkiirlich gewahlten Ursprung O 
be vey WE UY x, Zz, x, 
Abb. 1. Zum Weglingenparadoxon. 


gemessen, die Abszissen ...%_1, %,, %, ... haben. Wahrend das Molekiil die 
kleine Strecke dx zuriicklegt, sei die W. fiir einen ZusammenstoB d x/A. Die mittlere 
Zahl der StoBpunkte auf einer Strecke « wird dann x/J, und die W., daB x, 
zwischen x und x + dx liegt 

x 


inlx) dx = mote (zy enh dx ld, (36) 


da die Poissonsche Formel offenbar anwendbar ist (vgl. Ziff.15). Aus f,(x) 
findet man fiir den Mittelwert von x,: 
Xn = [xta(ex) dx=—ni. 
0 


Es wird daher die mittlere Entfernung zwischen zwei benachbarten StéBen 
Xn —*,-1 = A gefunden, d.h. 4 ist die mittlere Weglange. Es ist aber auch 
x, = 4. Hatten wir den Ursprung in 0’, OO’= a angenommen, so ware xj = x, — a 
und x, oes 4a = I a a 
wahrend andererseits der Mittelwert des rechts von O’ gelegenen Stiickes ebenso- 
gut gleich 4 sein sollte, weil doch die Wahl des Ursprungs willkiirlich war. Man 
kénnte hier vielleicht meinen, die Additivitat der Mittelwerte gelte nicht un- 
bedingt. Dem ist nicht so; man hebt den scheinbaren Widerspruch, wenn man 
schreibt Ieee asst 
% =A—a poy ee 
d. h. fiir ersteren Mittelwert betrachtet man alle Fille, wo x, > 0, fiir letzteren 
nur diejenigen, fiir welche x, > 0. Tatsachlich laBt sich leicht der bedingte 
Mittelwert re sg 90 

mo =|xf(x) dx ff @)dx=A+a 

a a 

mittels (36) nachrechnen. 

Geht man von 0 riickwarts, so wird analog gefunden —%_,; = 2, —%¥_, = 2A 
usw. Also ist auch ¥1;—%_>9 =A, es wird aber %,—%_; = 2A, d.h. die 
mittlere Entfernung der StoBpunkte ist iiberall gleich 4, ausgenommen an der 
einen Stelle, wo O liegt! Dieses Paradoxon der Weglange ist fast selbst- 
verstandlich, wenn man die Wahrscheinlichkeitsaufgabe der Abb. 1 geometrisch 
betrachtet. Der Punkt O ist ebenso willkiirlich auf die Gerade hingeworfen 
wie die StoBpunkte, der Mittelwert %,—x_-, mu daher dieselbe GréBe haben 
wie etwa x,—%,. Niitzlicher, weil auch auf andere Falle iibertragbar, ist die 
Bemerkung, da8 O an eine willkiirliche Stelle der Geraden gelegt wurde, und 
dabei an sich die W. gr6Ber ist, eine groBe Strecke zu treffen als eine kleine. 
Die W., daB O auf eine Strecke der Lange zwischen / und / + di fallt, wird daher 
nicht /,(l)dl sein, sondern C/f,(/)dl, und daraus 


1 = [eja) aiffin tee Ae 
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IV. Das Haupttheorem 
und das Momentenproblem. 


a) Das Haupttheorem. 


17. Verschiedene Fassungen des Theorems. Eine zentrale Bedeutung fiir die 
ganze W.r. — wie auch fiir ihre praktische Anwendbarkeit — kommt den Satzen 
iiber das asymptotische Verhalten der W. bei m-facher Wiederholung zu. Man 
kann diese zweckmaBig unter den Namen Haupttheorem der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung zusammenfassen!). Zur Charakterisierung der _ ver- 
schiedenen, teilweise unrichtigen Formulierungen sei der einfache Fall betrachtet, 
daB man speziell die Anzahl Male P ins Auge faBt, daB ein gewisses Ereignis 
in N Versuchen eintrifft, wahrend die W. des Eintreffens bei jedem Versuch # ist. 

Die einfachste Aussage lautet dann: ,,Der wahrscheinlichste Wert fiir 
P ist die ganze Zahl, welche Np am nachsten liegt.“’ Das hat aber noch wenig 
Bedeutung, nicht nur weil die W. fiir andere Werte in der Nahe von N# fast 
ebenso groB ist, sondern auch, weil die maximale W. bei wachsendem N gegen 
Null geht. Eine andere Aussage ist: ,,Das Verhaltnis P/N, die relative 
Haufigkeit, strebt mit wachsendem N gegen p.“ So formuliert hat man aber 
kein mathematisch beweisbares Theorem vor sich, vielmehr einen Satz, welcher 
evtl. aus der Erfahrung durch Induktion gewonnen werden konnte, und etwa 
als Naturgesetz der Zufallserscheinungen anzusprechen ware. Offenbar hat man 
es in fritheren Zeiten mehr oder weniger bewuBt so gemacht, bis durch die Weiter- 
bildung der Wr. das Haupttheorem dieses Gesetz ersetzen konnte (vgl. auch 
Ziff. 6). 

Die genaue Fassung besagt: ,,Die W., daB P/N in einer festgehaltenen 
Umgebung von # liegt, geht fiir N > -~ gegen Eins.“ Unter Bernoullisches 
Theorem sollte man nur diese spezielle Formulierung verstehen. Selbst- 
verstandlich fragt man aber weiter, wie mit wachsendem N die Umgebung 
von # zusammenzuziehen ist, um eine W. von vorgeschriebener Gr6Be zu erhalten, 
d.h. man fragt nach der asymptotischen Verteilung der W. in der Umgebung 
von %). Diese Frage besprechen wir weiter unter Ziff. 19. 

Man -braucht die betreffenden Theoreme nicht zu beschranken auf eine 
Anzahl von Ereignissen; sie gelten allgemein fiir eine vom Zufall abhangige 
GroBe x. An Stelle von P tritt dann >'*%;= X, wo x; der beim i-ten Versuch 


eintreffende Wert von x ist, an Stelle der relativen Haufigkeit das arithmetische 
Mittel: 





My + Hg + -:- +H 
SS 4 ar x, : (37) 


Das Haupttheorem im engeren Sinne lautet dann: Die W., daB é 


zwischen ¥ —e und ¥ + ¢ fallt, wo ¢ eine von N unabhangige Kon- 
stante, geht fiir Noo gegen Eins. 


ae Beweis ist seit TSCHEBYSCHEFF sehr kurz und uibersichtlich. Man 
macht: 


: a) die fast triviale-Bemerkung, daB die W., daB eine nicht negative 
GréBe 7 ihren w-fachen Mittelwert fey tiberschreitet, kleiner als 1/u sein muB; 


_ 1) Man spricht oft vom Bernou 
historisch nicht richtig ist) 
) Wie gebrauchlich, 
suchszahl von N, auf N, 
ersten Versuche immer wi 
1926. 


llischen Theorem fir die weiteste Fassung (was 
auch allgemein vom Gesetz der groBen Zahlen (vgl. Ziff. 20). 
werden wir es immer so auffassen, daB beim Andern der Ver- 
wieder N, neue Versuche angestellt werden. Der Fall, da® die 
eder mitzahlen, behandelt KHINCHINE, Math. Ann. Bd. 96, S. 152. 
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b) berechnet die Streuung von & und findet nach Formel (32), Ziff. 14 


o:=0;/N, 


‘ c) wendet a) an fiir r= (é — é)? = (§— %)? und w= eN/o, und findet 
fir die W. p~., daB — auBerhalb des vorgeschriebenen Intervalls fallt: 


ps. <ozr/eN. 


Dieser Beweis gilt nicht nur, wenn x eine endliche Anzahl verschiedener 
Werte annehmen kann, sondern auch fiir abzaihlbare und fiir kontinuierliche 
W. In letzteren Fallen aber mit der ersichtlichen Einschrankung, da®8 der 
Mittelwert o7 existiert. Bei folgendem Spiel ist das nicht der Fall: 

Ein Spieler wirft mit einem Wiirfel solange, bis der Wiirfel mehr als 2 zeigt. 
Gelingt im das beim ersten Wurf, so erhalt er eine Mark, wenn beim zweiten, 
zwei, wenn beim m-ten, 2”-'. Der Mittelwert seines Gewinns x ist offenbar 

= ot Zz 


1 
0 . . * 2 SS ee vues = 
3 sf 3.23 Sees: ue : 





die entsprechende Reihe fiir x? aber divergiert. Nach den Untersuchungen 
von Levy kann man vermuten, daB fiir dieses Beispiel das Theorem seine Giiltig- 
keit dennoch behilt, da allgemein etwa die Konvergenz des Mittelwerts von |x |!+* 
gentigt (vgl. die Besprechung der Giiltigkeitsgrenzen Ziff. 19). 


18. Statistische Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten. Ist die W. p eines 
Ereignisses E nicht a priori, etwa aus Symmetriegriinden, berechenbar (vel. 
Ziff. 3), so wird man ihren Wert dadurch experimentell bestimmen kénnen, 
da man die bei N-facher Wiederholung beobachtete Haufigkeit + — P/N 
der W. gleichsetzt. Fiir eine einigermaBen sichere Bestimmung braucht man 
groBe Anzahlen N, denn es ist die Streuung von 7 (Ziff. 14) 

of = (7 — pp = PU) (38) 
ein MaB fiir die erreichbare Genauigkeit, und fiir eine Streuung von 0,01 muB 
daher bei mittleren Werten von # N etwa 1600 bis 2500 betragen. Fiir kleinere 
Werte von #, z. B. 6 = 0,01, wird die Genauigkeit zwar gréBer, die relative 
Genauigkeit aber geringer, und um eine W. von 0,01 auf 10% zu bestimmen, 
muB N = 10000 sein. Da8 diese statistische Bestimmung der W. fir 
Wiederholungszahlen der genannten GrdBenordnung recht brauchbar ist, sei 
an Wiirfelversuchen von Wo LF!) gezeigt. 20000 Wirfe mit zwei Wiirfeln, einem 
weiBben und einem roten, ergaben folgende 36 Haufigkeiten: 


Tabelle 1. Wirfelversuche. 


Hiufigkeiten Py Abweichungen Pj — Py 
; a. 6 





i i 4 2 aH 3 | 4 5 | 6 Summe 1 2 B | 4 
| | 
































20000 Quadratsumme 10332 


Summe | 3246 | 3449 | 2897 | 2841 | 3635 | 3932 


1) R. Wotr, Naturforsch. Ges. Ziirich Bd. 26; Bd. 27, 1881—1883. 
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Die Summen der letzten Zeile geben die Haufigkeiten fur die Augen 1, 2, -.5 6 

des weiBen Wiirfels allein in 20000 Versuchen, und daraus findet man fiir die 

W. #; fiir den weiBen Wiirfel: 

W. des weiBen Wiirfels 0,1623 0,1725 0,1448 0,1420 0,1818 0,1966. 


Man kann nun weiter die einzelnen Zeilen 1... 6 als Haufigkeiten bei 6 
unabhingigen Versuchsreihen mit dem weifen Wiirfel betrachten, und findet 
z. B. aus den Quotienten der beiden letzten Spalten die 6 Bestimmungen fiir ,: 


0,203 0,188 0,198 0,210 0,195 0,189 


welche Zahlen iitberzeugend dartun, daB #, tatsachlich bedeutend gréBer als 1/6 
ist. Die Quadratsumme der Abweichungen obiger Zahlen fiir #, von ihrem 
Mittel 0,1966 wird zu 338-1078 gefunden, wahrend der Mittelwert dieser GroBe 
mit p,=0,1966 zu 237-10~® berechnet wird. 

Berechnet man ebenso aus den Zahlen der letzten Spalten die W. fiir den 
roten Wiirfel g; und bildet die 36 Produkte #,;q;,, so erhalt man daraus durch 
Multiplikation mit 20000 die Mittelwerte P,;. Die Abweichungen der Haufig- 
keiten von diesen Mittelwerten sind auch in Tabelle 1 verzeichnet. Aus ihrer 
Quadratsumme berechnet man experimentell o = 20, wahrend der berechnete 
Mittelwert o = 720000 - 1/36+ 35/36 = 23 ist. Auch diese letzte Uberein- 
stimmung ist ein Beleg fiir das Haupttheorem. Fiir die Streuung des experi- 
mentellen o berechnet sich o, = 3. 

19. Die asymptotische Gestalt der Verteilungskurve. Es war JAKoB I. 
BERNOULLI nicht gelungen, ein genaues MaB fiir die Annaherung an den Mittel- 
wert als Funktion der Zahl m der Wiederholungen zu geben. DE Moivre fand 
dann 1738 das e~* Gesetz, welches erst durch die weiteren Arbeiten von LAPLACE 
allgemein bekannt wurde. Dieses ,,Exponentialgesetz ist in den verschiedenen 
Anwendungsgebieten mit verschiedenen Namen verbunden worden, es wird nach 
GAUSS, QUETELET, MAXWELL, GALTON usw. genannt. Statt, wie es oft geschieht, 
auch auBerhalb der Fehlertheorie vom Gaussischen Verteilungsgesetz zu 
sprechen, sei es hier mit den modernen Statistikern stets als normales Gesetz 
bezeichnet (vgl. Ziff. 28). 

Ist wieder X die Summe aller in ” Versuchen erreichten x-Werte, € = X/n 
ihr arithmetisches Mittel, o die Streuung von x beim Einzelversuch, so lautet 
das Theorem von DE Motvre-LapLace — das Haupttheorem im weiteren 
Sinne: 


Die W., da8 





De—ne X-X  E-E 
a ovn Oy ee Oz . (39) 











zwischen den Grenzen y, und y, fallt, betragt 
Yo 
dad y —17? 
ne i Cray (40) 
Yr 
oder die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir y (Verteilungsgesetz von y) 
ist 1//2a-e-¥2, (Uber diese Terminologie vgl. Ziff. 24.) 
LAPLACE benutzte fiir den Beweis dieses wichtigen Theorems die erzeugende 

Funktion, welche bei -facher Wiederholung zur n-ten Potenz erhoben wird 
(Ziff. 9), sowie seine asymptotische Berechnungsweise mit der Residuumformel 


(Ziff a0): _Caucuy fand, daB dieselbe Eigenschaft der Potenzierung auch fiir 
die Fouriersche Transformierte des Verteilungsgesetzes der Einzelerschei- 
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nung gilt. Erst in der letzten Zeit hat Lévy) diese Methode von CaucHy zum 
strengen Beweis des Theorems ausgebildet und dadurch viele anderweitige 
Versuche iiberholt (vgl. auch Ziff. 23). 

_ In der folgenden kurzen Andeutung des Lévyschen Beweises sei einfach- 
heitshalber an kontinuierliche W. fiir die Einzelerscheinung gedacht, deren 
Verteilungsgesetz q(x) sei. Der Beweis besteht dann aus folgenden Schritten: 

a) Fir die Verteilungsfunktion q sollen konvergieren die Integrale 


Ip dx =1, [xq dx =x, [epax rie 


“-co -—0co 


so dais man den Ursprung nach % verlegen kann, wodurch die entsprechenden 
Integrale die Werte 1, 0 und o? annehmen fiir das gedinderte g(x’). Es gilt 
fiir m, der Fouriersche Integralsatz, es sei die ,, Fouriersche Transformierte“ 
von 9, 


+00 
(A) =| y(x) et” dx’ , 
so hat diese durch obige Bedingungen die Eigenschaften: 
w(0)=1, w(0)=0, w”’(0) =—o, w(d4) = 1 — $021? 4+ «(d)- 22, lime(d) = 0. 
2=0 

b) Ist o,(X’) das Verteilungsgesetz von X’=)"x' bei n-facher Wieder- 
holung, so ist die Fouriersche Transformierte von , gleich [w(A)]", fiir das 
Verteilungsgesetz von y= X’/oYn ist dieselbe daher {ow @ joyn ees An (A) 
und es wird fiir 1 —>oo: 

1° 4? 


F ieee Oe ead ca ee 
lim 7,,(A) = lim(1 3 | at ale 


c) Streben die Fourierschen Transformierten einer Funktionenfolge zum 
Grenzwert (A) und ist diese die Fouriersche Transformierte einer Funktion 
f(v), so hat die Funktionenfolge den Grenzwert /(y) ?). 

Damit ist der Beweis geliefert, denn es ist e~”/? die Fouriersche Transfor- 
mierte von 1/J22-e-¥?, 

Lévy gibt auBerdem an, wie fiir den Fall, daB das Integral fiir ~%? nicht 
konvergiert, daB aber Konvergenz stattfindet fiir |x, wenn p < a, Divergenz 
wenn p> «a, das Grenzgesetz zu finden ist. So wird fiir « =1 


ive 4 
AOU rae rer hy (41) 





wo nun auBerdem, statt (39), y = X’/n ist, so daB in diesem Fall das Ver- 
teilungsgesetz fiir das arithmetische Mittel sich nicht zusammenzieht auf 
immer kleinere Werte, also auch die engere Fassung des Haupttheorems 
ungiiltig wird. 

Uber die allgemeine asymptotische Entwicklung von q, nach fallenden 
Potenzen von 7, soweit diese bekannt ist, sehe man Ziff. 23, itber das Grenz- 
gesetz bei Abhangigkeit der Einzelversuche Ziff. 29. 


1) P. Livy, C. R. Bd. 174, S. 855 u. 1682; Bd. 175, S. 854. Paris 1922. 
2) Vgl. auch G. Pérya, Math. ZS. Bd. 18, S. 107. 1923. 
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20. Das Poissonsche Gesetz der groBen Zahlen. Diesen Namen gab Poisson 
der von ihm gefundenen Verallgemeinerung des Haupttheorems auf den Fall, dab 
die W. bei den ” Einzelversuchen nicht immer dieselben sind. Die Richtig- 
keit dieser bedeutenden Erweiterung des Haupttheorems wurde oft angezweifelt, 
und es sieht auch wirklich unméglich aus, da die Zusammenfassung von 7 
unter sich ganz verschiedenen Zufallserscheinungen, zwischen denen nicht die 
geringste Ahnlichkeit besteht, zu einem verniinftigen Grenzgesetz fiihren kénnte?). 
Die Richtigkeit eines mathematischen Satzes laBt sich aber nicht dadurch be- 
streiten, daB man ihn auf unverniinftige Falle anwendet. 

Tatsdchlich l48t sich der Lévysche Beweis (Ziff. 19) unschwer auf den 
Poissonschen Fall anwenden. Sind die Mittelwerte bei der 7-ten Erscheinung %; 
bzw. o?, so findet man, da8 fiir die GroBe 


n /n 
y= Sea |V Sor (42) 


das Verteilungsgesetz wieder die oben gefundene normale Gestalt (40) hat. Unter der 
fast selbstverstandlichen Einschrankung aber, daB keines der o7 stark tiberwiegt?). 

Dieses Poissonsche Gesetz kann auch so formuliert werden: Eine 
Reihe von  Zufallserscheinungen gibt — unter gewissen, praktisch meist er- 
fiullten, Bedingungen — asymptotisch dieselben W. wie die n-fache Wiederholung 
einer fingierten ,,mittleren‘’ Erscheinung. Fiir die Anwendungen ist es besonders 
dann von Bedeutung, wenn es sich um gleichartige Erscheinungen handelt, 
deren W. sich langsam andert oder unregelmaBig um einen bestimmten Wert 
schwankt. Erst durch diese Erweiterung des Haupttheorems wird es verstandlich, 
daB man bei biologischen und sozialen Statistiken so oft auf das normale Ver- 
teilungsgesetz gefilhrt wird. Leider findet man den suggestiven Namen ,,Gesetz 
der groBen Zahlen“ oft geradezu als Bezeichnung fiir die engere Fassung des 
Haupttheorems (Ziff. 17), auch ohne Unterschied fiir das Haupttheorem itiber- 
haupt, benutzt. 





b) Das Momentenproblem. 


21. Formulierung des Problems. Bestimmtheitsgrenzen. Bei einigermaBen 
verwickeltem Zusammenhang wird es gewohnlich viel schwieriger sein, W. zu 
berechnen als Mittelwerte (vgl. das Beispiel fiir 06 in Ziff. 13). Dadurch erhebt 
sich die Frage, ob man allgemein die W. Pay Pas = - Pm, LUT die yW er te wy, 4 onion 
finden kann, falls Mittelwerte x” fiir eine geniigende Anzahl ganzzahliger 7 be- 
kannt sind. Man stellt sich die Frage leichter vor in der mechanischen Ein- 
kleidung: die Gesamtmasse 1 ist so tiber die gegebenen Punkte *, --- %, einer 
Geraden zu verteilen, daB ein vorgeschriebenes statisches Moment x, Tragheits- 
moment x2 und ebenso ,,hdhere Momente‘‘ von gegebenem Wert resultieren. 
Die gegebenen Werte der Momente seien mit My, My +++ bezeichnet. 

Man sieht zunachst leicht ein, daB die m Unbekannten p; durch die m Glei- 


chungen 
Pimps + Pm = 1 
MEP Es Pac © Os Geka Deen 
m-1 at = 
al Pie Pa ae a He NTs) 
jederzeit eindeutig bestimmt sind, da ihre Determinante nicht Null sein kann. 
*) Man sehe den Spott BERTRANDs in seinem Lehrbuch 1. c. S. 420, Fu8note 1. 


*) Fiir die genaue Formulier d i 5 i 
de AC Ce ung der Bedingungen sehe man P. Livy, Pariser C. R. 
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Den Fall kontinuierlicher W., wo x alle Werte des endlichen Intervalls a — 


annehmen kann, so da eine stetige Massenverteilung der Dichte g(x) gesucht 
wird, fur welche 


b b b 
|e) ax=1, | xp(x) ay =p; | [Poe Gi Se ig usw. (43) 
a a a 
wo nun eine unendliche Folge von Momenten gegeben ist, wird man in leicht 
ersichtlicher Weise durch den vorhergehenden Fall approximieren, und finden, 
da8 die Lésung auch dann eindeutig durch die Zahlen py; festgelegt ist. 
Anders wenn das Intervall einerseits oder beiderseits unendlich ist, 
wie es in den Anwendungen meistens vorkommt. Ohne einschrankende Be- 
dingungen ist die Lésung in diesen Fallen immer unbestimmt. Hat man 
namlich eine Lésung q(x) gefunden, so wird auch 


x(x) + Cy wy(x) + Cowe(x) + --- 
eine Lésung sein, sobald die Funktionen y Nullfunktionen sind, d.h. wenn 


alle Integrale (43) tiber diese Funktionen den Wert 0 haben. Beispiele solcher 
Nullfunktionen sind 


fiir 0,00: e-**sin(bx?) und xte-**cos(bx?) wo bla=tenp O<p<h 


fiir — co, + ow: we See Sin x "ya ==-6- © ** cos(0.x") 
y,(— x) = — yy (x), we(— x) = p(x) (44) 
hia bla =tg hap, On pat, 5: 


Nun liegt es in der Natur der Sache, daB man die Bedingung stellen 
muB, die Lésung des Momentenproblems soll nirgends negativ sein. 
Geniigt aber q(x) dieser Bedingung, so wird es die einzige derartige Losung 
sein, wenn es nicht mdglich ist, die Konstante C und die Nullfunktion wy so zu 
wahlen, daB auch (x) + Cy(x) nirgends negativ wird. Beim Vergleich mit 
den obigen Formeln fiir Nullfunktionen wird man daher die folgenden Ein- 
deutigkeitsbedingungen verstandlich finden. 

Es gibt nur eine nicht negative Lésung q(x) des Momentenproblems fir 
das Intervall 0, % wenn es positive Zahlen C, m und M gibt, fiir welche 


Q(x) << Ce-mvx fiir > M, (45) 
ebenso fiir das Intervall — oo, + oo, wenn 
ee = Ce mal fiir P| >M, (46) 


Fiir den Beweis von (45) vgl. man Boret?), fiir (46) Pérya?). Letzterer 
gibt noch als entsprechende Bedingung fiir die Zahlen wu: die Losung fiir das 
Intervall —oo, +00 ist ein- es 

deutig bestimmt, wenn fir 
alle n 


in 2M. (47) 
Abb. 2 illustriert die 
Vieldeutigkeit der Losung, 











uh ae Falle pee die Be- Abb. 2. Zwei symmetrische und eine schiefe Verteilungsfunktion, die alle 
dingung (46) nicht erfiillt Momente gleich haben. 


1) E. Borex, Legons sur les séries divergentes. S$. 71%, Paris: 1901. 
2) G. Potya, Astron. Nachr. Bd. 208, S. 185. 1919. 
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ist. Es ist dabei als Nullfunktion wy, und xy, [Formeln (44)] benutzt mit 
= 0,8. 

: Die praktische Verwendung der Momenten, um daraus das Verteilungsgesetz 
zu finden, kommt natiirlich nur dann in Frage, wenn erstens alle Momente 
existieren, zweitens die Lésung eindeutig ist. Man sollte vielleicht meinen, 
daB ersteres wohl immer der Fall sein wird. Ein Beispiel fiir das Gegenteil gibt 
das von Dipolmolekiilen herrithrende elektrische Feld in einem Gase. Schon 
der Mittelwert des Quadrats der Feldstaérke wird da unendlich?). 

In anderen Fallen werden die hdheren Momente zwar existieren, aber schneller 
zunehmen, als es die Bedingung (47) verlangt. Unter allen solchen Umstanden 
wird man das Verteilungsgesetz auf andere Wege zu bestimmen suchen. 

22. Losung des Momentenproblems durch Hermitesche Polynome. Be- 
sonders auch durch ihren Zusammenhang mit den Verteilungen bei x-facher 
Wiederholung ist die im folgenden besprochene Reihenentwicklung in statistischen 
Fragen oft nitzlich. Durch sie wird eine Funktion g(x) darstellbar, wenn ihre 
Momente fy =1, fy, fa... [Formel (43)] fiir das Intervall —oo, +00 gegeben sind. 

Man definiert durch die Entwicklung 


ert at Halo -t"/m! (43) 


eine Folge von Polynomen in « [Hermiteschen Polynomen!?), welche die folgenden 
Eigenschaften haben: 








CAN 
ie Fa M Hy, _4(%) , 
lal iin 
FELIU PE AOtai sa’ (49) 
Ein 44(%) — *H p(x) + mHy_1(*) = 0 
H,,(x) = (—1)mer® 2 ¢-24/2, 


+ o9 +co 
| Hl) Hy; (x) e~@2dx = 0 fir m#m’, | Hila) e-*? dx = m! 2x. (50) 
Fir m-—co wird asymptotisch, wenn 


lim |x| //4m De 40 


F ie m/2 e-m 
Hal) e~ 2/4 xo 122 imi e~miz cos|(m a 5) (p + sing cose) — a (54) 


COS p 





wo : OS ruroets Fu 
sing =4#/~4m +2. - 


H,,(x) hat m Nullstellen im Intervall 
—y4m SD ee y4m +2. 

Es seien die Polynome bis m = 6 hier angeschrieben : 
Tele e= ail Hic, Hy =\42— 4s Hs = «9 — 34. 
AH, = x4 — 6x24 3, H, = x® —10x3 + 15x, A, = x8 — 15 x4 + 454245, 

1) J. Hortsmarx, Ann. d. Ph 

1 » Ann. d. Phys. Bais Seeoes7 7. 1919. 
*) Man nimmt gewohnlich im Exponenten 2¥¢ — #2, wodurch die weiteren Formeln 


tiberall mit Potenzen von 2 belast 
et werden. Unsere Formeln schli i il i 
besser dem Gebrauch von o als Parameter im normalen Gesetz wal SO a 
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Die Orthogonalitatseigenschaften (50) erlauben formal die Entwicklung 





CH) = fo Hala) + 04 a(x) + 4 Hla) + | ho (52) 
mit den Koeffizienten hos 
tm = | Hla) (x) dex , (53) 


welche offenbar linear von den Momenten von q abhingen, speziell 
6 = 1, o ==. Co = Mg — 1. 


In diesen Formeln kann man durch eine lineare Transformation der x die 
Koeffizienten c, und c, wegschaffen. Dazu zahlen wir x von % als Ursprung; 
und nehmen in (52) als Argument «/o. Die Momente zu diesem Ursprung seien Wu’ 
so ist 


ms 





ie == 1, pye= 0, Ls = 8? 
und ; 
ae 2/202 ? : y 
P(t) = ae {t + 28H, (xJo) + 24 Hyleefo) + | (54) 
wo 
Me, Ww, ; es “2 A 
Wea uaa 3s nea .— S15 +30. 


Die y sind dimensionslose Zahlen, welche die Abweichung der Verteilung @ 
von der normalen Verteilung angeben. Es verschwinden namlich nach 
den Formeln (50) alle y,,, ausgenommen 7), wenn man fiir g das normale Gesetz 
e-/2 nimmt. 

Von den mathematischen Untersuchungen iber die Giltigkeitsbedingungen 
der Entwicklungen (52) und (54) braucht nur die umfassendste von MYLLER 
LEBEDEW!) genannt zu werden. Ihr entnehme ich, daf (54) sicher giiltig ist, 


a p(x) <Ce*e* fiir = |x]> M, ah 1. (55) 
Nimmt man in der allgemeinen Entwicklung (52) als Argument %/a, so wird 
man durch ein geniigend groBes a Konvergenz erreichen kénnen, wenn 

icy = Cao" fiir |x| > M, 


die Reihe wird dagegen immer diver- 
gieren, wenn 


Coser an fir i> iM, p<2, 


wo beide Male C, m und M geeignet ge- 

wihlte positive Zahlen sind. 6 : 
Ale Bec ictanen wir das”,recht-- “AP 3 Apmabening. der _sechtedsids® Verieiung 

eckige‘‘ Gesetz (x) =4 im Intervall 

—1, +1, y(*) =O auBerhalb. Die Momente dafiir sind 241 = 0, Mam = 1/2m-+1 








! 
\ 
| 
| 
| 
| 
i 
! 
| 
| 
| 
| 
L 

7 





und daraus 4 6 
Yam+1 = 0 aries es ae watt 
und eo 
b 4 = d a 
le) = YS e-8erelt — 5 Hx) + apg Ha(x13)...|- 69 


Abb. 3 gibt den Grad der Annaherung wieder, welcher mit den angeschriebenen 
Gliedern erreicht wird. 


1) W. MYLLER LEBEDEW, Math. Ann. Bd. 64, S. 388. 1907. 
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23. Die Reihenentwicklung fiir -fache Wiederholung. Die Frage nach 
der asymptotischen Anniherung an das normale Gesetz bei n-facher Wieder- 
holung (Ziff. 19) hat man oft durch die Momentenmethode zu erledigen gesucht. 
Rationeller ist es, gleich von den Hermiteschen Polynomen und deren Mittel- 
werten Gebrauch zu machen. ; ; 

Es mégen wie in Ziff. 20 wieder unter sich unabhangige Zufallserscheinungen 
vorliegen mit den resp. Variablen x, --- %,, welche von ihren entsprechenden 
Mittelwerten ab gemessen scien und die Streuungen 0, --+ 0, besitzen. Es wird 
die Verteilung y,(X) der Summe X = >'y; gesucht, wobei fir die Streuung 
O% = >a; ist. 

Man hat zunichst die Identitaten: 


n 
/ / erit—o7t? /2 — ext-—o%t*/2 : 
t=1 


[I> tml): ot" = Sh Hm (Z) (ox 69 
i=1 0 : ; 


Nach Ausmultiplizieren gibt letztere durch Gleichsetzen der Koeffizienten von ¢” 
ein Additionstheorem fiir H,,(X/ox), welches einem Polynom der Funktionen 
H,.--H,, mit den verschiedenen Argumenten %;/0; gleich wird. Durch Bildung 
des Mittelwerts wird dann 
+co 
Cn = | Hm (X 0x) Q(X) AX, 


—co 


in den Zahlenwerten y' fiir die Einzelerscheinungen [Formel (54)] ausgedriickt. 
Man kann ebensogut unmittelbar aus (57) ableiten 


n 





1 3 ie 4 Cs: Ca 4 
= i 3,0 + aE | dn ay Ort Ag Ot ae 
wo das Ausmultiplizieren sich bedeutend vereinfacht durch den Wegfall der 
Glieder mit ¢ und ¢?. Zur Vereinfachung der Formeln sei weiterhin angenommen, 
da die Einzelerscheinungen statistisch alle gleich sind4). Aus dem_ 
Produkt wird dann eine n-te Potenz, ferner gilt 


ox = on, 
und fur die ersten Koeffizienten findet cere 
Co=1 C=C, 0 Cz =n7 yy, Crary, C, =n sy, 
Cg lee )AO ye tate Nan 2 NBL — a) 5 eye oe pee 


Diese GréBen C; wird man statt der y, in die Reihenentwicklung (54) einsetzen. 
Das ist sicher dann erlaubt, wenn die Entwicklung (54) fiir die 
Finzelerscheinung gultig war. Die so gefundene Reihe fiir @n(X) wird 
in diesem Fall konvergieren. Vermutlich gibt sie aber auch sonst eine asympto- 


é *) Es ist nachher unschwer zu sehen, wie die Formeln fiir den Poissonschen Fall der 
Ungleichheit zu erweitern sind. 


*) Diese Ableitung stammt im Prinzip von J. P. Gram (1879), aber wurde erst allge- 


meiner bekannt nach der Wiederentdeckung durch F. Y. EpGEwortn, Phi 
» Y; EDGE A il. Mag. Bd. 41, 
S.90. 1896 und durch H. Bruns, Astron. Nachr. Bd. 143, K. 329. 1897. us 


Ziff. 24. ~~ Abschnittswahrscheinlichkeit und Wahrscheinlichkeitsdichte. 451 


tische Entwicklung fur @,(x). Nach fallenden Potenzen von n geordnet wird 
die Entwicklung 4 


1 2 Js 9 2 
Prl¥) = ae e META + m1? ys Ha(y)/3! + m-*{y, Hyly)/4! + 109% H,()/61}] 


(59) 
+ 0 S)2y, He (y)/5! + 35 ys Yq H,(y)/7! + 280 y} Hy(y)/9}} +--+], 
wo als Veranderliche wieder 
y = X/oy eingefiihrt ist. 
Als Beispiel diene die 
schiefe Verteilung q(x) =e~* 
ir 4 0, (x)= 0 fir 
%*<0, welche gq, (X) 
= X"-le-A/(n —1)! gibt 
(Ziff. 16). Fir diese wird 
Mm =m! und nach Ver- 
legung des Ursprungs in 
den Mittelwert: 


G==1,°72=2, y, = 6, 
¥5 = 24, y, = 160. 


Abb. 4 zeigt fiir » = 4 den wahren Verlauf und die Naherung, wenn man in 
(59) bis m~* geht. Die Reihe divergiert fiir jeden Wert von n. 
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Abb. 4. Verteilung x* e~*/b und ihre Anndherung durch (59). 


V. Verteilungen und Statistik. 


a) Grundlagen. 


24. Abschnittswahrscheinlichkeit und Wahrscheinlichkeitsdichte. Es 
kommt oft vor, daB einem Ereignis A ein Wert « einer kontinuierlichen Verinder- 
lichen zugeordnet ist, derart, daB zu verschiedenen Werten von x, innerhalb eines 
bestimmten Intervalls, verschiedene Ereignisse gehéren. Man denke als Bei- 
spiel fiir A an den Geschwindigkeitsvektor eines Gasmolekiils. Es kann x dann 
der Winkel sein, welchen dieser Vektor mit einer festen Richtung im Raum 
einschlieBt (Intervall 0 bis 2), oder der Kosinus dieses Winkels (Intervall —1 
bis +1), oder die Komponente der Geschwindigkeit in einer festen Richtung 
(Intervall —oco bis +00) usw. Die Ereignisse, welche-zum selben Wert von x 
gehoren, fiigen wir zusammen zu einem Ereignis A,. Die W., daB A, eintrifft 
(kurz W. von x), wird (wenigstens ,,fast iiberall‘‘) gleich Null sein. Sind a und 6 
die untere und obere Grenze des in Betracht kommenden Intervalls, so betrachte 
man deshalb die Teilintervalle a< * < %, und %,=<x <b} und nenne die W., 
daB irgendein Ereignis A,, * < x, eintrifft, die Abschnittswahrscheinlich- 
keit, welche zu %) gehért. Offenbar ist diese Abschnitts-W. eine mit x) wach- 
sende Funktion von %), welche durch @(x)) angegeben werde (oder allgemein 
durch groBe Buchstaben). Die W., daB « = x9, ist die komplementire W. ®’(x,), 
so dab @ + P= 1, 

Ist die Abschnitts-W. ® in einem bestimmten Fall gegeben als Funktion 
von x, so findet man daraus unmittelbar die W., daB % in ein Intervall +, — x, 
fallt zu P(x.) — P(x,). Fir den Fall, daB die Funktion @ stetig und differenzier- 
bar ist (und das wird im folgenden gewohnlich vorausgesetzt werden), liegt 
es auf der Hand, das Wahrscheinlichkeitsdifferential d@® = q(x) dx 
zu bilden, welches die W. angibt, daB die Veranderliche in das Intervall zwischen 
x und x + dx fallt. Vor der Aussage ,,(x) ist die W. von x‘‘ sei ausdriicklich ge- 
warnt, sie ist nicht nur wenig genau, sondern gibt auch leicht zu groben Fehlern 


29* 
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Veranlassung. Wir werden g(x) die Wahrscheinlichkeitsdichte nennen. 
Dieser Name erinnert besser als andere, gebrauchlichere, an die Eigenschaften 
der Funktion y bei der Transformation (Ziff. 26) und deutet auch darauf hin, 
wie @ statistisch bestimmt werden kann. 

Man denke sich namlich eine sehr groBe Anzahl N von gleichartigen Ver- 
suchen ausgefiihrt und das Ergebnis durch N Punkte auf die Strecke 6 —a 
graphisch dargestellt. Die relative Haufigkeit fiir das Intervall %, — x, nahert 
sich dann bei wachsendem N der W. @(x,) — ®(x,), und die relative Anzahl 
Punkte pro Langeneinheit geht also gegen y. Das heiBt, statistisch ausgedriickt 
ist die Dichte der Punkte pro Langeneinheit und pro Versuch. 

Man nennt (x) gewohnlich die Verteilungsfunktion, das weniger be- 
niitzte @ Summenfunktion (BRuNS). Ist ¥ ein Beobachtungsfehler, so wird p 
allgemein ,,Fehlergesetz“ genannt, in anderen Fallen auch wohl ,,Frequenz- 
gesetz‘‘. In den Anwendungen werde ich diese Benennungen bisweilen ge- 
brauchen. 

Die hauptsichlichsten fritheren Formeln und Definitionen werden unschwer 
fiir kontinuierliche W. entsprechend erweitert. Folgende seien besonders an- 
geschrieben: 


fam—foan—t, (60) 
b 


b 
w= [ud ® = [up(x) Aes (61) 


a 


Es sei noch darauf hingewiesen, daB8 diese Formeln — soweit m darin nicht vor- 
kommt — ihre Bedeutung nicht zu verlieren brauchen, wenn @ unstetig ist. 
STIELTJES) hat das durch Erweiterung des Integralbegriffes erreicht. Dadurch 
wird es bei allgemeinen mathematischen Untersuchungen méglich, diskrete und 
kontinuierliche Wahrscheinlichkeiten durch dieselbe Formel zu umfassen. Tat- 
sichlich kann die Funktion ® auch fiir diskrete W. gute Dienste leisten. Es 
sei dem Leser iiberlassen, sich die graphische Darstellung dieser Funktion (,,die 
Summenkurve") fiir einen einfachen Fall diskreter W. als ,,[reppenkurve™ zu 
zeichnen. Eine solche wird man fiir die Rechnung durch einen glatten Kurven- 
zug anzundhern bestrebt sein. Das leisten die asymptotischen Darstellungen 
(Ziff. 10). Merkwiirdigerweise kommt auch das Umgekehrte vor: Fiir tatsachlich 
stetige @ liefert die statistische Beobachtung naturgemaB immer nur eine endliche 
Anzahl diskreter Werte, und das Auffinden von ® (oder von q) ist dann eine 
Aufgabe der Interpolation. 

25. W.-Dichte bein Veradnderlichen, Geschwindigkeitsverteilung. Will man 
an einem Ereignis » Veranderliche in Betracht ziehen, so kann ganz analog eine 


Abschnitts -W. als Funktion dieser Veranderlichen D(x%,, x,,-..., %,) eingefiihrt 
vee sowie eine W.-Dichte (x1, %, ..., %»), welche mit ® zusammenhangt 
urch: 
Oo" ® 
Oars Moy oes Xn) aa Ox, Ohp...0%,," (62) 


Die entsprechenden Integrale werden dann n-fache, m kann als Dichte in einer 
n-dimensionalen graphischen Darstellung gedacht werden. 


Beriicksichtigt man die Werte der Veranderlichen x i ij 

ue: ; : : mel <-+ %, Richt langer 

so findet sich die neue W.-Dichte y durch Addition ies Wahrscheinlichieren 
foi Pps Ha, oo Hm) = [O7™ Ob tm 41 Pimeg ... OXe, (63) 


1) T. J. StieLTJES, Ann. de Toulouse Bd. 8 und 9, 1895. 
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wo die (n — m)-fache Integration itber alle méglichen Werte der Integrations- 
variablen zu erstrecken ist. In der Folge werden die Grenzen in diesen Fallen 
nicht weiter angegeben werden. Geometrisch kann man sagen; yw entsteht 
durch Projektion der Verteilung g auf den R,, der Variablen x, ... %p. 

Als Beispiel nehme ich die Geschwindigkeitsverteilung in einem einatomigen 
Gase, dessen N-Molekiile ein abgeschlossenes mechanisches System bilden mégen. 
Wir achten nicht auf die Koordinaten der Molekiile, haben daher die 3 N-Ge- 
schwindigkeitskomponenten v,, v:, ..., Ugy als Veranderliche, mit der Be- 
dingung >'v?= R?. Mittelbildung dieser Bedingung gibt R? = 3Nv2. 

Alle mégliche Verteilungen der v werden daher durch die Punkte auf einer 
Hypersphare S;y_; mit dem Radius R dargestellt. Es sei die Verteilung von 
v, zu bestimmen. Das wird durch Projektion unmittelbar erméglicht, sobald 
die W.-Dichte auf der Hypersphare bekannt ist. Ich will diese konstant an- 
nehmen, betone dabei aber ausdriicklich, daB diese Annahme nur durch die 
statistische Mechanik gerechtfertigt werden kann (vgl. Bd. IV und Bd. IX ds. 
Handbuchs),. 

Es sei der ,,Flacheninhalt‘‘ einer Hypersphare S,, durch o,(R) angegeben, sie 
ist proportional R”. Die Flache des Kreisrings, welcher sich auf das Segment dv, 
der v,-Achse projiziert, ist dann ogy_2(7)dv,R/r, und man findet 


R 
63 y—2() oo oe 











yeN-3 
p(v;) dv, = Ging OP) == pana 4%» 
wo die numerische Konstante C belanglos ist. Mit 72 = R? — v? und R?=3N v2 
wird dann 3N-3 #3 
p(y) = ae = 4 2 = he 2d, 
R 3 Nv2 


d.h, das bekannte Maxwellsche Verteilungsgesetz, dessen Konstante & man 
leicht aus Gleichung (60) bestimmt. 

Es sei hier auf die Ableitung der Geschwindigkeitsverteilung durch v. MiskEs!) 
hingewiesen, welcher das an sich kontinuierliche Problem zu einem diskreten 
macht, dadurch aber die Grundvoraussetzung (die gleichméglichen Falle) als 
selbstverstandlich hinnimmt. Ebenso wie bei alteren oft geriigten Anwendungen 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung erscheint dann das Ergebnis als nur durch 
diese Rechnung bedingt, wahrend tatsachlich das Maxwellsche Gesetz auf den 
mechanischen Gesetzen der Wechselwirkung zwischen den Molekiilen beruht, 

Im allgemeinen ist es umgekehrt nicht mdglich, die W.-Dichte als Funktion 
mehrerer Veranderlichen aus den gegebenen W.-Dichten der einzelnen Variablen 
zu bestimmen, Das gelingt aber, wenn die mehrdimensionale Dichte einfache 
Symmetrieeigenschaften hat, wie im folgenden Fall. 

Es sei die Verteilung einer Geschwindigkeitskomponente — etwa fiir eine 
Gruppe von Sternen — gegeben durch yw(v). Man fragt nach der Verteilung 
der Absolutwerte c der Geschwindigkeit, falls die Richtungen der c regellos 
verteilt sind. Die W.-Dichte im dreidimensionalen Geschwindigkeitsraum. wird 
dann Kugelsymmetrie haben, d, h. nur von c abhangen. Es sei daher das W.- 
Differential q(c) dv,dv,dv,, so wird durch Projektion 


[x) -2acdcdv, = p(v,) dv, 


und daraus 1 dy 
P(3) rer 7M, 2x0, dv, 





1) R. v. Mises, Phys. ZS, Bd. 19, S. 81. 1918. 
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gefunden. Man beachte noch, da andererseits durch Integration tber die 
Kugelflache das W.-Differential 4c? p(c)de wird, -d; h, 4ac*@ ist “die Vere 
teilungsfunktion der c. , 

Waren die W. der Komponenten 7, vg, 73 unabhangig voneinander, so wiirde 
man — auch ohne Kugelsymmetrie — einfach haben: 

p(c) dv, dv,dv, = (0) 401 + P(U2) U2 ° @ (vs) 403. 

Es wird selten vorkommen, da8 man diese Formel beniitzen kann. Mit dem 
Fall der Kugelsymmetrie ist sie nur vereinbar, wenn @ das normale Gesetz (das 
Maxwellsche) ist. Aus der Bedingung dieser Vereinbarkeit hat bekanntlich 
MAXWELL — iibrigens mit groBem Vorbehalt — sein Gesetz zum erstenmal ge- 
funden. Vor dem leichtfertigen Gebrauch obiger Produktformel sei also ge- 
warnt. 

26. Ubergang auf andere Variablen. Es sei die eine Veranderliche * durch 
eine neue, €, zu ersetzen, welche mit x zunimmt (andere Falle wird man darauf 
zuriickfiihren, nétigenfalls durch Zerteilen des Intervalls der x oder der €). Ist 
dann x = /f(é), so wird fiir € die Abschnitts-W. ®[/(é)], wenn @(x) die Ab- 
schnitts-W. fiir x ist. Die W.-Dichte w(é) wird daher gemaB 


, v(E) = pl) - FE) 

aus der Dichte q(x) gefunden. 

Man kann dafiir auch das W.-Differential d ® = q(x)dx transformieren. 
In der Statistik kommt es vor, da die Verteilungen (x) und w(é) gegeben 
sind, und der Zusammenhang von x und & daraus zu bestimmen ist. Man lost 
die Aufgabe einfach dadurch, daB m und w zu den Abschnitts-W. ® resp. VY 
integriert werden. ist dann x = 2(®) die Umkehrung der Funktion q, so 
wird * = Q(Y(é)]. Die Aufgabe kann auch graphisch in leicht. ersichtlicher 
Weise gelést werden, indem man die Kurve y = ¥(&) auftragt und daran die 
zu verschiedenen x-Werte gehdrenden Werte der & abliest (vgl. Ziff. 34). 








Hat man wm Verdnderliche %,,%,---, x, durch €,---&, zu ersetzen, so 
transformiert man in bekannter Weise das Differential des m-fachen Integrals 
und findet Ole eee 

w (é,, oi ene S atc P(x, ries Xn) » (64) 


wo der Bruch die Funktionaldeterminante von JACOBI vorstellt. 

Man beachte noch, daB das Mittel einer GroéBe uw, nach der allgemeinen 
Formel (61) berechnet, denselben Wert bekommt, ob man @ und die x, oder p 
und die Veranderlichen & benutzt. 

Ein einfaches Beispiel einer physikalisch bedingten Transformation geben die 
Versuche von STERN?) und von STERN und GERLACH (Bd. 15, S. 221). Es handelt 
sich dabei um die Ablenkung von ,,Atomstrahlen“, und zwar ist die Ablenkung y 
nicht nur von den Versuchsbedingungen abhangig, sondern auch von der indivi- 
duellen Geschwindigkeit v des Atoms, so daB v =k y~! wird. Nimmt man an, 
der Atomstrahl komme aus einem Dampf in Temperaturgleichgewicht, so ist 
die W.-Dichte fiir v fiir die Volumeinheit im Strahl ein Exponentialgesetz mit 
v? multipliziert ; fiir die Atome, welche pro Zeiteinheit die Auffangplatte treffen, 
wird der Faktor v3. Die Transformation von v auf y gibt 

v Be 


Cvie 2*dy= EChty-3e 2u dy 


und die Dichte des Metallniederschlags wird proportional dem Faktor von dy 
sein. Die Messung wird wohl ungefahr den Wert von y liefern, wo diese Dichte 


*) O. SteRN, ZS. f. Phys. Bd. 2, S. 49; Bd. 3, S. 417. 1920. 
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maximal ist. Man findet y,, = 2/6 s?, wahrend zur mittleren Geschwindigkeit 
v=s 3 die Ablenkung y = k?/3s? gehort}). 

27. Geometrische Wahrscheinlichkeiten. Unter diesem Titel findet man 
in allen Lehrbiichern der Wr. eine Anzahl Probleme iiber kontinuierliche W., 
welche alle das Gemeinsame haben, da8 in irgendeiner Weise von einer kon- 
stanten W.-Dichte ausgegangen wird. Gewdhnlich wird aber die betreffende 
Annahme nicht ausdriicklich angegeben, sondern durch Worte wie ,,willkiirlich“ 
oder ,,zufallig’ u.a. ersetzt. Dagegen ist nichts einzuwenden, solange man 
diese Worte bei der Aufstellung des Problems benutzt, derart, daB kein Zweifel 
moglich ist, welche W.-Dichte damit als konstant angegeben wird. 

Man betrachte z. B. das bekannte Problem: Ein Stab von der Lange / wird be- 
liebig in drei Stiicke gebrochen: Wie groB ist die W., daB diese die Seiten eines Drei- 
ecks bilden kénnen? Diese Angabe ist nicht ganz klar, nehmen wir aber an, es 
wird damit gemeint: man verzeichnet zwei willkiirliche Punkte auf J und zerbricht 
den Stab an diesen. Die Teilpunkte mégen Abstinde x, resp. x, 
vom einen Ende haben. Jede Zerteilung ist dann durch einen 
Punkt (¥,, *,) im Quadrat OABC mit der Seite / darstell- 
bar (Abb. 5). Man wird weiter finden, daB die giinstigen 
Falle durch die Punkte des schraffierten Teils gegeben werden. 
Nach Voraussetzung soll nun die auf OA projizierte W.-Dichte 
konstant sein, ebenso diejenige auf OB. Daraus folgt, daB 9 A 
die W.-Dichte im Quadrat-tiberall gleich ist. Die Apb.5. is ipsa 
gesuchte W. wird also gleich dem Flachenverhaltnis, d. i. geberien Umfangs. 
gleich 1/4. 

Eine geometrische Darstellung in welche die drei Stiicke symmetrisch vor- 
kommen, erhalten wir, indem wir durch die Annahme x, < %, nur die Halfte, 
in der graphischen Darstellung also nur die Punkte in A°4° betrachten, dann 
bemerken, daB das erste und dritte Stiick die Koordinaten fiir den Ursprung A 
sind, und endlich das ‘mittlere Stiick als dritte Koordinate einfiithren. Der 
darstellende Punkt fallt dann in ein gleichseitiges Dreieck, dessen Projektion auf 
die Zeichenebene OAC ist. Auch in dem gleichseitigen Dreieck wird daher die 
W.-Dichte iiberall gleich sein. 

Die Gefahr der Ausdriicke ,,willkiirlich“, ,,nach dem Zufall“ u. 4. ist nun 
offenbar darin gelegen, da8 man durch deren Gebrauch versucht werden kann, 
nach jeder ausgefiihrten Transformation die Lage des Punktes wieder als ,,will- 
kiirlich’‘ zu betrachten, wahrend nach Ziff. 26 eine konstante W.-Dichte im 
allgemeinen durch Transformation zu einer variablen wird. Wer einmal richtig 
eine gewisse W.-Dichte als das im voraus gegebene dieser Probleme sieht, wird 
es nicht als ein Paradoxon empfinden, wenn eine Frage dieser Art ganz ver- 
schiedene Antworten ergibt bei verschiedener Auffassung der , zufalligen‘’ Ver- 
teilung (s. Bertrandsches Paradoxon in Poincaré, Lehrbuch S. 118). 

Das betrachtete Beispiel la8t sich leicht auf den Fall einer Zerteilung in 
n Stiicke ausdehnen. Liegen die Teilpunkte in %,,%), ..., %,-,, so wahlt man 
von den (n — 1)! gleichwertigen Reihenfolgen die eine 0 << 4% <%<%3< +++ <%y-4 
<i aus, und fiihrt die Lange der Stiicke yy = %, Yo = %g— %1 Vn = 1 — %y_1 
ein. Man findet 


8 C 


O(Y1, Vo- ++ VYn-1) eet 


O(%1, Agere %n—-1) 





und deshalb wird auch hier die W.-Dichte konstant, wenn man im n-dimensionalen 
Raume einen darstellenden Punkt (y,,..-,p») einfithrt, welcher wegen >)y = 1 


1) N. Semenorr, ZS. f. Phys. Bd, 30, S.151. 1924. 
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in einem (2 — 1)-dimensionalen ,,Tetraeder“ liegt, analog dem obigen gleich- 
seitigen Dreieck. Durch Projektion auf eine der Koordinatachsen findet man 
weiter unmittelbar die W.-Dichte fiir die Lange y eines Stiickes 
a fe 
Pol) = aa by. 

Auf diese Fragestellung 1a8t sich das Problem der Verteilung der Weglingen 
eines Gasmolekiils unmittelbar zuriickfiihren, indem wir den in einer Sekunde 
zuriickgelegten gebrochenen Linienzug auf einer Geraden abtragen, und darautf 
die ZusammenstéBe als Teilpunkte. Fiir den Grenziibergang 1—> ~ wird man 
die mittlere Lange eines Stiickes 4 =//n einfithren, und findet dann 





- nm—i1 yy \n—2 fet 
x (y) = lim (1 2) = teow 


in Ubereinstimmung mit Formel (36), Ziff. 16. 

Auch bei vielen anderen Anwendungen kann man die Fragestellung vorteil- 
haft zu einer geometrischen umformen. Hier sei besonders hingewiesen auf das 
» Problem der Irrwanderung“ (random walk), welches wiederholt von Ray- 
LEIGH!) diskutiert wurde wegen seiner Bedeutung fiir die Zusammenwirkung 
einer groBen Anzahl Wellenbewegungen von willkirlicher Phase. 


b) Entstehung der Verteilungen. 


28. Zusammenftigung, Sonderstellung der normalen Verteilung. Die For- 
meln aus Ziff. 24 und 26 seien auf die Frage angewendet nach der W.-Dichte 
einer Summe x’ = x + €, wenn die W.-Dichten fiir x und fiir € gegeben sind, 
Diese seien (x) resp. y(é) und gegenseitig unabhangig. Bei der Transformation 
wird man dxd&=dx'dé finden, und weiter 


a(x) = [ pe’ — 2 (dé (65) 


fiir die W.-Dichte von x’. Durch wiederholte Anwendung. der Formel findet 
man die Verteilung fir eme Summe von x Gréfen, oder auch fiir eine willkiir- 
liche lineare Funktion von » GréBen, Nimmt man fir gw und w normale 
Gesetze, d.h. 


id c2 


4 - 





as res 








9) in —=¢ A wle == ——$1¢ 20% | 
; oe sJ2n v5) of2a 
so wird 
a’? 
ee ses be, eee 
/2.2(s? + 0?) 


durch elementare Rechnung gefunden: Zus ammenfiigung von normalen 
Verteilungen gibt eine normale Verteilung. Oder noch allgemeiner 
formuliert: Sind 1 unabhangige GréBen normal verteilt, so ist es auch jede 
lneare Funktion dieser GréBen. 

Die obigen Formeln geben noch 


a2 = 9, & — Ge 


4% = s+ G2, 


und dann auch 


Man kann mittels ihrer Fourierintegrale beliebig viele Funktionen bilden, die 
ebenso wie die normale Verteilung ihre Form bei Zusammenfiigung nicht 
andern, P6érya*) beweist aber, daB die normale Funktion die einzige darunter 


y) Lord Rayizicu, Papers V S.256, VI S. 604, 627. 
*) G. Pétya, Math. ZS. Bd. 18, S. 96. 1923. 
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ist, welche eine endliche Streuung aufweist. Das ist auch damit in Uberein- 
stimmung, dai Zusammenfiigung einer groBen Anzahl gleicher nicht normaler 
Verteilungen eine Annaherung an die normale gibt, aber nur, wenn die Streuung 
der Einzelverteilungen endlich ist (Ziff. 19), 

29. Infinitesimale Anderung einer Verteilung. Man denke sich eine grofe 
Zahl von gleichartigen Emulsionsteilchen, welche zur Zeit ¢ = 0 alle in derselben 
Ebene liegen. Nach kurzer Zeit werden sie durch die Brownsche Bewegung 
verschiedene Entfernungen x von dieser Ebene erreicht haben. Wegen der 
Regellosigkeit der Brownschen Bewegung kann man unméglich x als Funktion 
von ¢ angeben, sondern nur die W.-Dichte von x in ihrer Abhangigkeit von ¢, 
welche gleich der relativen Teilchenzahl pro Langeneinheit ist. Diese sei (x, #), 
sie hangt deshalb von ¢ ab, weil x fiir jedes Teilchen mit ¢ veranderlich ist. Nimmt 
tum rt zu, so nehme fiir irgendein Teilchen * um & zu. Offenbar ist € vom Zufall 
abhangig, und wir wollen den allgemeinen Fall voraussetzen, da die W. fir 
die € auch von x abhangt (bei den Emulsionsteilchen z, B. durch die Wir- 
kung duerer Krafte). Es sei die W.-Dichte fiir € also durch w(é, x) angegeben. 
Die Zusammenfiigung gibt dann gemaf} Formel (65), wenn wir «’ = x + & setzen: 


y(x’,t+ 1) = | Oe =e, t)pit.e —-s) de, (66) 
Das ist eine Integralgleichung fiir g(x, ¢), aus welcher man in einzelnen Fallen 
diese Funktion wird bestimmen kénnen, wenn wy gegeben ist. Folgende Um- 
formung zu einer Differentialgleichung wird man meistens aber nicht entbehren 
k6nnen: 

Man entwickelt den Integranden nach Potenzen von é 
p(x — &,t) plE, x — &) = 9x, t) we, x) — yp + py) 
+3P(p" yp + 29 y+ py") 

und bricht diese Reihe mit &? ab (vgl. unten). Die resultierenden Integrale 
iiber y und seine Ableitungen (nach dem zweiten Argument) haben alle eine 
einfache Bedeutung, beispielsweise: 


¥ = Bs Fi a2 = 

Nach Einsetzen in der Integralgleichung (66) bringt man (x, ¢) nach der linken 
Seite, dividiert durch 1 und la&t rt gegen Null gehen, dann entsteht die partielle 
Differentialgleichung 

é eC : é te, 

eS py SF + ey — AON SE+ ERO — tele, — (67) 
ete lim (E/r) = f,(x) und Tim (£®/z) = f(x) 
gesetzt ist. Die Gleichung gilt offenbar nicht nur fir die gedachten Emulsions- 
teilchen, sondern allgemein fiir Verteilungen, welche sich mit der Zeit andern. 


Sie ist streng richtig, wenn EN fir n > 2 mit 7 gegen Null geht, in anderen 
Fallen kann sie eine Annaherung geben (s. das zweite Beispiel Ziff. 30)?). 





1) Die Gleichung (67) wurde im Prinzip schon 1890 von RAYLEIGH angewandt (Ziff. 30). 
Als allgemeine Gleichung fiir die Bestimmung von stationaren Verteilungen findet man 
eine integrierte Form ohne Beweis von A. D. Fokker, Ann, d. Phys. Bd. ABS. O10, 1944 
mitgeteilt. Um dieselbe Zeit wandte SMoLUCHOWSKI aus phanomenologischen Betrachtungen 
heraus die Diffusionsgleichung auf die Anderung der Verteilung von Emulsionsteilchen an. 
Aus anderen Gesichtspunkten (vgl. Ziff. 34) fand Verfasser 1915 den Zusammenhang zwischen 
partiellen Differentialgleichungen und Statistik durch die im Text gegebene Umformung 
der Integralgleichung (vgl. Proc. Amsterdam Bd. 18, S. 1520. 1916; und H.C. BurceEr, 
ebenda Bd. 20, S. 642. 1918). Da die Gleichung (67) erst durch M. PLranck, Berl. Ber. 1917, 
S. 324, allgemeiner bekannt wurde, hat man sie in der Literatur wohl als Fokker-Plancksche 
Gleichung bezeichnet | 
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Den ecinfachsten Fall erhalt man, wenn f, konstant = s? ist und /;= 0; 
namlich : 
hae eee (68) 





Ct. ne eee 


die Gleichung der linearen Warmeleitung oder der eindimensionalen Diffusion. 
Nach bekannten Fourierschen Formeln kann man daraus @ fiir jede spatere 
Zeit berechnen, wenn @(x, 0) gegeben ist. Auch schon die Analogie: die W.- 
Dichte breitet sich aus wie die Warme auf einem homogenen unbegrenzten 
Stab, kann der Vorstellung sehr niitzlich sein. Wenn fiir ¢ = 0 x nur Null sein 
kann, so ist m die bekannte ,,Hauptlésung“ dieser Differentialgleichung 
a 
ee at 
p(x, #) pet ; (69) 





d.h. die Verteilung wird normal mit der Streuung sy. 

Ist wieder /, = s?, aber /, gleich einer Konstante k, so bedeutet das ein 
Verschieben des Mittelwerts von x mit der Zeit, und man braucht nur in obiger 
Lésung x durch x — kt zu ersetzen. Der Parameter ¢ kann in diesen Formeln 
auch die Zahl der Einzelspiele bei einém Gliicksspiel messen, oder die Zahl der 
Partialfehler, welche zusammen den Beobachtungsfehler x ergeben. In solchen 
Fallen ist ¢ keine kontinuierliche Veranderliche, und der Grenziibergang t > 0 
entspricht nicht der Wirklichkeit, sondern ist als ein mathematischer Kunst- 
griff aufzufassen, welcher eine einfache Berechnung der asymptotischen Formeln, 
auch in schwierigen Fallen, erméglicht. BACHELIER!) hat diesen Kunstgriff schon 
1900 angegeben; er betrachtete auch den Fall, da8 /, und /, Funktionen von ¢ sind, 
nicht aber von x. Die Idee der Abhangigkeit von x stammt von KAPTEYN, der 
1903 darin zuerst die Méglichkeit der Entstehung schiefer Verteilungen er- 
blickte (s. Ziff. 34). 

30. Beispiele, Rayleigh’s Kolben. Ein Emulsionsteilchen befinde sich zur 
Zeit 0 in O. Man fragt nach der W., da durch die Brownsche Bewegung zur 
Zeit ¢ seine Entfernung von O zwischen y und 7 + dy liegt. Das Teilchen lege 
in der Zeit von ¢ bis ¢ + 1 eine Strecke o zuriick, welche den Winkel # mit dem 
Fahrstrahl 7 macht. Nach Potenzen von o entwickelt wird dann: 


2 
E=r—1r= ecosd+ = (1 — cos? #) + .-- 


soetat man Q?/t = 357, so bedeutet s die mittlere Verschiebung in einer Koordi- 
natenrichtung pro Zeiteinheit, und die Funktionen /, und f, werden: 


-~# 4_aea)a8 
h= it cos? ?}) = a 
j= ~ cos?d = 


Es entsteht also keine normale Verteilung fiir 7, weil f, hi icht Null i 
Gleichung (67), Ziff. 29 wird: Bama Yass aul N! 9 2 SL 


2dy_ 209 , 2 
sat Or vy dy | PP: 





*) L. BacuEtigr, Theorie de la spé i 1 i 
; péculation. Paris 1900. Calcul des babilité i 
1912. Auch wiedergegeben in CzuBERs Lehrbuch 3. Aufl., S. 273—285. oe nee 
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Die Lésung dieser Gleichung, welche den Anfangsbedingungen geniigt, ist 


2 i oa 
Ol i are nets; 
d. h. die bekannte Form, welche man gewoéhnlich aus den normalen Verteilungen 
fir die Koordinaten x, yv, 2 des Teilchens herleitet. 

RAYLEIGH!) hat als Beispiel fiir das Zustandekommen der Geschwindigkeits- 
verteilung durch die ZusammenstéBe der Gasmolekiile einen schweren Kolben 
betrachtet, auf dessen beiden Seiten sich ein Gas befindet. Die Gasmolekiile 
mogen zuerst alle mit der gleichen Geschwindigkeit v auf den Kolben stoBen, 
der durch die Zusammenstébe die Geschwindigkeit #<v schon erreicht habe. 
Sind die Massen resp. M und m, so nimmt « durch einen Sto® auf der linken 
resp. rechten Seite zu um 


u’ —u = g(v—u) resp. u’ —u = —g(v+u), 
wo ae 


1~ Mim‘ 
Es ist ferner die Zahl der StéBe in einer Zeit 7 links resp. rechts 
v, = On(v — u)t resp. », = On(v + u)t, 


wo O die Flache des Kolbens, die Anzahl Molekiile im cm? ist. Die Zunahme von 
wu in der Zeit t wird daher: 


&=Ongqt(v — u)? —Ongqr(v + uv)? = — 40nqrvu. 


Das wide gelten, wenn die Gasmolekiile gleichmaBig im Raum verteilt waren, 
und ware dann wv am Anfang Null, so wiirde es sich durch die St6Be nicht andern. 
In Wirklichkeit haben wir nur den Mittelwert von & berechnet. Man nehme 1 
so klein, daB »,<41 wird, dann bedeutet », auch die W., daB im Zeitraum 1 
ein Sto8 auf der linken Seite stattfindet (vgl. Ziff. 15). Der Mittelwert des 
Quadrats der StoBzahl ist daher auch gleich »,, und es wird 


& =, gv ae u)? 4 V,g>(v - u)? — 20n@rv, 


wo wu? gegen v? vernachlassigt ist in der Voraussetzung, daB g sehr klein ist. Glei- 
chung (67), Ziff. 29 wird daher: 
2 


a 0 
= Ong ee + 4Onqvu +40nguy. 


| & 





> 


fol 


Man kann in diesem Fall leicht auch die héheren Potenzmittel von & angeben, 
alle werden proportional 7. Vernachlassigen der entsprechenden Glieder ware 
hier also nicht erlaubt. Sie enthalten aber hohere Potenzen der kleinen GréBe ¢ 
und diirfen darum doch weggelassen werden. 
RAYLEIGH gab auch schon als Lésung dieser Differentialgleichung 
; uw 
= Oe ~ 27 (t) j = qu —— e—8Ongrt 
Plt) = ne HM, mit (0) = 4 (A ) 





an, also ein normales Gesetz, dessen Streuung — es ist uw? = /(¢) — mit ¢ bis 
zu einer Grenze wachst, welche nicht von der Flache des Kolbens oder der 
Dichte des Gases abhangt. Haben nicht alle Gasmolekiile gleiche Geschwindigkeit, 
so hat man die Gr6éBen v? und v durch ihre Mittelwerte zu ersetzen. Gilt das 








1) Lord Rayvericu, Phil. Mag. Bd. 32, S. 424. 1891; Papers LT. $.°473- 
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Maxwellsche Gesetz fiir die v, so wird v? = 2v-v? und damit fur den Grenz- 
wert w2 = 4qv®, dh. }Mu? = 4mv?; es tritt Aequipartition ein, Diese ist 
also an die Form des Verteilungsgesetzes der v gebunden, wdhrend das nor- 
male Gesetz fiir « unabhangig davon nach geniigend langer Zeit sich einstellt. 
RAYLEIGH hat den einfachen Fall dieses Kolbens, wo sich das alles genau nach- 
rechnen laBt, als Vorbild fiir das Entstehen der normalen Geschwindigkeits- 
verteilung durch die Wirkung der Zusammenst6Be gewahlt. Der Kolben gleicht 
einem Emulsionsteilchen in einem hochverdiinnten Gase. Man vergleiche auch 
die Berechnung fiir ein derartiges spharisches Teilchen bei LORENTZ}). 


c) Mathematische Statistik. 


31. Empirische Verteilungen, Terminologie. Im folgenden sollen die Fach- 
ausdriicke der mathematischen Statistik kurz erklart werden. Viele dieser Aus- 
driicke stammen von FECHNER und Bruns, viele andere von den englischen 
Statistikern, vor allem PEARSON. 

Da die urspriinglich englischen Bezeichnungen oft keinen Zusammenhang 
mit den deutschen Aquivalenten zeigen, seien erstere in Klammern beigefiigt. 
Fir genaue Definition der Grundbegriffe, deren Diskussion, sowie Herkunft 
der Ausdriicke mu8 auf die Originalliteratur und auf die Lehrbiicher der Statistik 
verwiesen werden. 

Eine statistische Angabe bezieht sich immer auf Individuen, welche 
durch gemeinsame Eigenschaften ausgezeichnet sind. Die Summe dieser Eigen- 
schaften bestimmt die Gruppe, welche betrachtet wird, den ,, Kollektivgegenstand* 
(population). Eine fiir die Individuen ungleiche Eigenschaft wird besonders be- 
achtet, und fiir jedes Individuum des Kollektivgegenstandes durch eine Zahl x 
gemessen bzw. bei einem qualitativen Merkmal Abwesenheit oder Anwesenheit 
durch 0 oder 4 angegeben. Letzterer Fall der Zweiteilung (dichotomy) wird weiter 
nicht besonders beriicksichtigt werden, ebensowenig der Fall, daB x von Natur 
ganzzahlig ist. Es sei x im Gegenteil eine kontinuierliche Variable (variate), 

Die ,,Urliste“ gibt die beobachteten x-Werte. Man kann diese umordnen 
zu einer ,,Verteilungsliste“ nach steigenden Werten von x, Den Bereich von x 
teilt man weiter in eine Anzahl gleich groBer Intervalle und zahlt fiir jedes Inter- 
vall die Zahl der Individuen, deren x in ihm liegt: die ,,Haufigkeiten‘‘ der Inter- 
valle. Die Zusammenstellung dieser Zahlen heiBt die ,,Verteilungstafel’, Durch 
Division durch die Zahl aller Individuen, den ,, Umfang“‘, erhalt man die ,,relativen 
Haufigkeiten“. Uber die zweckmaBige GréBe der Intervalle vgl. Ziff. 36. Es 
kann auch die Zahl der Individuen, deren x < %, ist, fiir eine Reihe von x,-Werte 
im einer ,,Summentafel“ zusammengestellt werden. 

_Greift man aus dem Kollektivgegenstand ein Individuum willkiirlich heraus, 
so ist die W., da8 sein x in ein bestimmtes Intervall fallt, offenbar gleich der 
relativen Hautigkeit fiir das Intervall. Man sagt darum auch, x sei eine ,,vom 
Zufall abhangige GroBe““. Aber auch der Kollektivgegenstand selber hangt vom 
Zufall ab, weil es praktisch niemals méglich ist, alle Individuen zu untersuchen, 
welche die Eigenschaften, auf welche es ankommt, besitzen. Das heiBt also, 
man fordert noch weitere unwesentliche Eigenschaften und erst diese be- 
S yarreset seen Ja, gewohnlich unendliche Gruppe aller fiir die 
liegenden Kollektiyaseersieng eee ae s is eee Se 
erreichbaren Genauigkeiten ist di Pe ogee ee oe 
erreichibaren gxelten ist diese Unterscheidung wesentlich [GREINER®)] 


*) H. A. Lorentz, Les Théories statisti i ipzi 
, ques en Thermodynam ees 5 Se Se 
2) R. GREINER, ZS. f, Math. u. Phys. Bd. 57, S. 121. fe Bah toy teak a 
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Aus dem Kollektiv, der fiir die Untersuchung zu groBen Gruppe, wahlt man 
gewissermaBen eine Stichprobe, den Kollektivgegenstand. Beim Sammeln des 
Materials ist darauf zu achten, da8 die Art der Auswahl keinen systematischen 
Einflu8 auf das Vorkommen der x-Werte hat, was man auch so formulieren 
kann: der Kollektivgegenstand soll eine ,zufallige Auswahl‘ (random sample) 
aus dem Kollektiv sein. 

Man beachte, daB hinzugefiigt werden kann: zufallig gegeniiber der Eigen- 
schaft «, und daB die Auswahl, nach einer anderen Eigenschaft y beurteilt, 
sehr wohl systematisch sein kann. 

Betrachtet man jedes untersuchte Individuum als zufallig aus dem Kollektiv 
gewahlt, so erhalten die relativen Haufigkeiten im Kollektiv dadurch die Be- 
deutung von Wahrscheinlichkeiten. Nur diese werden im folgenden ohne weiteres 
als W. angedeutet; im Kollektivgegenstand sprechen wir von relativer Haufig- 
keit (vgl. auch Ziff. 7). Dadurch ist also der Zusammenhang der Statistik mit 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung hergestellt, und es ist ohne weiteres klar, was 
man unter Verteilungskurve (frequency curve) oder W.-Dichte, Summenkurve 
usw. zu verstehen hat. 

Im Anfang dieser Ziffer wurde vorausgesetzt, da8 nur eine Eigenschaft 
statistisch untersucht wird, und also nur eine Variable x nétig ist. Der allgemeinere 
Fall, daB n Eigenschaften jedes Individuums durch » Variable auf einmal an- 
gegeben werden, ist aber grundsitzlich nicht davon verschieden, er entspricht 
ebenso der kontinuierlichen Wahrscheinlichkeit mit  Veranderlichen. Sonder- 
barerweise haben die deutschen Forscher bei der Definition des Begriffs ,, Kollektiv- 
malehre‘‘ immer ausdriicklich die Beschrankung auf eine Variable vorgenommen. 
Das ist wohl mit Schuld daran, da8 die wichtigen Betrachtungen itber Korrelation 
der englischen Statistiker in den deutschen Landern nicht die gebiihrende Be- 
achtung gefunden haben. (Sehr unzutreffend sagt Bruns, Lehrbuch 5. 97: 
,Es ist indessen nicht nétig, bei dem Fall mehrerer Argumente zu verweilen, 
denn seine Behandlung 148t sich auf den Fall nur eines Argumentes zurtick- 
fiihren.*‘) 

Im folgenden beschranken wir uns vorlaufig auf den Fall einer Variablen; 
die besonderen Begriffe betreffend mehrere Veranderlichen findet man in Ab- 
schnitt VI). 

32. Graphische Darstellung ,,schiefer‘‘ Verteilungen. Es sei (Abb. 6) 
ODCM die Verteilungskurve fiir ein bestimmtes Kollektiv. An einer Stichprobe 
daraus beobachtet man, etwa 
fiir das Intervall (x,, x), die 2 
relative Haufigkeit und stellt 70 
diese durch den Punkt P mit 
Abszisse 4 (x, + x2) dar. Dabei 97 
ist offenbar die Ordinate von P aa 
gleich der r. H. dividiert durch 
%_ — %, zu nehmen. Das ge- gy 
zeichnete Rechteck wird da- ” | 
durch — abgesehen von zu- gz} 
falligen Abweichungen, d.h.im 
- Mittel — gleich dem schraffier- % 05 40 xy ap 2,0 
ten Flacheninhalt unter der Abb. 6. Beispiel einer schiefen Verteilung (y = 32%¢e—4*). 
Verteilungskurve. Bei einer 
graphischen Darstellung einer Verteilungstafel durch die Punkte P ist also zu 
beachten, da® die zu bestimmende Verteilungskurve nicht durch diese Punkte 
hindurchgeht. Man tut deshalb besser, nur die Rechtecke zur Darstellung zu 
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bringen, welche aneinandergereiht das _,Staffelbild™ (histogram) bilden. Wird 
dagegen in analoger Weise die Summentafel graphisch dargestellt, so geht die 
Summenkurve einfach durch die eingetragenen Punkte, aber wieder abgesehen 
von den zufalligen Abweichungen. Durch letztere Zufiigung wird der 
Vorteil der Summenkurve gegeniiber der Verteilungskurve aber mehr als aufge- 
hoben. : 
Es sei die Verteilungskurve in Abb. 6 graphisch gefunden. Formen wie 
diese kommen oft vor: die Kurve gleicht der ,,normalen™ (Ziff. 19), aber ist 
nicht wie diese symmetrisch, sie ist , schief*. Man hat folgende Bezeichnungen 
eingefithrt: die Abszisse x, des Maximums D heiBt der , dichteste Wert" (mode) 
der schiefen Kurve; die Ordinate von C teilt die Flache in gleiche Teile, es ist 


Xe 


daher i pax = $ es heiBt x, der ,,Zentralwert‘‘ (median); endlich ist x, = % 


der Mittelwert (mean). Die gezeichnete Anordnung der Punkte DCM ist die 
gewohnliche fiir ,,nach rechts schiefe‘‘ Kurven, sie ist umgekehrt fur nach links 
schiefe. Die Differenz 2%, — %q ist ein Ma® fiir die ,,Schiefe“. Es gibt noch 
die einfache Faustregel, daB xm — %-=4(%m — %q) ist. Die drei genannten 
Bestimmungsstiicke fallen fiir symmetrische Kurven zusammen. 

Bei gegebener Kurvenform kann irgendeiner dieser Werte zur Bestimmung 
einer additiven Konstante der x dienen, d. h. zur Bestimmung der ,,Lage” 
(location). Die Breite der Kurve wird etwa bestimmt durch die schon frither 
angegebene Streuung von x, auch ,,mittlere Abweichung“ (standard deviation) 


genannt. Es ist bekanntlich das Integral fiir (x — a)? (das Tragheitsmoment 
um a) ein Minimum fiir a = x, und dieser Minimalwert ist das Quadrat der 
Streuung o. Ein anderes MafS§ der Breite gibt die ,,durchschnittliche Ab- 


weichung‘‘ |a — x|, welche ein Minimum ist fiir a= x,. In der Statistik wird 
dieser Wert wenig benutzt. Von gréBerer Bedeutung sind die ,,Viertelwerte“ 
(quartiles), deren Ordinaten 1/, resp. 3/, der ganzen Flache begrenzen. Die 
Differenz zwischen beiden (interquartile range) gibt ein Ma8 fur die Breite. 
Ebenso wie der Zentralwert haben auch die Viertelwerte die Besonderheit, da8 
‘sie bei Transformation der x erhalten bleiben (d. h. mittransformiert werden), 
wahrend die anderen Werte ganz verloren gehen. 

33. Empirische Formeln, die Pearsonschen Kurven. Es liegt auf der 
Hand, da8 man versuchen wird, eine graphisch konstruierte Verteilungskurve 
durch eine méglichst einfache Gleichung darzustellen oder, genauer ausgedriickt, 
durch eine Formel mit der kleinstméglichen Konstantenzahl. Aus vielen prak- 
tisch durchgefiihrten Fallen geht hervor, daB man fast immer mit héchstens 
vier Konstanten auskommt. Schreibt man (x — m)/a=€&, so hat man durch m 
die Lage, durch a die Breite der Kurve in der Hand und braucht dann noch 
eine Funktion von é mit zwei Konstanten. 

Es ist von verschiedener Seite vorgeschlagen worden, dazu die allgemeine 


Entwicklung (Ziff. 22, Gleichung (54)] an der geeigneten Stelle abzubrechen. 
Die Funktion von é wird dann 


a’ ga a 2 
1 — dy Fa + a 55) aot 

( age t a on ? (70) 
sobald man m=%* und a=o(x) wahlt. Nach den Eigenschaften der gebrauchten 
Entwicklung kann man 





az = ps/6a® 


ae ace. 
= a4(a— 3) 


und 


Etinsae, Empirische Formeln, die Pearsonschen Kurven. 463 


nehmen. Die Formel ist gut brauchbar bei geringer Abweichung vom normalen 
Gesetz, etwa wenn [as;|< 0,1 und |a,| < 0,05. Nicht richtig ist sie natiirlich 
insofern, als fiir gréBere Werte von & unvermeidlich negative Ordinaten vor- 
kommen. Es wire jedenfalls nétig, die beste Bestimmung von a, und ay, ZU 
untersuchen, welche im allgemeinen von der oben angegebenen fiir die un- 
endliche Entwicklung verschieden sein wird. Fiir den dichtesten Wert und 
den Zentralwert gibt die Formel in erster Naherung xy =m — 3aa, resp. 
Xe = M — Aas. 

Der am weitesten durchgefiihrte Versuch, ein System von vierparametrigen 
Kurven von groBer Anpassungsfihigkeit einzufiihren, ist von PEARSON ge- 
macht worden. Er nimmt 

dy (~ — m) y 


dx Co + Oy ¥ + Cy x? 


(74) 


als Differentialgleichung fiir seine Kurven, wo der Nenner als abgebrochene 
Reihenentwicklung anzusehen ist. Der dichteste Wert ist offenbar x = m. Die 
allgemeine Lésung hat die Form 


ie o(1 = zane (1 —7o"ye 


ay ag 





wenn Cy + cy * + ¢gx? = 0 reelle Wurzeln hat. Bei komplexen Wurzeln wird 
x = <a at 
y = o( 1 a. a é are tg v/a | 


Fir die Anwendung als Verteilungsgesetz zerfallt der erste Fall noch in zwei, 
je nachdem m zwischen den Wurzeln a, und a, oder auBerhalb liegt. Die drei 
so entstehenden allgemeinen Typen kann man durch geeignete Wahl des Null- 
punkts dreikonstantig machen, Ubergangsformen zwischen diesen werden 
dann zweikonstantig, auch 1m Falle der Symmetrie werden die Formeln zwei- 
konstantig. PEARSON kommt dadurch zur Unterscheidung von sieben Typen, 
deren Formeln mit Weglassung der multiplikativen Konstante hier angefihrt 
seien: 


WY 
ed 
_ 

—— 
2s 
ae 
a 

| 
2s 
a 
——— —__—_— 


[ 2 
I eal 
IIL (t+ S) "env 


VI 
Vr tee -)”, 


Die allgemeinen Typen sind J, JV und VJ, die symmetrischen JJ und VII. N ist 
das ,normale Gesetz“, welches auch der Pearsonschen Differentialgleichung 
geniigt. Es gelten weiter J und // fir ein beiderseits begrenztes Intervall, III, 
V und VI fiir ein einseitig begrenztes, JV und VJ fir ein beiderseits unbegrenztes 
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Intervall. Den gegenseitigen Zusammenhang der Typen sieht man aus folgendem 


Schema: 
IT I vf 36 dt 


N NV ON eree ig. 
VIL “Ve Vea ie 


wo aneinanderstoBende Typen durch kontinuierliche Anderung der Konstanten 
ineinander itbergehen kénnen, Eine graphische Darstellung dieser Verhaltnisse, 
welche auch weitere Besonderheiten angibt, wurde von FISHER gegeben’). 

PEARSON hat ein allgemeines Rechenschema gegeben, um aus den ersten 
vier Momenten einer empirisch vorgelegten Verteilung den Typus und dessen 
Konstanten zu bestimmen?). 


34. Ursachen der Schiefe. In der letzten Ziffer sind Interpolations- 
formeln fiir Verteilungen angegeben. Man soil nicht in den Irtum verfallen, 
die Berechnung einer solchen Formel als den letzten Zweck einer statistischen 
Untersuchung anzusehen. Fiir die Ausgleichung der Beobachtungsdaten, etwa 
auch fiir die Vergleichung von Material verschiedener Herkunft, hinsichtlich 
derselben Erscheinung, haben diese Formeln ihre Bedeutung, sie geben aber 
keinen Aufschlu8 iiber die Ursachen, welche die Verteilung bewirkt haben. 

Eine einfache Ursache fiir eine schiefe Verteilung besteht z. B. darin, daf 
man zwei Gruppen von Individuen durcheinander untersucht hat. Gibt jede 
Gruppe fiir sich eine normale Verteilung, so entsteht im allgemeinen eine nicht- 
symmetrische Kurve durch die Addition der Ordinaten der beiden normalen 
Kurven. Nur wenn die Mittelwerte der beiden Gruppen geniigend weit aus- 
einanderliegen, wird man den wahren Sachverhalt aus der resultierenden Kurve 
leicht erkennen, etwa dadurch, daB sie zwei Maxima hat. Ist dagegen die Teil- 
kurve der kleineren Gruppe ganz von der anderen tiberdeckt, so kann die Gesamt- 
kurve genau wie eine schiefe Verteilungskurve anderer Art aussehen. Weib 
man in solchen Fallen, etwa aus theoretischen Griinden, daB die Kurven normal 
sein sollten — oder sonst einer gegebenen Formel geniigen miissen —, so hat 
die Aufspaltung der gefundenen Verteilung in zwei Teilkurven keine groBe 
Schwierigkeit. 

Dieser Fall kommt vor bei Untersuchungen tiber Feinstruktur von Spektral- 
linien. Unter den giinstigsten Umstanden gibt die Intensitatsverteilung in einer 
einfachen Linie ein Abbild der Geschwindigkeitsverteilung der leuchtenden 
Gasmolekiile, ist also normal. Eine geringe beobachtete Schiefe kann deshalb 
schon geniigen, um die Existenz eines zweiten Leuchtprozesses, d. h. eines Satel- 
liten, zu beweisen. Die Teilkurven werden hier gleiche Streuung haben. 

Es sei noch erwahnt, da8 Prarson fiir die Spaltung in zwei normale 
Kurven — bei welcher im allgemeinen fiinf Konstanten zu berechnen sind — 
ein Rechenverfahren mittels der Momente gegeben hat. Fiir gewodhnlich wird 
man mit einer versuchsweise vorgehenden graphischen Konstruktion aus- 
kommen, 

Aber auch bei homogeriem Material findet man vielfach nicht normale 
Verteilungen. Durch eine Transformation der unabhangigen Veranderlichen 
kann man eine solche immer zu einer normalen machen, d.h. man kann eine 

*) R. A. Fisher, Phil, Trans, Bd. 222) S. 343. 1922. 

*) Zusammengestellt in W. Pa.in ELDERTON, Frequency curves and correlation. 
London 1906, 2. Aufl. 1928 und in K. Pearson, Tables for Statisticians and Biometricians. 


2. Aufl. 1925. Nach pers6nlicher Mitteilung bearbeitet Prof. PEARSON jetzt ein zusammen- 
fassendes Lehrbuch iiber seine statistischen Methoden. 


ae. ki a ne w= ——i a 
i . :3 < 
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neue Veranderliche y = F(x) so bestimmen, daB die vorliegende W.-Dichte (x) 
-dargestellt wird durch’ 





__ F(x) _ EG) - mI 


"0 taker =a aE (73) 


Diese Formel, unter Anwendung von einfachen Formen fiir F (x), wurde schon 
friiher von EDGEWorTH zur Wiedergabe von schiefen Verteilungen vorgeschlagen. 
Fir die neue Veranderliche y = F (x) ist die Verteilung dann normal. KAPTEYN?) 
hat das so formuliert: die Schiefe liegt nur daran, daB man nicht die richtige 
Veranderliche gewahlt hat. Durch folgende Uberlegungen versucht KAPTEyN 
dann weiter die Bedeutung der Funktion F(x) fiir die Entstehung der Ver- 
teilungen aufzufinden. 

Die normale Verteilung von y kann man sich dadurch entstanden denken, 
da jedes y die Summe einer groBen Zahl verschiedener Zuwachse A,y, Ay... A, 
ist, welche unabharigig voneinander vom Zufall abhangig sind (Ziff. 19). Jedes 
Ay habe einfachheitshalber dieselbe W.-Dichte; es sei dy =a, o (dy) =). 
Es wird dann —— — 

y=n Ay 6, = byn. 


Nun wird aber nicht y sondern x beobachtet, und aus y = F(x) folgt 


a= Ay=F'(x) Ax + (4F"(x) dx?) + -.-, @4+ R= Ay? =F2 A+... (74) 


KAPTEYN 1aBt das eingeklammerte Glied vorerst weg und sagt dann: die Zu- 
wachse von x sind also nicht unabhiangig, jeder hangt von x, d. h. von der Summe 
der vorhergegangenen Zuwachse, ab, und zwar derart, daB 

a a a OF 


= PF’) und Ax* 25 F'n? (75) 


Ax 
wird. Kennt man die darin auftretende ,,Reaktionsfunktion™ 1/F’(x), so kann 
das resultierende Verteilungsgesetz nach Formel (73) unmittelbar hingeschrieben 
werden. Gewodhnlich geht man den umgekehrten Weg, bringt die beobachtete 
Verteilung in die Form (73) und findet daraus F(x) und 1/F’. Van UVEN gibt 
in derselben Arbeit ein einfaches graphisches Verfahren, um mittels einer bei- 
gefiigten Skala aus der statistisch gefundenen Summenkurve die Funktion F (x) 
zu konstruieren. An verschiedenen biologischen Beispielen zeigen KAPTEYN und 
VAN UVEN weiter den Nutzen ihres Verfahrens. Die Reaktionsfunktion gibt an, 
in welcher Weise das Wachstum der Individuen von ihrer individuellen GréBe 
abhangig ist. 

KAPTEYNS Schlu8weise ist natiirlich nicht zwingend. Man kann jede Ver- 
teilung durch eine Transformation y = F(x) kiinstlich normal machen, aber 
daraus folgt nicht, da8 die Zuwachse Ay gegenseitig unabhangig gewesen sind! 
Das ware dadurch nachzupriifen, da8 man dieselben Individuen zu verschiedenen 
Zeiten untersucht. Die Transformation zum normalen Gesetz sollte dann immer 
dieselbe Funktion F(x) ergeben. Bisher scheint eine solche Prifung nicht 
angestellt worden zu sein. 

Die, auch von KapTEYN formulierte, Beschranktheit seines Verfahrens er- 
kennt man auch umgekehrt, wenn man von den Formeln (75) ausgeht. Das 
mittlere Wachstum, sowie die Schwankungen, d.h. o(4x%), sollen demnach 
derselben Funktion von x proportional sein. Selbst unter dieser Voraus- 
setzung ist es zum mindesten zweifelhaft, ob die Vernachlassigung des in (74) 
~~ 2) J. C. Kapreyn, Skew frequency curves in biology and statistics. Groningen: 
P. Noordhoff 1903. 2. Aufl. mit M. J. van UveN. 1916, Auch Rec. d. Travaux botan. Néerl. 
Bd. 8, S. 105. 1916. 
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eingeklammerten Gliedes, sowie der hdheren Glieder, erlaubt ist. Den allgemeinen 
Fall, daB dx und Ax® zwei verschiedene Funktionen von * sind, haben wit 
schon Ziff. 29 in anderer Weise behandelt. Aus den physikalischen Beispielen 
in Ziff. 30 geht zur Geniige hervor, daB man oft die beiden Funktionen f, und fe 
brauchen wird, also nicht mit der einen ,,Reaktionsfunktion™ auskommt. 

Bei Beachtung seiner Giiltigkeitsgrenzen kénnte das elegante Verfahren 
von KapTtEYN und vAN UVEN auch in physikalischen Fragen zur vorlaufigen 
Orientierung vielleicht einmal seinen Nutzen haben. 

35. Die statistische Genauigkeit. Wahl des Intervalls. Man habe n In- 
dividuen untersucht und gefunden, daB davon # eine gewisse Eigenschaft zeigen. 
Welche Genauigkeit hat die Zahl #? Die Frage ist nur eindeutig zu beantworten, 
wenn man erstens wei®, was man als den genauen Wert 5 dieser Zahl ansehen 
wiirde, zweitens, nach welchen Gesetzen man Abweichungen f — fy ZU er- 
warten hat. Die erste Forderung wird erfiillt durch Betrachtung der m Individuen 
des Kollektivgegenstandes als Muster aus einer groBeren Gruppe (Kollektiv) 
von N Individuen (Ziff. 31). Ziel der statistischen Untersuchung ist dann die 
Kenntnis der Haufigkeit P im Kollektiv, anders ausgedriickt, es ist J, = “PIN. 
Die zweite Forderung erfiillt man durch die Annahme, es sei das Muster durch 
zufallige Auswahl aus dem Kollektiv gezogen. Die Abweichungen  — fy sind 
dann normal verteilt und es ist (Ziff. 14) 


9 N — P)(N — 0 
op, Nik 4 7) = y(t — F2) (4 — Mm), 


wo m den Bruchteil angibt, den man als Muster genommen hat. Gewohnlich 
- wird man N willkiirlich gro8 nehmen kénnen, dementsprechend setzen wir 
weiter m= 0. Die Voraussetzung des Zufallsmusters soll man beachten, sie 
wird oft nicht erfiillt sein bzw. nachgepriift werden missen. 

Es sei der Verlauf einer Verteilungskurve aus statistischen Daten zu be- 
stimmen. Man hat aus diesen eine Verteilungstafel (Ziff. 31) hergestellt und 
tragt diese graphisch auf. Wir setzen eine sehr groBe Zahl von Beobachtungen 
voraus (z. B. 1000), so daB man viele Intervalle, jedes mit einer nicht zu kleinen 


Zahl » von Individuen, machen kann. Als Naherung kann dann o, = Vp 
gesetzt werden. Es ist also die relative Genauigkeit der Ordinate jedes ein- 
getragenen Punktes durch p-? gegeben. Daraus geht gleich hervor, da8 man 
eine sehr groBe Anzahl von Individuen untersuchen mu, um eine Verteilungs- 
kurve mit brauchbarer Anndherung konstruieren zu kénnen. Denn um 10 Ordi- 
naten, jede ungefahr auf 10% genau zu haben, mu8B = 100 und m = 1000 
sein. Aus 1000 Beobachtungen kénnte man z. B..auch 100 Ordinaten, mit 
durchschnittlich 30% mittlerer Abweichung, bestimmen. Es ware offenbar ver- 
fehlt, in dieser Weise sozusagen die Genauigkeit der Abszissen viel weiter treiben 
zu wollen als die der Ordinaten. Die giinstigste Wahl fiir die Anzahl der Inter- 
valle ist aus diesem Gesichtspunkt dann getroffen worden, wenn — bei iibrigens 
geeigneter Wahl des MaBstabverhaltnisses zwischen Abszissen und Ordinaten — 
die StreuungshOhe 26, im Diagramm gleich der Intervallbreite 6 wird. Eine 
Uberschlagsrechnung ergibt daraus 





Zahl der Intervalle = 2\n ; (76) 


Hat man die Intervalle zu klein gewahlt, so wird sich das auch darin zeigen, 
daB die zufalligen Abweichungen ein unregelmaBiges Zu- und Abnehmen der 
Zahlen der Verteilungstafel hervorbringen. Wenigstens in den starker an- 
steigenden Teilen der Kurve wird man demnach fordern, da der. regelmaBige 
Anstieg von einem Intervall zum nachsten gréBer ist als die oft vorkommenden 
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zufalligen Abweichungen, Bei angenahert normalem Verlauf gibt eine leichte 
Rechnung, daB dazu pe ay— 


sein mu, Das ist praktisch dieselbe Grenze wie (76). 

! 36. Konstantenbestimmung bei gegebener Verteilungsformel. Bei sta- 
tistischen Reihen kleineren Umfangs wird man nach obigem genotigt sein, die 
Art der Verteilungsformel vorauszusetzen, und nur die darin auftretenden 
Konstanten aus den statistischen Daten zu bestimmen. Gerade bei den physi- 
kalischen Anwendungen wird es auch oft vorkommen,' da aus theoretischen 
Uberlegungen die Form der Verteilung bekannt ist bis auf eine oder einige 
wenige Konstanten. Auch die Aufgaben der Ausgleichungsrechnung gehéren 
erundsatzlich hierzu. 

Die Bestimmung der Lage einer Verteilungskurve soll als Beispiel etwas 
ausfiihrlicher angegeben werden. Es handelt sich um die Bestimmung von m aus 
nm Werten von x, wenn das Verteilungsgesetz in der Form m(« — m) gegeben 
ist, wobei gm eine bekannte Funktion ist. Graphisch wiirde man so verfahren: 
es wird einerseits die Kurve y= 1bq(x) gezeichnet, andererseits werden die 
Punkte y; =; mit Abszissen in der Mitte jedes Intervalls abgetragen, d. h. also 
die Zahlen der Verteilungstafel. Durch Horizontalverschiebung mu dann die 
Kurve den Punkten méglichst gut angepaBt werden. Rechnerisch stelle man 
sich vor, daB eine sukzessive Naherung ausgefiithrt wird. Zeigt der 7-te Punkt die 


Abweichung 6p; = pf — nb yx; —m), 
so ergibt diese fiir sich eine Verbesserung von m um 


Op; 


Om; Sa nbq’ ° 





Die Genauigkeit dieser Verbesserung wird gegeben durch: 


olf) = Mabe 


-o6(dm) = nby’ 


1 
nby 
Jedes Intervall gibt so einen Wert fiir die Verbesserung von m; diese Werte 
sind nach den Regeln der Ausgleichungsrechnung zu kombinieren. Diese Regeln 
sind hier sicher anwendbar, weil die W.-Dichte eines jeden 6m durch ein nor- 
males Gesetz gegeben ist. Man hat daher (vgl. Kap. 13, Ziff.11) das Mittel 
der dm; -zu nehmen mit den Gewichten 41/o?(6m,) und es wird 


ye _ (Hi ™) 
Zeng it 2. atm)? 
2 /2 
Je 


wo im Nenner } > 0 genommen ist. Lat man auch im Zahler 6 gegen Null 
gehen, so werden die 5; alle 0 oder 1, d.h. man erhalt die Summe der Werte 
—q'/p fiir jedes Individuum. 

Diese Bestimmung von m hat ein Gewicht gleich dem Nenner, d.h. man 
hat m gefunden mit einer mittleren Abweichung: 


y/? . \-1/2 
sta | ‘ 
oy = nue ( [Tax (77) 
Da aber im Zahler der Wert von m eingeht, so hat man den bestméglichen Wert 


von m erst gefunden, wenn dieser dm =O liefert, d. h. m kann auch unmittelbar 
bestimmt werden aus der Gleichung: 


ge (¥—m) _ 
hares, 08 (78) 


30* 








om = 
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In dieser Weise erhalt man den wahrscheinlichsten Wert von m, sowie auch 
den genauesten. Durch eine ganz andere, weniger durchsichtige, Betrachtung 
gelangt FisHER1) zu denselben Gleichungen. 

Bisher begniigte man sich gewohnlich mit einer einfacheren Berechnung. 
Man nimmt das arithmetische Mittel aller beobachteten x-Werte und setzt es 
dem aus der Kurve berechneten Mittel gleich: 

Se 
nh 


= [role — max. 


Hat man von vornherein das Argument von @ von seinem Mittelwert ab ge- 
zahlt, d.h.: ist [x(x)dx =0, so wird auch (x — m)p(x — m)dx = 0, daher 


PEE 
we (79) 
Fiir die Genauigkeit dieser Bestimmung von m hat man: 


a= (CoP — (Se) - 7 - (80) 


nN 





In allen Fallen, wo ihre Genauigkeit nicht zuviel zuriicksteht gegen die best- 
erreichbare nach (77), wird man die einfachere Berechnung benutzen. Nur wenn 
@ ein normales Gesetz ist, gibt (80) denselben Wert wie (77), es sind dann aber 
auch (78) und (79) identisch. Vgl. die Anwendung dieser Formeln in der Fehler- 
theorie, Ziff. 38. 

Ist zweitens die Breite der Verteilung unbekannt, so hat man in dem 
Verteilungsgesetz 1/a- g(x/a) die Konstante a zu bestimmen. In ganz analoger 
Weise wie oben findet man die bestmégliche Bestimmung durch Mittelbildung 
mit Gewichten. Das Ergebnis lat sich reduzieren auf die Gleichung 





Eg’ (é) 
wo €=x/a -gesetzt ist, und fiir die relative Streuung dieser Bestimmung 
findet sich: 2 22 g/? Aye 
penne |e eee Gar 


Meistens werden Lage und Breite der Verteilung unbekannt sein, d.h. man 
hat m und a zu bestimmen in dem Verteilungsgesetz 1/a - p{(x — m)}a/, wo 
g eine bekannte Funktion ist. Es ist dann die Methode der kleinsten Quadrate 
(Kap. 13, Abschn. II) zur Bestimmung der Verbesserungen 6m und 6a anzuwenden. 
In den Normalgleichungen setzt man, analog wie oben, 6m=da=0. Man 
erhalt so wieder dieselben Gleichungen (78) und (81), und auch dieselben Ge- 
nauigkeiten der Unbekannten, wie oben, vorausgesetzt, da8 der Nullpunkt 
derart gewahlt wurde, daB "E yf? 

eta (83) 


ist, wo jetzt tiberall das Argument & = (x — m)/a einzusetzen ist. Ist das 
Gesetz symmetrisch um den Nullpunkt (mw eine gerade Funktion von &), so 
ist die Bedingung offenbar erfiillt. 


Die iibliche Bestimmung von a ist wiederum einfacher. Man wahlt den 
Nullpunkt so, daB x =O ist, und setzt dann: 


i. AE = [Pole dé = [Beg a8. io) 


) Rox. Hisar, Phil Drans. Bdy220NSascor 1922. 
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Die linke Seite dieser Gleichung sei s genannt. Man findet 


4 (a hg x) _ Ha a 
n 


o°(s) = 5 


> 


wo die ys die ,, Momente“ sind (Ziff. 21). Die relative Dispersion von a wird dann 


age 1 le D 

fot, (5 — 4)’. (85) 
Auch hier wird fiir das normale Gesetz diese Bestimmungsweise mit der best- 
moglichen identisch (vgl. weiter Ziff. 39). 
__ Fur die Bestimmung von mehr als zwei Konstanten gelten dieselben Ge- 
sichtspunkte. Fir vier Konstanten benutzt PEARSON!) allgemein die ersten 
vier Potenzmittel und berechnet auch die Genauigkeit dieses Verfahrens, wobei 
die Momente bis mg eingehen. FIsHER®) hat den Begriff der bestméglichen 
Bestimmung eingefiihrt. Er nennt das Quadrat des Verhiltnisses der Genauig- 
keit eines Verfahrens zur bestméglichen Genauigkeit den Nutzeffekt (effi- 
ciency) des Verfahrens. Fiir die Pearsonschen Kurven berechnet er den Nutz- 
effekt der Konstantenbestimmung aus Potenzmitteln. Nur bei geringer Ab- 
weichung vom normalen Gesetz wird dieser Nutzeffekt iiber 80% gefunden, 
bei starkerer Abweichung kann er Null werden, z.B. sobald ug = oo wird. 
Es muB fiir das weitere auf die Originalarbeit verwiesen werden. 


d) Verteilungen in der Fehlertheorie. 


37. Fehlergesetze. Die statistischen Eigenschaften der Beobachtungsfehler 
werden vor allem deshalb untersucht, weil sie bestimmend sind fiir die Vor- 
schriften, nach welchen Beobachtungen zu kombinieren sind, um ein Ergeb- 
nis zu erhalten, das mdglichst wenig von diesen Fehlern gefalscht ist. Dab 
auch umgekehrt aus einer Vorschrift zur Berechnung des wahrscheinlichsten 
Resultats ein Riickschlu8 auf das Verteilungsgesetz der Beobachtungsfehler 
méglich ist, wurde bekanntlich von Gauss zur Grundlage seiner Behandlung 
der Ausgleichungsrechnung gemacht. Im folgenden werden diese Zusammen- 
hange etwas eingehender untersucht, als man es bisher gewohnt ist, weil nur 
dadurch das noétige Licht auf die Grundlagen der Rechenvorschriften fallen 
kann. Nur der einfachste Fall, daB m gleichartige Messungen fiir eine zu be- 
stimmende GréBe vorliegen, soll hier betrachtet werden. Fiir die verwickelteren 
Falle und die praktische Ausfiihrung s. Kap. 13 dieses Bandes. 

n Beobachtungen mégen Zahlen %,, %), ..., %, ergeben haben, welche von 
dem wahren Wert x, der gewohnlich unbekannt ist, Abweichungen zeigen, die 
wir die Fehler ¢,...¢, nennen. Die W., daB ein Fehler zwischen ¢ und «+ dé 
liegt, sei w(e)de. Man bezeichnet q(e) gewohnlich als das Fehlergesetz, 
welches demnach die W.-Dichte der Beobachtungsfehler angibt. Die her- 
k6mmliche Behandlung beriicksichtigt nur den Fall, daB qm das ,,normale“ 
Gesetz ist, ja, unter ,Fehlergesetz‘‘ schlechthin versteht man oft nur dieses. 
Wir werden hier im Gegenteil annehmen, da8 die Funktion m irgendeine Form 
hat, welche fiir die vorliegenden Beobachtungen bekannt ist. Man hat sie 
etwa bestimmt durch statistische Bearbeitung einer viel groBeren Zahl fritherer 
Beobachtungen der gleichen Art (Ziff. 35), oder kennt sie a priori aus der Weise, 
wie die Zahlen x, . . . %, gewonnen werden. So ist fiir einen Logarithmus aus der 


1) Siehe die 2, FuBnote S. 464. 
2) R. A. Fisner, Phil. Trans. Bd. 222, S. 330. 1922, 
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Tafel » =1 im Intervall —0,5<e< + 0,5, wenn man ¢ in Einheiten der 
letzten Dezimale miBt, gleich Null auBerhalb. 

Ein eigenartiges Fehlergesetz gibt die geometrische Betrachtung im folgenden 
Fall. In der Ebene zicht man ”Gerade durch einen Punkt P in , zufalligen 
Richtungen (d. h. derart, daB die W.-Dichte des Winkels konstant ist). Aus den 
Abszissen x, ... X, der Schnittpunkte dieser Geraden mit der x-Achse soll die 
Lage von P bestimmt werden. Es ist hier ¢; = %, — %p, und man findet 


a 1 
D) 9 =" ates. 86) 
fiir das Fehlergesetz, wo a, = yp ist. ngage 

Zur Erlauterung der allgemeinen Formeln wenden wir sie im folgenden auf 
dieses Gesetz (D) an, und auBerdem auf drei andere: 

tah eP\? 1 -et/202 1 g-lelfa, 

a ai(i-Z), ©&) ae te Oe 

Diese vier Probegesetze ergeben in der Reihenfolge ABCD eine zunehmende 
W. fiir sehr groBe Fehler. Bei A kommen Werte ¢> a, tiberhaupt nicht vor, 
D geht fiir wachsende ¢ so langsam gegen Null, daB alle Momente (Ziff. 21) 
fiir dieses Gesetz oo sind. 

(B) ist das normale Gesetz, als Fehlergesetz gewohnlich nach Gauss genannt. 
Es sind bei astronomischen und anderen Prazisionsmessungen die beobachteten 
Verteilungszahlen oft mit diesem Gesetz in guter Ubereinstimmung gefunden. 
Man ist deshalb berechtigt, die Giiltigkeit des normalen Gesetzes versuchs- 
weise vorauszusetzen, wenn a priori keine Anhaltspunkte fiir die Verteilung der 
Fehler vorliegen, und ~ zu klein ist, um die Verteilung aus den Beobachtungen 
selber zu finden (s. aber Ziff. 40). Das ist aber etwas ganz anderes als der irrtiim- 
liche Glaube an die Notwendigkeit oder mathematische Beweisbarkeit des 
GauBischen Gesetzes. 

Das haufige Auftreten von normalen Fehlerverteilungen ist nur dadurch 
zu erklaren, da die Summe einer grofen Zahl von ,,Teilfehlern“ unter geeigneten 
Bedingungen angenahert normal verteilt ist, unabhangig von den Verteilungen 
der Teilfehler (Ziff. 19 und 23). So ist der Fehler einer Summe dreier Logarithmen 
ungefahr nach A, von sechs aber praktisch schon normal verteilt?). 

Es ist hier nur die Rede von der Verteilung der Fehler der direkten Beob- 
achtungen. Nur diese soll Fehlergesetz genannt werden. Ist das Fehlergesetz 
normal, so folgt daraus nicht, daB auch die abgeleiteten Verteilungen, welche 
bei der Verarbeitung der Beobachtungen auftreten, alle normal sein werden. 
Das Gegenteil ist wohl oft mehr oder weniger implizit angenommen worden. 

38. Der beste Wert aus n Beobachtungen, der systematische Fehler. Man 
denke sich zuerst als eine sehr grofSe Zahl. Es kann dann eine Statistik der 
mn x-Werte gemacht und ihre Verteilungskurve konstruiert werden. Es bleibt 
nur noch die Frage: wie soll man den wahren Wert x, an dieser Kurve ablesen? 
Ist die Kurve z. B. darstellbar durch die Gleichung 








a 1 
ax a+ (x — m)?’ 








y= 


so wird man keinen Augenblick im Zweifel sein, da8 x» = m zu wahlen ist, denn 
durch diese Wahl wird die W. eines Fehlers « — % unabhangig von seinem 
Vorzeichen, also das Fehlergesetz symmetrisch. Ferner ist dann m der wahr- 





1) Siehe die Kurven bei A. SOMMERFELD, Boltzmann-Festschrift 1904, S. 856. 
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scheinlichste Wert (dichteste Wert der Kurve) und der Zentralwert (Ziff. 33). 
Dennoch ist es sehr wohl méglich, da8 der wahre Wert nicht gleich m ist, weil 
die Beobachtungen mit Fehlern behaftet sind, welche stets in derselben Richtung 
wirken. Den ubrigbleibenden Fehler m— x) nennt man konstanten oder 
systematischen Fehler. Dieser kann nur eliminiert werden, wenn man seine 
Ursache kennt, so da man entweder die Ursache fortschaffen oder den Fehler 
berechnen, oder ihn durch Messung bestimmen kann. Das gehért weiter nicht 
zur Fehlertheorie. Ohne nahere Kenntnis ist x = m jedenfalls der beste Wert, 
den man den Beobachtungen entnehmen kann. 
In einem anderen Fall sei die Kurve darstellbar durch 


x-m 





eine schiefe Kurve. Fir den wahrscheinlichsten Wert findet man daraus 
%q=m-+ 3a; fir den Zentralwert x, = m-+ 3,67a, fir den Mittelwert 
Xm =m-+-4a. Hier ist es also nicht einleuchtend, was man als besten Wert 
wahlen mu. Man vergleiche diesen Fall mit dem analogen der Wellenlangen- 
messung einer unsymmetrisch verbreiterten Spektrallinie, wo man ebenso im 
unsicheren sein wird, ob man die Stelle des Intensitatsmaximums, die Stelle, 
welche auf beiden Seiten die Halfte der Intensitaét liegen hat, oder den Schwer- 
punkt als den wahren Ort der Linie ansehen mu8. Ohne weitere Kenntnisse 
uber die Entstehungsweise der Schiefe wird man in beiden Fallen vorzugs- 
weise xz, die Stelle des Maximums wahlen, dabei aber darauf bedacht sein, dab 
leicht ein systematischer Fehler begangen wird. Die Schwierigkeit 1aBt sich 
auch so ausdriicken: bei schiefer Fehlerverteilung ist eine scharfe Trennung 
von systematischen und zufalligen Fehlern nicht méglich. Wir setzen deshalb 
weiter ein willkiirliches symmetrisches Fehlergesetz w(x — m) voraus. 

Der gewohnlich benutzte beste Wert aus » Beobachtungen ist das arith- 
metische Mittel «, bestimmt durch die Gleichung >’ (x — «) = 0, wo die Summe, 


wie iiberall im folgenden, itber alle Beobachtungswerte *, ... %, zu nehmen 
ist. Man betrachte die Verallgemeinerung dieser Gleichung 
A (% — 8) = 0, (87) 


wo f eine ungerade Funktion des Arguments x — g ist. (87) kann so gelesen 
werden: es ist g das Mittel aus den x-Werten mit Gewichten h/x — g, also mit 
einer symmetrischen Gewichtsfunktion, berechnet. Ware die Zahl der x-Werte in 
jedem Intervall genau gleich der aus dem Fehlergesetz berechneten, so wirde 
man g= mm finden. Aus den statistischen Abweichungen dieser Zahlen berechnet 
man fiir die Abweichung von g 

iay ape Jip dx 8g 

6 (g) n (fodh) Z | ( ) 
welche Formel fiir spezielle Wahl der Funktion / leicht zu folgenden Ergebnissen 
fubrt: 


Arithmetisches Mittel  « h(x) 
Zentrale Beobachtung c h(x) =sg(x)4), 6g = n-*/2.0'(0); (89) 





1 


x, Ox, = N * Oy, 


rae sd 
Bestmoégliche Bestimmung y h(x) = 9'(*)/p(*), 9% = (n | - dx) ? 


1) Signum von »# bedeutet die unstetige Funktion, welche — 1 ist fir x <0 und + 1 
fir x >0. Fir die Anwendung auf diesen Fall ist der Nenner von (88) als Stieltjes- 


integral aufzufassen. 
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Bei Anwendung dieser Formeln auf die vier Probegesetze (86) erhalt man die 
Zahlen der Tabelle 2, welche das ,,Gewicht“ = 4 [o? der Bestimmungen Mn eG 
und y gibt, sowie die fiir die Bestimmung von y notige Gewichtsfunktion : 


Tabelle 2. Gewicht von Mittelwertsbestimmungen. 











Fehlergesetz 1Jox 1/o¢ 1 Joy | Gewicht fiir y 
A 7 n/a? 3,52 n/a? 10 n/a? (i as) 
B naz 0,637 n/az naz 1 
Cc 0,5 n/az n|ar n|ar 1/|+| 
D 0 0,405 n/az 0,5 n/a? (Gee eee 


Da die Konstanten a1, ag, a und a, verschiedene Bedeutung in den ent- 
sprechenden Gesetzen haben, so sind nur die Verhaltniszahlen der Genauig- 
keiten verschiedener Berechnungsweisen vergleichbar. Die Tabelle gibt z. B. 
an, daB c nur 35% des Gewichts der besten Bestimmung hat fiir Gesetz A, 100% 
fiir C, also fiir letzteres identisch mit y ist, Fiir das GauBsche Gesetz B gibt a die 
beste Bestimmung. Aus der letzten Spalte sieht man, daB man fiir A den weiter 
abliegenden Beobachtungen am besten ein gréBeres Gewicht gibt als den in 
der Mitte liegenden, umgekehrt fiir C und D ein kleineres. Selbst das Gesetz D 
gibt dann eine gute Genauigkeit, das gewohnliche arithmetische Mittel ist dafiir 
aber ganz unbrauchbar. 

39. Bestimmung der Genauigkeit aus den Fehlern. Man stellt sich gewohn- 
lich die weitere Aufgabe, aus den Abweichungen der ” Beobachtungen unter sich 
ein MaB fir die GréBe der Beobachtungsfehler zu berechnen. Wir betrachten 
zuerst den Fall, da8 der genaue Wert der gemessenen GroBe bekannt ist, und daher 
auch die Fehler ¢,, &, ..., &,- Man miBt z. B. wiederholt eine bekannte GroBe, um 
die Genauigkeit des MeBinstruments zu untersuchen. Die Aufgabe lautet dann, 
die Konstante a des Fehlergesetzes (e/a) zu bestimmen, wo eine gegebene 
gerade Funktion ist. Die bestmdgliche Lésung dieses Problems wurde in Ziff. 36 
besprochen. Es sei hier eine allgemeine Berechnungsweise betrachtet, welche 
alle gebrauchliche Verfahren umfaBt. 

Man berechnet das Mittel irgendeiner geraden Funktion k(e/a) und setzt . 
dieses gleich dem aus  berechneten Mittelwert, in welchem a nicht vorkommt: 


qa Mela) = [ R(E) p@) dé. (90) 


Nach bekannten Grundsatzen findet man fiir die Genauigkeit dieser Bestimmung 
von @: 


— =2 
9 a h2—k 


«<n (Jeg @) ah) Se 





Fir die spezielle Anwendung dieser Formel werden wir weiter @2/o2 an-. 
geben, d.h. das Quadrat der relativen Genauigkeit von a, das eine reine 
Zahl ist. In Tabelle 3 findet man die Zahlenwerte fiir vier Verfahren: 1. Be- 
rechnung von a aus der Quadratsumme; 2. aus der Summe der Absolutwerte 
der Fehler; 3. Berechnung von a durch eine Abzdhlung, d.h. man sucht das 
symmetrisch gelegene Intervall, innerhalb welcher der Bruchteil « aller Fehler 


enthalten ist. Man hat also & =1 fiir ela? < ¢@? und # = 0 fir e2/a2e@> 
wo g und « nach 


Sr 


[v@de=a (92) 
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zusammenhangen. Gleichung (91) gibt fiir diesen Fall 


ahs wien (93) 





und man kann « so wahlen, daB die Genauigkeit maximal wird, 4. gibt Tabelle 3 
die Genauigkeit der bestméglichen Bestimmung von « nach Ziff. 36, und den 
zugehoérigen Wert der Funktion &. 


Tabelle 3. Quadrat der relativen Genauigkeit von a. 












aus der besten 
Abzablung 


bestmégl. 
Bestimmung 









Fehlergesetz « dafiir k dafir 





A on | 2,16" | 2,330 24/25 5” ey, — & 
B 2n 1,75” 1,30 » 6/7 2n ie 
c 0,80 ” | n 0,648 4/5 n \é| 
D 0 fy) 0,405 4/2 0,5 ” ert ee" 


Die Bestimmung aus der Quadratsumme ist die bestmégliche fiir das normale 
Gesetz B, die aus den Absolutwerten fiir das Gesetz C. Aber auch fiir B gibt 
die Berechnung aus >'|e| eine Genauigkeit, welche der bestméglichen nur wenig 
nachsteht. Da man oft Abweichungen vom GauBschen Gesetz findet derart, 
da die gréBten Fehler etwas haufiger sind als nach der Formel, so wird der 
Vorteil der Benutzung von }’e? gegeniiber >'|e| praktisch oft geringer sein, als 
die Tabelle fiir B angibt. Wie immer die Rechnung gemacht sei, als Ergebnis 
sollte man jedenfalls den ,,mittleren Fehler“ (d.h. o,) als MaB fiir die Ge- 
nauigkeit der Beobachtungen anfihren. 

Fiir gewohnlich wird man also die relative Genauigkeit eines mittleren Fehlers 


auf y2n veranschlagen. Folgendes Beispiel zeigt die praktische Wichtigkeit 
dieser GréBe. Die von einer Werkstatte hergestellten Theodoliten werden vor 
der Ablieferung dadurch gepriift, da ein bekannter Winkel mit jedem In- 
strument sechsmal gemessen wird. Die daraus abgeleiteten mittleren Fehler werden 
fiir 22 Instrumente gleicher Art wie folgt angegeben, in 0,01” als Einheit: 95, 
444.7419, 410; $1, 84, 101, 76, 90, 109, 106, 97, 44, 40, 83, 117, 95, 86, 67,95, 
79, 86. Diese Zahlen") scheinen auf den ersten Blick anzugeben, daB einige In- 
strumente besonders genau ausgefallen sind, andere deutlich ungenauer, als 
dem Mittel 91 aus obigen Zahlen entspricht. Fir die Wurzel aus dem Quadrat- 
mittel der Abweichungen wird man aber 23 finden, und fiir die Streuung unter 
der Voraussetzung, da alle Instrumente tatsachlich gleich genau waren: 
91/712 = 26. Die Ubereinstimmung bedeutet, daB die wirkliche Ungleich- 
heit der Instrumente gering ist und ganz verdeckt wird durch die Ungenauig- 
keit der Priifung. 

Bis jetzt haben wir angenommen, der genaue Wert der gemessenen GrdBe 
sei bekannt. Meist wird das nicht der Fall sein; man kennt auch die wirklichen 
Fehler nicht, und nimmt an ihrer Stelle die Abweichungen e vom Mittel. Es ist 

oye ea eo en 


= fy — 
Tages hi , 





und durch Quadrieren und Mittelbildung findet man leicht 
Ue AN es 


et = ead € (94) 


unabhangig von der Form des Fehlergesetzes. Daher die bekannte Regel, daB 
die Quadratsumme der Abweichungen, durch » — 1 statt durch  dividiert, 


1) Aus A. FENNEL, ZS. f. Instrkde. Bd. 46, Se 207. 1020. 
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den mittleren Fehler gibt. Bei anderer Berechnungsweise des Fehlers muB ein 
anderer Betrag von m abgezogen werden, z. B. } bei Benutzung von > |e| und 
normalem Gesetz. ee 

Es liegt hier aber noch eine unerwartete Schwierigkeit vor. Gibt man an, 
es soll n —1 statt » benutzt werden, so bedeutet. das offenbar, die Formeln 
werden als genau angesehen auch fiir Glieder von der Ordnung n~1 gegeniiber 
dem Hauptglied. Das sind sie aber nicht ohne weiteres. Fir das normale 
Fehlergesetz soll diese Frage etwas weiter verfolgt werden, weil sie auch bei 
Verarbeitung der Abweichungen bei der Brownschen Bewegung vorkommt?). 
Es geniigt, den Fall zu untersuchen, daB die wirklichen Fehler gegeben sind. 


Setzt man p R : : 
etet...+e&= R’*, 


so ergibt sich durch eine geometrische Betrachtung, genau wie in Ziff. 27, fiir 
die W.-Dichte von Rk: 
@(R) = Cor R12 Fee, (95) 


Das ist eine schiefe Verteilung, welche fiir den dichtesten Wert sowie fiir die 
Mittelwerte gibt: 


R2 = (n — 1) e R =(n—})e R? = no?. 


Danach erscheint es fraglich, ob man bei gegebenem R? den besten Wert von o? 
findet durch Division mit 1, » — $% oder n—1. Anfang dieser Ziffer haben 
wir nur deshalb 1 gefunden, weil wir den beobachteten Wert von R? seinem 
berechneten Mittelwert gleichgesetzt haben. 

Die Frage mu8 aber anders gestellt werden, namlich so: was ist die W.-Dichte 
fir o, wenn R gegeben ist? Das ist nur dann eindeutig zu beantworten, wenn 
die W.-Dichte fiir o a priori gegeben ist. Man hat diese oft konstant voraus- 
gesetzt, roh ausgedriickt: jeder Wert von o soll a priori gleich wahrscheinlich 
sein. Wieder andere benutzen das ,,PrazisionsmaB« h = 1 /oy2 und nehmen 
fiir h konstante W.-Dichte als eben so selbstverstandlich an. Es ist wohl besser, 
die W.-Dichte fiir lgo konstant zu nehmen, d.h. es soll a priori gleich wahr- 
scheinlich sein, daB o zwischen 1 und 2 liegt wie zwischen 2 und 4 usw. DaB 
das Intervall fiir lg o beiderseits unendlich ist, bildet nur scheinbar eine Schwierig- 
keit, da man es ohne Einflu8 auf das Resultat immer passend begrenzen kann. 

Die W. a priori fiir ein Intervall do wird damit Kdo/o, und a posteriori 


CK R®-16-"-1¢-R Ro dg (96) 


wiederum ein schiefes Gesetz. Man hat hier fiir den besten Wert von o etwa 
die Wahl zwischen den folgenden Berechnungsarten: 


/R? R2 e [Re = R? Pee 
0. = See leo =1] = So | ee ee 4 a ee —— 
c=|/5- (ga=tle—, 6 Vesa ane 


Man wird gut tun, an den beiden zuerst angefiihrten, dem Zentralwert, und 
dem dichtesten Wert fiir lgo als Variable, festzuhalten, also R durch n zu divi- 
dieren, und entsprechend die Summe der Abweichungen durch ” — 1, wie iiblich. 
Die angefithrten Zahlen illustrieren zugleich die Schwierigkeit der Wahl bei 
jedem schiefen Gesetz, wovon Anfang Ziff.38 die Rede war. Da man bei 
anderer Formulierung der Aufgabe etwa n + 2 finden kann statt n, wird dem- 


nach verstandlich. Nur die Betrachtung der Verteilungskurve kann in solchen 
Fallen Klarheit bringen. 


1) EricH ScuHMID, Phys..ZS. Bd. 9, S. 222. 1922. 
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40. Verwerfen stark abweichender Beobachtungen. Unter vorliegenden 
Beobachtungen sel eine durch einen groben Fehler entstellt, etwa durch einen 
Schreibfehler oder. ein Versehen anderer Art, durch das Nichtbeachten einer 
VorsichtsmaBregel bei der Messung, oder auch durch zufalliges Eintreten eines 
storenden Umstandes, der fiir gewdhnlich nicht da ist. Selbstverstandlich wird 
man diese falsche Beobachtung bei der Mittelbildung weglassen. Wie soll man 
aber erkennen, ob die Beobachtung falsch ist? 

Wir betrachten den Fall, daB eine Nachpritfung nicht méglich ist, da 
man also nur die beobachtete Zahl, und daher ihre Abweichung vom Mittel, 
zur Beurteilung besitzt. Ist diese Abweichung z. B. das Zehnfache des mittleren 
Fehlers o, so ist es nicht zweifelhaft, daB die Beobachtung falsch ist, denn die W., 
daB eine richtige Beobachtung so weit abweicht, ist, unter Voraussetzung des 
GauBschen Gesetzes, von der Ordnung 10722. Anders ist es im folgenden 
Beispiel. 

Unter 10 Beobachtungen zeigt eine eine Abweichung vom Mittel im Betrage 
von 3,3 6. Soll man diese verwerfen? Aus einer Tafel des Fehlerintegrals wird 
man finden, daB im Mittel 1/1000 der Beobachtungen um 3,3 o oder mehr ab- 
weichen. Das bedeutet hier: die W., daB unter 10 Beobachtungen eine Abweichung 
dieser GréBe vorkommt, ist 0,01. Diese Zahl miiBte man vergleichen mit der 
W., da8 unter 10 Beobachtungen eine falsche vorkommt. Gewéohnlich wird 
man dariiber nicht viel wissen. Gesetzt aber, man weiB aus fritherer Erfahrung, 
da8 etwa 1% der Beobachtungen falsch ist, so wird die W. fiir eine falsche 
Beobachtung 0,1, und damit die W., da8 die starke Abweichung richtig ist, 
1/41. Schlie8t man die Beobachtung aus, so hat man also eine W. 1/11, daB 
das mit Unrecht geschieht. Durch AusschlieBen wird in diesem Fall das Mittel 
um 0,33 o geandert, eine verhaltnismaBig groBe Anderung, die man nicht un- 
richtigerweise vornehmen méchte! 

Obiges Beispiel gibt ein deutliches Bild der Schwierigkeiten beim Verwerfen 
abweichender Beobachtungen. Jeder Einzelfall mu8 fir sich betrachtet werden. 
Man bedenke immer, da das Verwerfen nur wegen Verdacht eines ungewohn- 
lichen Fehlers geschehen soll, d.h. wegen Abweichung vom normalen Gesetz. 
Ware die W.-Dichte der ,,ungewohnlichen“ Fehler bekannt, so kénnte man natiir- 
lich das Fehlergesetz entsprechend abandern, es wiirde einen ,,Schwanz‘ be- 
kommen, welcher die gréBere Haufigkeit der groBen Fehler angabe. Gema 
Ziff. 38 wiirde die bestmégliche Bestimmung dann erfordern, daB man den 
weit abliegenden Beobachtungen ein kleines, fast zu Null herabgehendes Ge- 
wicht @’(e)/eq(e) beilege. Das ganzliche AusschlieBen der Beobachtungen im 
,schwanz‘ ist die einfachste Annaherung an diese bestmégliche Berechnung. 

41. Die Abrundungsfehler. Berechnete sowie beobachtete Zahlenwerte 
sind fast immer abgerundet. Durch das Abrunden an sich wird ein Fehler be- 
gangen, der in Einheiten der letzten Dezimale ausgedriickt, s(x) genannt sei. 
Es sei x der Zahlenwert ohne Abrundung, ebenso in Einheiten der letzten De- 
zimale, so da8 man sagen kann, es wird x» auf einen ganzzahligen Wert abge- 
rundet. s(x) ist periodisch mit der Periode 1 und es ist 

saj=—x% ftir -—4<4<+4. (97) 
Die Frage ist: Wie kombiniert sich dieser Fehler mit den Beobachtungsfehlern? 
Kann x nacheinander alle méglichen Werte annehmen, so wird s ebenso leicht 
positiv als negativ ausfallen, und man berechnet leicht o(s) = 4/V12 = 0,29. 
Das ist also der mittlere Fehler durch Abrundung. Unter geeigneten 
Umstinden wird demnach z. B. das Mittel aus 9 Beobachtungen mit einem mitt- 
leren Abrundungsfehler von 0,29/3 behaftet sein, und die Verteilung der moéglichen 
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Abrundungsfehler wird dabei auBerdem mit guter Annaherung durch ein normales 
Gesetz mit dieser Streuung gegeben. Folgendes einfache Beispiel zeigt aber, 
daB es auch einen systematischen Abrundungsfehler gibt. 

Eine durch zwei. Endstriche genau .definierte Lange von 25,638 mm wird 
mit einem genauen MillimetermaBstab gemessen, die Zehntel werden geschatzt. 
LaBt man den linken Endstrich mit einem Strich der Skala zusammenfallen, 
so gibt die Ablesung am rechten Endstrich 25,6mm. Es ist hier zwecklos, die 
Messung zu wiederholen, das Ergebnis ist immer dasselbe, auch das Mittel 
vieler Messungen gibt den Fehler —0,38 Zehntel mm. Es wird also ein syste- 
matischer Fehler im Betrage s(x) gemacht. Ein Vorteil ist es hier, wenn die 
Skala fiir Strecken von 25mm Abweichungen von etwa 0,05 mm zeigt. An 
verschiedenen Stellen der Skala wird man dann 25,7 ablesen, an anderen 25,6, 
und das Mittel aus mehreren Messungen wird viel naher an den wahren Wert 
herankommen, wie es die Rechnung weiter unten genauer angibt. 

Ganzlich vermieden wird in-diesem Beispiel der systematische Fehler, wenn 
man die zu messende Lange an immer andere willkiirlichen Stellen der Skala 
legt und an beiden Enden die Zehntel schatzt. Es werden dann zwei Zahlen x, 
und x, abgerundet, und es ist %. — x, = 256,38. Liegt der gebrochene Teil von 
%_ zwischen 0,5 und 0,88, so ist das Ergebnis 25,7, sonst 25,6. Die W. fiir den 
groBeren Wert ist also 0,38 und das Mittel aus 7 Beobachtungen wird mit wachsen- 
dem m dem genauen Wert von x zustreben. Fiir den mittleren Fehler dieses 
Mittels findet man nach bekannten Formeln 


n-* 0,38 + 0,62 = 0,49n-?. 


Aus 100 Messungen wiirde man in dieser Weise die Lange tatsachlich mit einem 
m. F. von 5 w bestimmen. Der Zahlenwert stimmt nur ungefahr mit der Be- 
rechnung aus dem mittleren zufalligen Abrundungsfehler 0,29 an beiden Enden, 
welche 0,29 V2 -n-* = 0,44 2-3 gibt: 

Allgemein finden wir den systematischen Abrundungsfehler r(x) wie 
folgt. Es wird die Zahl x abgerundet, Fehler s(x). Der wahre Wert ist aber Se 
der Beobachtungsfehler «= % — x) hat die W.-Dichte g(e). Der Mittelwert 
von ¢ ist Null, der Mittelwert von s(x) aber hangt von x, ab, wir schreiben: 

+co 
S() = 1(%9) = s(x) pe — a) dev. (98) 

Das ist eine periodische Funktion von x», von der Periode 1. Fiir thre Fourier- 

entwicklung findet man 





+00 
7(%) = >  cysin 2naw%q mit Cy = ca) [cos 2nmx D(x) ax , (99) 
und speziell im Fall des GauBschen Gesetzes: P 
7(%q) = — 4 ¢-2n* 0 sin 2 A g-8atot gi 
? = I Xo + =e sin4a%)—---. (100) 


Nach letzterer Formel nimmt der systematische Fehler bei zunehmendem o 
sehr schnell ab. Das Maximum von r, ungefahr bei % = 1/4 und % = 3/4 ist 
gleich o fiir o = 1/6, es wird 0,1 o fiir og =1 /3, und 0,002 o, also ganich un- 
merklich, fiir 6=1/2. DaB der systematische Abrundungsfehler mit wachsender 
Ungenauigkeit der Beobachtungen abnehmen muB, wird man auch aus Abb yi 
erkennen, wo die Verteilungsgesetze fiir den Abrundungsfehler fiir den besonderen 
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Fall dargestellt sind, da8 der wahre Wert %, den gebrochenen Teil 0,75 hat?). 
Ohne zufallige Beobachtungsfehler wire dann s = 0,25, und um diesen Wert 
herum liegen die Abrundungs- 4 
fehler, wenn der mittlere Be- 
obachtungsfehler o z. B. ein 
Neuntel des Abrundungsinter- 3 
valls betragt. Fir o = 1/6 
kommt es schon 6fter vor, daB 
die Beobachtung statt 0,75 
Werte unter 0,5 liefert, so daB  ? 
s negativ wird und s merklich 
kleiner als 0,25. Fir o = 1/3 
ist die Verteilung schon fast 
gleichmaBig, und es wird 5 = 
0,03. (Uber die Art dieser Ver- 
teilungskurven vel. Ziff. 42.) 

Aus den obigen Zahlen, 
welche alle fir das Abrundungs- 
intervall als Einheit gelten, ent- 
nimmt man als praktische Regel: Das Abrundungsintervall soll héchstens 
das Doppelte des anderweitigen mittleren Beobachtungsfehlers be- 
tragen. 

42. Zyklische Fehlergesetze. In verschiedenen Fallen kommt es vor, da8 
man aus Beobachtungen ganzzahlige Verhaltnisse zu bestimmen sucht. 
Man denke etwa an die Bestimmung des elektrischen Elementarquantums nach 
MILLIKAN. Die wahren Werte x, sind dann bei geeigneter Wahl der Einheit — 
und diese sei im folgenden vorausgesetzt — ganze Zahlen. Die beobachteten x 
weichen davon um die Beob- 
achtungsfehler ¢ ab, die bei 
gegebenem x, die W-Dichte 
y(t) = y(* —%) haben mo- 
gen. Wir wollen weiter anneh- 
men, da8 in der Umgebung 
eines gewissen Wertes m die 
Zahlen m, m+1, m+2... 

m—1, m—2... als wahre 
Werte a priori gleich wahr- 
scheinlich sind. Fiir die Ver- 
teilung der x ergibt sich 0 G5 7 45 2 
dann (Abb. 8) Abb.8. Bildung eines zyklischen Fehlergesetzes aus einem linearen. 





0. + | ees oe 
“95 -G% -Q3 -Q2 -Q7 0 +07 *G2 +93 +94 +Q5 
Abb. 7. Verteilung des Abrundungsfehlers fiir + = 0,75. 





Co(x — m) + Co(x—m—1) +>: + Cy(x—m+1) +++. 


Es liegt auf der Hand, die verschiedenen Perioden dieser periodischen Verteilung 
zusammenzufiigen, etwa dadurch, daB man nach der W-Dichte des gebrochenen 
Teils von x — mfragt. Dieser sei €, dann finden wir fiir das Verteilungsgesetz « (é) 


+00 
o() => e€+9, (101) 
k=-c r ' 
1) Fiir andere Werte von +) braucht man nur die Kurven entsprechend horizontal 
zu verschieben. x 
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da die Konstante C gleich 1 wird, weil 
1 +00 
fod = [ p(x) dx = he 
0 — oo 


Fiir die Fourierentwicklung von w findet man, wenn gy symmetrisch ist, 
+00 


w(é) =1+2C,cos2a&é + 2C,cos4a&E 4+ +--+, wot, = [e) cos2kaxdx. (102) 
w heiBt nach v. MisEs4), welcher die vorliegende Frage zuerst behandelte, 
zyklisches Fehlergesetz. Als Gegensatz sei y als lineares Fehlergesetz 
bezeichnet. Fiir gewohnlich wird man fiir y das normale GauBsche Gesetz in (102) 
einsetzen kénnen und dadurch das normale zyklische Gesetz 


w(é) = 1+ 2gcos2aé + 2¢!cos4mé+--- = 0, (6), g=e2*™™", (103) 


eine Jacobische Thetafunktion, erhalten. Dieselbe Formel erhalt man, indem 
man gema® Ziff. 29 die Warmeleitungsgleichung fiir einen ringformigen Stab 
vom Umfang 1 lést. 

Es ist lehrreich, das in ganz anderer Weise von v. MIsEs abgeleitete zyklische 
Gesetz zum Vergleich heranzuziehen. Er versuchte die alte GauBsche Herleitung 
des linearen Gesetzes aus dem Postulat des arithmetrischen Mittels auf diesen 
Fall zu iibertragen. Man hat dafiir folgende Fragestellung zu betrachten. 

Die wahren Werte seien m + k, wo m unbekannt, k eine willkiirliche ganze 
Zahl sei. Wie soll man aus m Beobachtungswerten x,...%, den Wert von m 
bestimmen? v. MIsSEs postuliert nun folgende Bestimmungsweise: auf einen 
Kreis vom Umfang 1 trage man Bogenlangen x,...%, auf und bestimme den 
Schwerpunkt der Endpunkte. Der Halbmesser durch diesen Schwerpunkt gibt 
auf dem Kreis den Bogen m an. Analytisch bedeutet das: m wird bestimmt aus 
der Gleichung 


> sin2a(x;—m) =0. (104) 


Nehmen wir etwa an, die Be- 
stimmung nach (104) soll die 
genaueste sein, so ist das 
Fehlergesetz dadurch festge- 
legt. Es mu8 nach Ziff. 36 
Formel (78) dann — 
E co’ (4% — m) 
csin 22 (x <= m) => w (¥ —m) 
und damit 


a(x —m) — Ce%cos2x (#—m) (105) 





eens ae sein. Das ist das Ergebnis 
Ms hf 424s G4 G5 G6 OF 8 89 4a von ¥.- Mises. Abb, 9 gibt 
b.9. Ei i 1 i 
9 in normales paar hore (—) und ein solches nach ese More dieses Ge- 
h setzes mit dem normalen ge- 
a (103). Es liegt hier also ein Beispiel vor, wo, anders als bei dem linearen 
I ehlergesetz, das »Postulat des arithmetischen Mittels“ — entsprechend abge- 
andert — in seinen SchluBfolgerungen deutlich von der ,,Hypothese der Partial- 


fehler“ verschieden ist, Es ist wohl nicht zweifelh 
Vorrang geben muB, zweitelhaft, daB man der letzteren den 








1) R. v. Misgs, Phys. ZS. Bd. 19, S. 420. 1948. 
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VI. Korrelation. 
a) Mit zwei Veradnderlichen. 


43, Einleitung, der Korrelationskoeffizient. In den Abschnitten IV und V 
wurde fast ausschlieBlich der Fall betrachtet, daB den Zufallserscheinungen 
nur eine Variable, x, zugeordnet ist. Betrachtet man gleichzeitig mehrere 
Veranderlichen, welche vom Zufall abhangen, so kommen iiberall neue Gesichts- 
punkte hinzu, so daB eine erschépfende Behandlung weit mehr Raum beanspruchen 
wiirde, als die entsprechende fiir eine Variable. Es sind aber viele von den oben 
behandelten Fragen fiir mehrere Variable noch ungelést oder nicht einmal auf- 
geworfen. Auch von der schon geleisteten Arbeit auf diesem Gebiete kénnen 
nur einzelne Teile, welche direkte physikalische Anwendung finden, hier ge- 
bracht, andere im Zusammenhang damit kurz gestreift werden. ' 

Wir beschranken uns vorlaufig auf zwei Veranderliche, x, y und betrachten 
spater die wesentlich neuen Begriffe bei mehreren Variablen (Ziff. 48ff.). Es 
sollen ferner im folgenden fiir gewéhnlich kontinuierliche Wahrscheinlich- 
keiten behandelt werden, die Aussagen lassen sich — soweit es itiberhaupt einen 
Unterschied macht — leicht fiir den Fall diskreter méglicher Werte der Ver- 
anderlichen entsprechend abandern. 

In jedem besonderen Fall wird die Zufallserscheinung bis in alle Einzel- 
heiten bekannt sein, sobald die W.-Dichte p(x, y) (Ziff. 24) als Funktion der 
beiden Veranderlichen bekannt ist. Nun wird aber einerseits bei statistischen 
Untersuchungen das Beobachtungsmaterial schwieriger noch als bei einer Vari- 
ablen zur Bestimmung des Verlaufs von @ ausreichen, anderseits wird bei theo- 
retischen Untersuchungen die Berechnung von q oft sehr beschwerlich oder 
unausfiihrbar sein. Man sucht deshalb die Eigenschaften von q durch eine 
méglichst geringe Anzahl von Konstanten wiederzugeben, Als solche kommen 
wegen ihrer einfachen Eigenschaften und willkiirlich wahlbaren Anzahl an erster 
Stelle die Potenzmittel (Momente) in Betracht, in der Reihenfolge 








%, y, x, By, y?, x3, x2, x y2, y3, usw. 
oder ‘besser, gleich die von den Mittelwerten an gemessenen Momente p,,, 
4 Lunn = (% cae x)™ (y a yy". (106) 


So wie nun fiir eine Veranderliche oft die Mittelwerte x und x?, oder ¥ und o, 
geniigen, ebenso wird man fiir zwei Verdnderliche haufig mit den fiinf Werten 
x, ¥, x*, xy, y2 auskommen, wo nur der Wert %y oder das entsprechende (14, 
neu ist. Dieser Mittelwert ist in einigen Fallen zur Beurteilung der Abhangig- 
keit von x und y schon sehr brauchbar, da bei Unabhangigkeit ,, = 0 ist 
(vgl. weiter Ziff. 47), er kann auch in theoretischen Berechnungen hierzu ge- 
braucht werden. Gewoéhnlich wird man aber vorziehen, aus ihm eine dimensions- 
lose Zahl y abzuleiten nach — 

She Ss ey Sy) (107) 





TGP 
welche als Korrelationskoeffizient (im folgenden abgekiirzt zu Kk.) be- 
zeichnet wird. Es seien weiter die normierten Veranderlichen 











eRe eat Aral nm! 
Se i. Ue (108) 

eingefithrt, so daB €? = ni 4, &y =r wird. Der Ausdruck 
(a& + by)? = a? + 2rab +b? (109) 
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kann fiir keine reellen Werte von 4 und 6 negativ werden, also muB 
—1<r<+1 (110) 


sein. Er kann nur Null werden fir 7 = +41, fir 7 = +4 wird (& — y)?=0, 
also identisch & =, ebenso fir r= —1, ¢= —%- Die Grenzwerte +41 des 
Korrelationskoeffizienten geben also an, daB x und y vollstandig verbunden 
sind, d. h. bei bekanntem  hangt nicht mehr vom Zufall ab, sondern ist voll- 
kommen bestimmt: 


y=yt(x—X), wenn pi +4. 


Sind andererseits x und y unabhangig, so wirdy = 0, es gilt aber im allgemeinen 
nicht das Umgekehrte (Ziff. 47). So wird fiir die Richtungskosinus aus Ziff. 13 


Cg = 10) Ah, = 0 also 7(%1, %) =0 
aber e557 
a= ag=4t, OF 3 = er Of = O=5, 
daraus 
(OT, 5) a Fy 


so daB «2 und «3, und auch a, und &», nicht unabhingig sind. Wie in diesem 
Beispiel wird man allgemein die gemischten Momente pu,» auf die Korrelations- 
koeffizienten v(x”, y”) zuriickfiihren koénnen. % und y werden nur dann un- 
a bhangig sein, wenn diese 7(x™, y") fiir alle positiv ganzzahligen m und 
verschwinden. 

Um anzugeben, da8 nur bekannt ist, daB r(x, y) =0, werden wir auch 
sagen: x und y sind unkorreliert. 

44. Das Vektorschema fiir lineare Funktionen. Man berechne die Streuung 
von z=ax-+ by, wenn ¢ der Kk. von x und y ist. Es wird 


/ g-2=ale —%) + by ¥) 
und E 
o? = aot + 2ab7 0,0, + b?o;. (411) 


Diese Formel laBt sich einfach geometrisch 
veranschaulichen. Man trage zwei Vektoren’ $, 
und 8, mit Absolutwerten 6, und o, auf, welche 
den Winkel g = arccosy einschlieBen (Abb. 10). 


Nimmt man dann OP = ao,, PQ =bo,, so wird 





Abb. 10, Streuung und Kk. einer linearen 








Funktion. Q=o,. Fir den Kk. 7,, findet man weiter: 
(x — #) {a(x —%) + d(y—y)} ao, +b 
Vrs = { — yeas a “*v — cosQOP. (112) 


Der Kk. zwischen zwei willkirlichen linearen Funktionen von x und y wird 
ebenso dem Kosinus des Winkels zwischen den entsprechenden Vektoren gleich 
gefunden. Der Vektor 3,= 48, + 08, gibt also durch Richtung und 
GroBe die Korrelation und Streuung fiir z=ax-+ by an. 


Es ist beispielsweise der Vektor 8, — 7 “8, senkrecht auf OP, deshalb ist 
Oy ¢ . : z 
y — yx unkorreliert mit x, wie man auch algebraisch leicht nachrechnet. 


Als Anwendung sei der Fall betrachtet, da8 man aus Beobachtungen in 
verschiedener Weise die beiden Zahlenwerte x und y als Bestimmungen fir 
dieselbe GréBe mit den mittleren Fehlern o, resp. o, entnimmt. Man wird 
versuchen, x und y zu einem noch genaueren Mittel zu vereinigen. Die Streuung 
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von 2 = (ax + by)/(a-+ b), d.h. des Mittels mit Gewichten a und b, wird nach 
dem Obigen durch den Abstand eines Punktes der gestrichelten Geraden von O 
dargestellt. Das Lot von O auf diese Gerade gibt also das genaueste Mittel 
an, in Abb. 10 mii®te man dafiir y ein negatives Gewicht erteilen. Nur wenn 
x und y unkorreliert sind, wird man aus der Abbildung die bekannte Vorschrift 
der Ausgleichungsrechnung zuriickfinden, nach welcher a/b = 6,7/6,2 sein muB. 
Fiir den besonderen Fall dagegen, daB die Gerade durch die Endpunkte von 3, 
und 8, auf einem dieser Vektoren senkrecht stehen sollte, wird das Heranziehen 
des anderen keine Erhéhung der Genauigkeit bringen kénnen. Dieser Fall tritt 
in folgendem Beispiel ein. ~ 

Aus der groBen Zahl N gleichartiger Messungen x, --- xy einer GréBe nimmt 
man einerseits das arithmetische Mittel «,,, andererseits den Zentral- 
wert x, (Ziff. 33). Um den Kk. r(x, x.) zu berechnen, sei ein symmetrisches 
Verteilungsgesetz q(x;) fiir jede Einzelmessung vorausgesetzt, und der Null- 
punkt in x gelegt. Der bedingte Mittelwert fiir x; > x, wird 


a = [x pa) ax/{o0) dx =2[4 + 24. 9(0)) | (x) dx , 


das letztere als lineare Annaherung fiir kleines x,. Ist nun, der beobachtete 
Zentralwert, so liegen N/2 Beobachtungen oberhalb von x,, und es wird fiir 
den Mittelwert des arithmetischen Mittels x,, j 


: 0 
N x," =N[A + 2x.(0)][ xpdx + N[1 — 2%, 9(0)] | xpdx =N-24,(0) +] x]. 


0 —co 
Durch Bildung des allgemeinen Mittelwerts nach Multiplikation mit Ne 
wird leicht weiter gefunden 
2(0) -[a]- oe lal 


Y (Xms Xe) a =r 


x 1 Ox 
On Oo, 


0, = 2p(0VN’ On = |N’ (113) 











, 


Tabelle 4 gibt die Zahlenwerte fiir drei ausgewahlte Fehlergesetze. Beim ersten, 
rechtwinkligen Gesetz mu man fiir die beste Bestimmung x, ein negatives 
Gewicht geben, fiir die beiden anderen sind die besten Bestimmungen %,, resp. x, 
selber, in Ubereinstimmung mit dem allgemeinen Ergebnis in Ziff. 38. 


Tabelle 4. Korrelation von Zentralwert und 
arithmetischem Mittel. 


Fehlergesetz Ce VN | Om VN 7(%m; Xe) | Genauestes Mittel 
4 (x? <1) | . 2 17/2 ! 3 aoe 
y(*) = 0 oS 1) | 1 | 473 | 4V3 | 7 Vm aXe 
pxy=e-mallan } Yaj2 | 1 Y2iu | ty 
| | 
| = LFF ae 
o(x) = ¥e7 fags re | eae Me 





45. Die Irrwanderung mit Korrelation. Zur Erlauterung von Fragen uber 
das Zusammenwirken vieler Schwingungsvorgange, sowie tiber die Brownsche 
Bewegung, hat man folgendes Problem gestellt. Ein Wanderer legt in willktr- 
licher Richtung die gerade Strecke /) zuriick, wahlt dann eine andere Richtung, 
welche mit der ersten einen Winkel «, macht, nach einer Strecke /, schlagt 
er wieder einen Winkel «, ab, usw. Man sucht die W.-Dichte des Endpunktes 
nach # Strecken, wenn die Winkel « vom. Zufall abhangen. 


Handbuch der Physik. III. 34 
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Es seien die Strecken alle gleich /, und die « symmetrisch auf positive 
und negative Winkel verteilt, so daB sina = 0 und cosa = oO gilt. Werden 
kleine Winkel stark bevorzugt, so wird # nahe an 1 sein. Man findet leicht 

COS(%, + %) = 9,  cos(a, + %gF + Xm) = Oo” 


und daher fair den mittleren Weg 4 in der Richtung von /y 


7 Ae Oe ee (114) 


und fiir das Quadratmittel der Projektion des ganzen Weges auf irgendeine 
x-Achse, mit welcher die Strecken Winkel %, 1 - - - einschlieBen 


L? =P2(cos @y) + cosy, + °°: + COs @q-1)? = Pes COS PCOS 
Us 39 











und 








COS @;COS P; = COS? q; + COS(O%j41 + *7* %%) = soe, 


Fiir groBe » wird man angenahert 7 — 7 von —oo bis + co nehmen konnen, 


und finden __ ee giao 
L? nl ree 


Man achte darauf, daB # als Kk. zwischen den Projektionen angrenzender 
Strecken aufgefaBt werden kann. Fiir den allgemeinen Fall, da8 auch die Lange L; 
vom Zufall abhangt und auch fiir das entsprechende dreidimensionale Problem, 
wird man besser gleich den Kk. einfithren, und zwar zwischen den Strecken 
als Vektoren, I, und {,, wo in der Definitionsgleichung (109) das skalare Pro- 
dukt zu nehmen ist. Ist der Kk. fiir angrenzende Vektoren immer gleich #, so 
wird man ihn fiir {, und [,, wieder zu 0 finden (vgl. dazu Ziff. 49) und ebenso 
die Endformel: _ hes 

ee (115) 








ud B=2+L 


i 





Man begegnet Formel (115) in der Gastheorie bei Einftthrung der sog. Per- 
sistenz der Geschwindigkeit nach einem Zusammensto8. Genau genommen 
mu8 man dabei die Persistenz der Weglange benutzen, d.h. den Kk. an- 
grenzender Weglangen, die als Vektoren betrachtet werden. 

Formel (145), oder eine in 4hnlicher Weise gebildete, gibt die mittlere In- 
tensitat fiir interferierende Lichtschwingungen, deren Phasen Korrelation zeigen. 
Fir die Anwendung auf Lichtzerstreuung vgl. man die Literatur?). Einfacher 
ist die Anwendung auf den Weg, den ein Emulsionsteilchen durch Brown- 
sche Bewegung in der Zeit ¢ zuriicklegt. Dabei bedenke man, da8 man fiir [ 
auch die Vektorsumme einer Anzahl von Weglangen einsetzen kann. Man 
teile die Zeit ¢ in m gleiche Teile At = t/n, welche so klein sind, daB die Ge- 
schwindigkeit « sich wahrend Aé nur wenig dndert, und setze 1=udt. Es 
ist fur die Brownsche Bewegung (Ziff. 46) 

Avene iy Pee ; : 
ps also (41+ duju=(1— pAiuv, G=1—fPAt, 
wo / die Dampfungskonstante ist. In (415) eingesetzt, mit 72 = u? (AZ)?, hebt 
sich A¢ heraus und es wird 


—— 2u2 
L?2 ed (116) 


die bekannte Einsteinsche Formel fiir das Quadratmittel der Entfernung nach 


einer Zeit 7, in welche man gewodhnlich mu? = ze 
(ds. Hb. Bd. IX, Kap. 6) : mu? — RT und 6 = 627 a/m einsetzt 


1) L. S. ORNSTEIN und F, ZERNIKE, Phys. ZS. Bd. 27, S. 761. 1926. 
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46. Die Brownsche Bewegung. Es seien hier einige Berechnungen iiber 
die Brownsche Bewegung eingeschaltet, weil es dabei gerade auf Korrelation 
ankommt, deren richtige Erkenntnis die Berechnung sehr einfach méoglich 
macht. Sie bilden zugleich ein Beispiel dafiir, da8 es nicht immer von Vorteil 
ist, den Kk. auszurechnen, weil man oft mit den Mittelwerten der Produkte 
auskommt. 

Wir beschranken uns im folgenden auf Bewegungen in einer Koordinate x, 
die Verschiebung, Drehung, aber auch durchgeflossene Elektrizitatsmenge usw. 
darstellen kann. Das entscheidende Moment bilden die zufalligen StéBe von 
umgebenden Molekiilen, Elektronen im Leiter u. dgl. Durch diese wiirde das 
System in immer stirkere Bewegung geraten, wenn nicht mit zunehmender 
Geschwindigkeit « unvermeidlich eine wachsende Dampfung verbunden ware. 
RAYLEIGH hat in einem einfachen Falle diese Dampfung genau berechnet (Ziff. 30). 
Meistens wird die kinetische Berechnung nicht méglich sein, man wird in der 


Bewegungsgleichung - 
5 alien aang (117) 


die Dampfungskonstante § sodann als eine empirisch bekannte GréBe ein- 
fihren. Einfachheitshalber wurde diese Gleichung durch die Masse m dividiert, 
es ist mP der rein zufallige Teil der Kraft, d.h. P = 0 bei gegebenem w. 

Die kritische Betrachtung dieser zuerst von LANGEVIN?) aufgestellten 
Gleichung folgt weiter unten. Es soll aber vorher ihre praktische Benutzung 
zur Berechnung einiger Mittelwerte gezeigt werden nach einer Methode, welche 
auch in verwickelteren Fallen (elastische Bindung, gekoppelte Systeme) an- 
wendbar ist [ORNSTEIN?)]. Die Geschwindigkeit u) zur Zeit ¢ = 0 sei gegeben. 
Integration von (117) gibt, 

t 
UM = Ug e FE + e FFI es P(s)ds, (118) 
0 


und daraus fiir den bedingten Mittelwert bei gegebenem wu, 


ee == Her?" 


wie vorauszusehen war: die mittlere Geschwindigkeit nimmt durch die Dampfung 
ab, wird nicht durch P beeinfluBt. Anders aber das Quadratmittel 





Uo 


[ opts] ; 


0 


~9u 3 = 9°72 a 
ue — upe-2Pt + e-2Pt 





wo der letzte Term ebenso wie das Quadrat einer Summe auf Mittelwerte von 
Produkten fiihrt, sich namlich reduziert zu 


t py Ds 4 
2e-28t | e2heds | ef P(s) P(s +s) ds = as (4 — e~2#4) | P(s) P(s+s)ds’, 
0 0 0 





letzteres gilt angenahert, weil das Produkt der P nur fir sehr kleine Zeit- 
unterschiede s’ <1 einen von Null verschiedenen Mittelwert haben wird. Z. B. 


1) P. LANGEVIN, Pariser C. R. Bd. 146, S. 530. 1908. 
2) L. S. ORNSTEIN, Proc. Amsterdam Bd. 21, S. 96. 1917; ZS. f. Phys. Bd. 41, 
Soto o27- , 


34% 
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wird in einem verdiinnten Gas t von der GroSenordnung der StoBzeit sein. Es 
sei das letzte Integral mit Q bezeichnet 


[Py Pe Sasa OC 


dann wird 


ia = QIB + (us — O/B) 2-2", ~ (149) 


d. h. das mittlere Geschwindigkeitsquadrat geht vom Anfangswert ™% exponentiell 
gegen den Endwert Q/8, welcher also gleich dem allgemeinen Mittel «? sein 
mu. Analog berechnet man x?"" und dhnliche Mittelwerte a, 

Es sind auf den ersten Blick schwerwiegende Bedenken gegen die Richtigkeit 
der Langevinschen Gleichung (117) erhoben worden. Man multipliziere sie mit 
wu und bilde den allgemeinen Mittelwert: 


Fly #) = Bi + WP. (120) 


Die linke Seite muB sicher Null sein, es scheint aber, als sei auch uP =O, was 
einen Widerspruch bedeuten wiirde. Es wurde aber bei den obigen Rechnungen 


nur P“ =0 und daher uP = 0 benutzt. In der Tat findet man, ganz wie 


oben, aus (118) ‘ 


“P= eft | Be P(e P(s)ds=Q, 
0 





wodurch der Widerspruch in (120) verschwindet, weil u? = Q/£ ist. 

Die Langevinsche Gleichung geniigt aber nicht der prinzipiellen Forderung, 
da die Molekularprozesse umkehrbar sein sollen. Die Dampfungskraft, welche 
ja auch von den stoBenden Molekiilen herriihrt, ist damit in Widerspruch. Die 
Sachlage wird deutlich, wenn man statt der Differentialgleichung die Diffe -enzen- 
gleichung schreibt: 


Au u 


Fr =—hut+P, wo C05 (121) 


deren Richtigkeit und Umkehrbarkeit wie folgt gefunden wird. 
Die Geschwindigkeit zur Zeit ¢ sei w, zur Zeit t+ At, w+ Au. Es ist 








(1+ Au)?=u% also udu =—4}(Au)?, (w+ Au) du =+4(An)?, 
daher 7 = a3 
Au Au 1A) 2 
Hise A eo oe ae 


eine Konstante, unabhangig von 4?, solange At ein gewisses MaB 1 nicht unter- 
schreitet. Es sind also w und Au/dt negativ korreliert, umgekehrt w+ A u 


und Au/At positiv korreliert, und man hat die R j ‘lei 
(Ziff. 47) Re le _Regressionsgleichungen 


Au" UutAu 


We = Bu (121a) =, = + f(u + Au) (421d), 
wo Bp = C/w. 


Es ist aber (121) gleichbedeutend mit (12 lie Zel 
: ( 1). Kehrt man nun die Zeitfolge um 
so andert Au/At das Zeichen, auBerdem ist aber x durch w + Au zu ees 


Vel. L. S.0 
ee Pong RNSTEIN, vorige FuBnote, auch F. ZeRNIKE, ZS. f, Phys. Bd. 40, 
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und aus (121 b) resultiert wieder (121). Abb. 14 gibt den aus diesen Uberlegungen 
folgenden Verlauf von 7 fiir positive und negative Zeiten wieder. Durch 
die ganz kleine Abrundung der Spitze 
wird allen Forderungen der statistischen 
Mechanik geniigt, welche auch die starke 
Kriimmung bei ¢ = 0 zu berechnen er- 
laubt!). Es ist fast selbstverstandlich, 
da man fiir die Berechnungen die 
Differenzengleichung (121) durch die 
Langevinsche Gleichung (117) ersetzen : paca 
wird, und daB diese eine praktisch voll- Abb. 11. Verlauf von uw" eines Brownschen Teilchens 
: a : A als Funktion der Zeit. * 
kommen richtige Lésung ergeben wird, 
mit Ausnahme der nachsten Umgebung von ¢ = 0 (¢ von der Ordnung von 1). 
Merkwiirdigerweise hat man frither gewohnlich die Differentialgleichung 
vorangestellt, daraus durch Integration (121) gewonnen und diese Gleichung 
fiir die weiteren Berechnungen benutzt?). 
47. Die Regressionslinien. Um mehr iiber die Verbundenheit von y mit x 
zu erfahren, als es die eine Konstante 7 anzugeben vermag, kann man den be- 


dingten Mittelwert y’, d.h. der Mittelwert bei festgehaltenem x, als Funk- 
tion von x untersuchen. Man nennt 


i = f(x) 


die Regressionsgleichung fiir y, ihre graphische Darstellung die Re- 
gressionslinie. Denken wir die Verteilungsfunktion q(x, y) als Massendichte 
in der xy-Ebene, so ist diese Regressionslinie der Ort der Schwerpunkte von 
schmalen Streifen parallel der y-Achse. Fiir Streifen parallel der *-Achse werde 
umgekehrt fiir die Schwerpunkte 


os) 


gefunden, die Regressionsgleichung fiir x. Im allgemeinen wird durch die Gestalt 
der einen Regressionslinie nichts iiber die andere festgelegt. 
Wichtig ist der einfache Fall, daB eine Regressionslinie eine Gerade ist. 
Es sei 
yy =a+ bx, (122). 


so findet man durch Bildung des allgemeinen Mittelwerts von (122) bzw. nach 
Multiplikation mit x (vgl. Ziff. 12) 


y=atbe, xy =ax+ dx? (123) 
und po ute 
ee aes GS en vy 
ve % Oz 


Man nennt } den Regressionskoeffizienten. In normierte Variablen (Ziff. 43) 
umgerechnet wird aus (122) einfach 


i ere, analog é = ry 


aus der Regressionsgleichung fiir *, vorausgesetzt, daB auch diese linear ist. 








1) L. S. ORNSTEIN u. F. ZERNIKE, Versl. Akad. Amsterdam Bd. 26, S. 1227. 1918. 
2) Man sehe G. L. pe Haas-Lorentz. Die Brownsche Bewegung, Sammlung die Wissen- 
schaft Bd. 52. Braunschweig 1913. 
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Der Kk. 7 lift sich also auch aus der Regressionsgleichung bestimmen. So 
haben wir Ziff. 44 primar eigentlich die Regressionsgleichung fiir x,, bestimmt, 
tim -daraus. 7 (%_) %,)azu inden. 

Ist die Regression nicht linear, so kann man dennoch die Gerade suchen, 
welche sich der Regressionslinie am besten anschlieft. Dafiir mache man die 
Summe der Quadrate der Abweichungen y* — (a + bx) minimal, d. h. bestimme 
a und 6 so, daB 





(y® — a — bx)? = Minimum. 


Differentiation dieses Ausdrucks nach a und nach 0, und Vertauschen von Mittel- | 
bildung und Differentiation fiihrt auf die Gleichungen (123) zuriick, so daB die 
obigen Formeln fiir den Regressionskoeffizienten bei linearer Regression auch 
fiir nicht lineare Regression einen guten Sinn haben: sie geben die bestanschlie- 
Bende Gerade. 

Um ein Ma fiir den AnschluB dieser Geraden an die Regressionslinie zu 
bekommen, berechnen wir den Wert des Minimums. Es sei zur Vereinfachung 
der Formeln durch Abzug von Konstanten y= 4% = 0 gemacht worden. Man 


findet : (a)? _ % 42 — (sR 
GF ad as ene 


2 
x 





Ist dieser Wert gleich Null, so bedeutet das, daB8 der Anschlu8 vollkommen 
ist, d. h. die Regression von y ist linear. Man hat das Korrelationsverhaltnis 
y definiert durch Go 
qa, (124) 

. 3 
durch Einfithren dieser GréBe wird der obige Minimalwert gleich (y? — 7?) o?. 
Es kann also y?nicht kleiner alsv?sein, und 7?ist nur dann gleich72, 
wenn die Regression linear ist. 

Wir bestimmen noch die bedingte Streuung von y, d.h. die Streuung 
bei gegebenem x. Diese sei mit ,o, bezeichnet, so ist 


207 = (¥ — 7)? = PF — (YP. > 8425) 


Fihrt man den Mittelwert iiber alle x, 20° ein, so 14Bt sich schreiben 











Opes oe 
UN ait aie 20y/ Oy 


und daraus geht hervor, daB 12 niemals > 1 ist. Der Grenzwert n2 = 1 bedeutet, 
daB die bedingte Streuung ,o, durchweg Null ist, y also funktionell von x abhangt. 
Dieser Zusammenhang braucht nicht linear zu sein, es ist dann v2 < 1. Anderer- 
seits bedeutet » = 0, daB y* durchweg Null ist, unabhangig von x. Man kann 
in diesem Falle y »vollstandig unkorreliert mit x‘ nennen, was offenbar 
viel mehr aussagt, als ,,unkorreliert mit x‘ (Ziff. 43). 

Aus dem Wert des Korrelationsverhaltnisses 7 kann man daher weiter- 
gehende Schliisse ziehen als aus dem Kk. 7. Fiir die Anwendung in der Statistik 
ist das wichtig. 7 hat aber dieselben Eigenschaften, wenn man wei, daB die 
Regression linear ist, weil dann 7? = 7? wird. 
me e sel re eae, da Vertauschen von x und y andere Werte fiir 5 

ur 9 gibt, auch die Aussage: x i andi i i 
ee Rese ene ke age: x 1st vollstandig unkorreliert mit y, von der 


Fiir andere Ma®zahlen, durch welche sich Abhangigkei i 
> ngigk 
lassen, vgl. man die Eiternturt) angigkeiten charakterisieren 


) A. A. Tscuuprow, 


K i i es ; Sree 
Piteetnaene bon <orrelationstheorie, Leipzig 1925; dort auch ausfiihrliche 
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b) Mehr als zwei Veranderliche. 


48. Totale und partielle Korrelation. Betrachtet man m Veranderliche 
%1, %o, ..+., Xm, SO kann man Zuerst auf jedes Paar.x;, x; die fritheren Entwick- 
lungen anwenden, und zwar ohne Beachtung der Werte der iibrigen 
Veranderlichen. Man findet dann die Streuungen s,, s;, den Kk. 7;; und die 
Regressionskoeffizienten b;; = s;/s;+ %;. Diese GréBen werden wir als totale 
bezeichnen, zur Unterscheidung von den partiellen, welche fiir den Fall 
gelten, daB die tibrigen Variablen konstant gehalten werden. 

Die 3m(m — 1) totalen Kk. 7,; miissen gewissen Ungleichungen’ geniigen. 
Es ist namlich . 





2 





x x Xm 2 | 
(a2 Tr ay = Tot bam ) = a + 27244, +--+ +a, (126) 


Sin 
niemals negativ, d.h. eine positiv definite Form der Veranderlichen ener Pt 
Die Koeffizienten dieser Form geniigen daher folgenden Bedingungen: Ist D 
die Determinante 


1 M2 Vig +++ Vim | 
V1 41 (Bey ae 
Yim sie eek 








so ist D = 0, und dasselbe gilt von den Unterdeterminanten der Hauptdiagonale. 
Speziell fiir drei Variable wird man so als Grenzen fiir 7,3 finden: 
Tie %3 — V(t — re) (1 — 7s) Seg Stratis + (14 — 72) (1 — 72). (128) 


Bezeichnen wir weiter die partiellen GréBen mit griechischen Buchstaben, 
so wird die Regressionsgleichung fir x, 


i = Bia Xs + Bis %a + DS A ae (129) 








wo der partielle Mittelwert, d. h. der bedingte Mittelwert bei gegebenen x... . %», 
gemeint ist. Multipliziert man (129) der Reihe nach mit x, ... x, und bildet 
den allgemeinen Mittelwert, so entstehen m— 1 Gleichungen 


11 Sy = Vig So Py + Vis S3 Big °** + Fim Sm Bim | 
zur Bestimmung der m — 1 Regressionskoeffizienten, So findet man allgemein 
Sy Dy, 
Piper = yee (130) 


wo die Unterdeterminanten erster Ordnung von D eingefiihrt sind. Da man 
aus statistischen Beobachtungen am einfachsten die totalen Kk. 7;; berechnet, 
so wird man die Gleichungen (130) zur Berechnung der Regressionsgleichungen, 
welche zur Beurteilung der Ergebnisse der Statistik wichtig sind, bendtigen. 
Das sei an folgendem Beispiel von YULE illustriert. 

In einer langjahrigen Statistik ist fiir gewisse Gebiete Englands die Ernte 
an Saaten x, mit der totalen Regenmenge %, wahrend des Friihlings sowie mit 
der Summe der taglichen Lufttemperaturen x, verglichen worden. Die Ergeb- 
ae $, 714,42, Zentner/acre , S, = 1,40 Zolt, Sg. 85°F, 


Ty. = +0,80, tiga 040," t23 = —0,565 


: 
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wobei es zunichst auffallt, daB 74; negativ ist, héhere Temperatur also eine 
geringere Ernte liefert. Die Regressionsgleichung fur +; aber wird 


KP = 3,37 %_ + 0,0036 5 , 


und daraus sieht man, da8 die Ernteausbeute in warmeren Jahren etwas hoher 
ist, vorausgesetzt, da man Jahre mit gleicher Regenmenge %, vergleicht, 
Die negative Korrelation wurde nur dadurch vorgetauscht, da mit hoherer 
Temperatur gewdhnlich weniger Regen einhergeht (723 negativ). 

Sind x», %, -- +) %m gegeben, so zeigt %, noch eine gewisse Streuung. Den 
allgemeinen Mittelwert dieser Streuung werden wir als partielle Streuung 0, 
bezeichnen. Es ist eed thee oe! ee 

ot = a — (a?) = 5 — (4? 
Den letzten Mittelwert berechnet man aus der Regressionsgleichung durch 
Multiplizieren mit x? und Mittelwertbildung. Man findet nach Einsetzen der 
Werte aus (130), daB of = sj D/D,, wird, allgemein 


= Si p-- (134) 


Tbe 


(0 





SchlieBlich wird fiir den partiellen Korrelationskoeffizienten 9;; 
zwischen x; und x;, bei festgelegten iibrigen Variablen, gefunden, daf 
Bi; = 9;/0;- 0,; wird, und daraus 


) 


: ioe 
0ij = pa eS ee (432) 


jie, 





Fir obiges Beispiel wird man finden 
Oyo = 0,70, 013 = +0,10, Ors = —0,44, 


wo die beiden ersten den ursachlichen Zusammenhang der Ernte mit den meteoro- 

logischen Faktoren jetzt in dimensionslosen Zahlen ausdriicken. Aus (131) findet 

man noch of = 0,36s7, d.h. die Schwankungen der Ernteausbeute in den ver- 

schiedenen Jahren werden zu 64% durch die Verschiedenheit der beiden Faktoren - 
%, und x, erklart. _ 

In diesem Beispiel haben 04; und 7, verschiedenes Vorzeichen, Man mu 
allgemein bei .statistischen -Korrelationsuntersuchungen bedenken, daB die 
totalen Kk. das unmittelbare Beobachtungsergebnis sind, die 
partiellen zwischen Folgeerscheinung einerseits und den Ursachen 
anderseits dagegen das fir kausale Schliisse Bendtigte. Eine 
Schwierigkeit bleibt es, da8 alle unter sich korrelierten Ursachen dazu in Be- 
tracht zu ziehen sind. 

__ 49. Geometrische Darstellung. Ebenso wie Ziff. 44 fiir zwei Verander- 
liche angegeben, kann man fiir m Veranderliche m Vektoren 8, ... 3, im m-di- 
mensionalen Raum dazu benutzen, Streuungen und Kk. fiir lineare Funktionen 
a ee ++ Fm darzustellen. Dazu mu 8; den Absolutwert s; haben, und mit 3; 
3 ne arccos 7; einschlieBen. Speziell fiir den Fall m = 3 kann man sich 
ae t die entstehende Abbildung vorstellen. Die Zusammenhange von Ziff. 44 
Onnen hier auBerdem fiir eine Veranschaulichung der in Ziff. 48 eingefithrten 


Begriffe dienen. So wird der Vektor 
; 31 — Bis $2 — B43 35 
die Projektion von 8, auf die Normale der Ebene durch 8 und 8, sein, weil 


% — Bg %_ — By3X3 sowohl mit x, als mit eerie 3 
wer, dieses Wektors findetundan a xs unkorreliert ist. Fir den Absolut- 
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Anderseits sind- *, — b,3%3 sowie %  — b,3x%3 unkorreliert mit x3; und ent- 
sprechen zwei Vektoren 1.3, in den Seitenflachen des Trieders durch 8, 8935. 
Fir den Kk. dieser GréSen findet man 0,, daher ist arccose,, der Flachen- 
winkel an8,. In der Tat sind die Formeln (132) gleichbedeutend mit der Grund- 
formel der spharischen Trigonometrie: 

cosa — cosb cose 


cos A = po 
sinb sinc 





Entsprechend sind die Grenzen (128) einfach der Ausdruck dafiir, daB die Seite c 
eines spharischen Dreiecks zwischen |a — b| und a + 0 liegt. 

Bei theoretischen Betrachtungen wird man, umgekehrt wie in der Statistik, 
gewohnlich von den partiellen Kk. 9, ausgehend die totalen 7;; zu berechnen 
haben. In der geometrischen Darstellung ist das ohne weiteres méglich. Einen 
einfachen Fall haben wir schon Ziff. 45 erledigt.‘ Nennen wir die x-Komponenten 
der dort betrachteten Weglangen der Reihe nach x,, %,,..., So war dort gegeben, 
daB 7;,;,, =, weiter aber auch — was dort nicht besonders hervorgehoben 
wurde —, da fiir die drei Variablen x,, x2, x; die Korrelation zwischen x, und x, 
nur durch die Vermittlung von x, zustande kommt, d.h. daB8 0,3 = 0. Da- 
Gute wird 7,, —7,.7., =U", und da auch 0), = 0., = 0, so wiederliolt sich 
immer wieder diese dem rechtwinkligen spharischen Dreieck entsprechende 
Formel: 744 = 713734 = &, 715 = 0* usw., wie auch frither gefunden. 

Fir die Berechnung der 7 aus den @ findet man Formeln, welche ebenso 
gebaut sind wie (132), (430) und (131), namlich 











o A;; Ao 0; Aj; 6; ~ Sere 5) 
SL Bee 1 pense by = AT Re ee ee Ds (133) 
wo A die Determinante 
de | = =05y SO On 
. O12 4 ste 
A=\|- (134) 
— O1m 








darstellt. 

Wie auch in Ziff. 45 schon bemerkt wurde, kann man bei theoretischen 
Betrachtungen oft mit Vorteil die Einfiihrung der 7 und @, und damit der GréBen s 
und 6, umgehen, indem man nur die Regressionskoeffizienten 6 und f benutzt. 
Ihr Zusammenhang wird gegeben durch 


ane . . 
> Pine: = 9, wo By = — 1, b, = +1, jt, (135) 
k=1 


wie aus den obigen Formeln leicht abzuleiten. Als Beispiel aber fiir das Um- 
gehen der GréBen ry und @ sei (135) direkt abgeleitet. 
Die Bedeutung der f folgt aus den Regressionsgleichungen 


eP = D> Bike (ki), 
diejenige der 6 aus iy 
Ky, = Dpy Xj 5 Dj, =a" 5 
Nimmt man also den bedingten Mittelwert der ersteren bei gegebenem *;, t= 4; 
so wird, weil fiir den Mittelwert %” u.a. auch x; festgehalten wurde, 

xP = HM = D'Byn de®» 


und daraus (135), wenn man /,;= — 1 nimmt. 
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In derselben Weise laBt sich die Korrelation der Dichteschwankungen 
in nahe gelegenen Volumelementen eines Gases behandeln. Die partielle Korre- 
lation wird sich dabei nur auf Entfernungen von der Ordnung der Molekiil- 
gréBe erstrecken, die totale aber, welche die Schwankungen in gréBeren Volumen 
bestimmt, wird unter geeigneten Umstanden selbst auf Entfernungen gréBer als 
die Lichtwellenlange noch merklich. Da hier statt einer endlichen Zahl m von 
Variablen ein Kontinuum vorliegt, so wird (135) zu einer Integralgleichung, welche 
dann weiter auf eine partielle Differentialgleichung fiir 6 als Funktion der Orts- 
koordinaten zuriickzufiihren ist [ORNSTEIN und ZERNIKE?)]. 

50. Die normale Korrelation. Die oben gegebenen Formeln der Kor- 
relationstheorie sind alle unabhangig von der besonderen Gestalt des Ver- 
teilungsgesetzes (W.-Dichte) y(%1, %, ...+, %). Fir einige Anwendungen hat 
es aber seinen Nutzen, eine einfache Normalform dafiir angeben zu konnen. 
GroBere Statistiken erlauben natiirlich auch, das wirklich herrschende Gesetz 
angendhert zu bestimmen. Es kann hier nicht weiter auf die Ausdehnung 
der Betrachtungen der Ziff.33 auf den Fall mehrerer Variablen eingegangen 
werden. Man hat, ebenso wie fiir eine Verdnderliche, verschiedene schiefe 
Gesetze, Reihenentwicklungen, und Methoden zur Konstantenbestimmung 
vorgeschlagen. Dieselbe zentrale Stellung, welche fiir eine Veranderliche das 
normale Gesetz e~*/? einnimmt, und welche vor allem auf seiner asympto- 
tischen Eigenschaft beruht (Ziff. 19), kommt fiir mehrere Veranderliche in gleicher 
Weise den Verteilungsgesetzen zu, deren Exponent quadratisch in den x... %m 
ist. Man bezeichnet diese zweckmaBig als normale Verteilungsgesetze, 
spricht bei ihrer Giiltigkeit auch von normaler Korrelation. 

Die wichtigsten darauf beziiglichen Formeln seien hier mitgeteilt. Es sei 


— 3D Wij Mi 4; 
p=Ce * (136) 
die zu untersuchende normale Verteilung, wo die Summe eine positiv definite 
quadratische Form der x, ... * sein muB. Schreibt man diese als Summe von 


Quadraten, so findet man fiir das m-fache Integral 
Pies 2> aig ai ay 
[e 


AX, AX, +++ Adm = (22)ml2 A’-3 (137) 


— co 


wo A’ die symmetrische Determinante der Koeffizienten a ist. Differenziert 


man (137) nach a;;, so entsteht links das Integral, welches den Mittelwert x, x, 
gibt, so daB oe 











Dip oA ee 
0a;; uM 
und 
se sewed A’; 1 M,; r (138) 
ae Wa if Ss 
Hae 


Betrachtet man die beiden Variablen x; und x; bei konstanten Werten aller 
ubrigen Variablen, so lat sich der Exponent leicht auf 


— E455 45 + 2 ayy Hp 4, + Aj; X7) 


reduzieren, und die Anwendung der obigen Formeln gibt dann 





Plt, = 
ag x ~ (139) 
1) L. S. ORNSTEIN u. F. ZER 


S. 134. 1919. NIKE, Proc. Amsterdam Bd. 17, S. 793. 1914; Phys. ZS. Bd. 19, 


rabies a lp Genauigkeit der statistischen Bestimmung von +, 491 


so daB umgekehrt zu gegebenen partiellen Streuungen und Kk. eine zugehérige 
normale Verteilung unmittelbar angeschrieben werden kann, und zwar mit den 
Koeffizienten 

Lig 
0,0; 


aj; y= 1s 
Sind dagegen die totalen GréBen s, und 7;; gegeben, so berechnet man die 
partiellen daraus mittels der Determinante (127) nach (131) und (132) und findet 


a Sao; 


Weiter sind bei normaler Korrelation alle Regressionen linear, wie 
sich leicht nachrechnen 1aBt. 

Urspriinglich haben die Untersuchungen tiber Korrelation von der normalen 
Verteilung (136) ihren Ausgangspunkt genommen. Die Formeln (134), (432), 
(133) leitet man dann aus (138) und (139) ab. DaB die ersteren, wie aus der 
hier gegebenen Ableitung hervorgeht, unabhangig von der speziellen Form des 
Verteilungsgesetzes sind, hat man erst spditer gefunden. 

51. Genauigkeit der statistischen Bestimmung von r. Nach den obigen 
Formeln ist die normale Verteilung fiir m Variable durch m? Konstanten voll- 
kommen festgelegt. Speziell lassen sich die Mittelwerte von Ausdriicken héheren 
Grades, wie x}, x; x; usw., alle durch diese Konstanten ausdriicken, was man 
leicht durch mehrfache partielle Differentiationen von (137) erreicht. 

Solche Mittelwerte braucht man fiir die Beurteilung der Genauigkeit eines 
statistisch bestimmten Korrelationskoeffizienten. Offenbar brauchen wir dabei 
nur die zwei betreffenden Variablen in Betracht zu ziehen. Sind diese x und y, 
so gibt die Statistik durch m Beobachtungen 1 Wertepaare %1, Vy, %2,Vo,- ++» %n» Vn 
Daraus berechnet man die empirischen Streuungen und Kk.: 


= 1w 9 rf 1w 9 ~~ ND 
Sy i Pas ? Sy a vis 7 i Savi >~2->y¥7 a) (140) 


Die Streuung der beiden ersteren wurde schon Ziff. 39 besprochen, die Streuung o (r’) 
laBt sich nicht so einfach berechnen, weil 7’ nicht linear in den Beobachtungs- 
groBen ist. Fir groBe sei die anzuwendende Naherungsmethode kurz skizziert. 
Wir berechnen das Streuungsquadrat von 7’, welches bei gegebenen %, ... Vp 
durch x,, y, verursacht wird. Die in 7’ vorkommenden Summen, mit Weglassung 
von x, und y,, seien mit 2,,, 2,2, 2y, bezeichnet. Angenahert’ wird dann 





1 1 t 2 2 

, ¥ 0s Se a1 V1 7% 7 V1 
Y = Sry xx Yorn eas 2y 2> 
\ a her 2 


“ry YY. 





und das Quadrat der Abweichung 


yee v (V4 x vi \? 
N” \V Sz Sy 2S; 25, 





wenn man die » durch ihren Mittelwert ersetzt. Fihrt man hier die normierten 
Variablen = x/s, und 7 = y/s, ein, bildet den Mittelwert und multipliziert 
mit ”, so findet man 


of = po (E+ of) + (2 + 4) By? — 47 (Hy + E)], (141) 


was bis auf Glieder von der Ordnung ~? richtig ist. Die in dieser allgemeinen 
Formel vorkommenden Mittelwerte sind reine Zahlen. Setzt man ihre Werte 


492 ‘Kap.12. F. ZERNIKE: Wabrscheinlichkeitsrechnung und mathem, Statistik. Ziff. 51. 


fiir ein normales Gesetz ein, so vereinfacht sich die Formel zu der bei praktischen 
Anwendungen gewohnlich benutzten 


9 (1 as, Uae 


6) 


(fiir normale Korrelation) . (142) 





Die Genauigkeit von / wird also gréBer, wenn 7 nahe eins ist. Das liegt 
daran, da8 die Abweichungen von Zahler und Nenner sich dann weitgehend 
aufheben. Um diesen Vorteil zu erzielen, muB man 7 nach (140) berechnen, 
Hatte man dagegen s, und s, schon anderweitig bestimmt, so wiirde 


f => VEN ES 
die leicht nach (Ziff. 14) berechenbare Streuung 


2 4+73 
Oni, = 
n 





zeigen, wo noch von der Ungenauigkeit von s, und s, abgesehen ist. Die Be- 
stimmung nach (140) ist also jedenfalls vorzuziehen. 


Kapitel 43. 


Ausgleichsrechnung. 


Von ; 
K. MADER, Wien. 


Mit 1 Abbildung 


I. Prifung von Beobachtungsfehlern auf ihre 
Verteilung und Zufalligkeit. 


1. Beobachtungsfehler. Zweck der Ausgleichsrechnung. Wenn von einer 
oder mehreren GréBen Messungen in gré8erer Anzahl durchgefihrt sind, als 
zur algebraischen Lésung des. Problems ihrer Bestimmung ndétig sind, lassen 
sich die Beobachtungsergebnisse wegen der unvermeidlichen Fehler nicht wider- 
spruchsfrei zu einem Endresultat vereinigen. Die Aufgabe der Ausgleichs- 
rechnung ist, aus den Messungsresultaten die besten Werte der Unbekannten 
abzuleiten, also jene Werte, welche den wahren méglichst nahekommen. Die 
Ausgleichung mu8 ferner zu den besten Werten Genauigkeitsgrenzen angeben, 
innerhalb welcher die wahren Werte der Unbekannten liegen. Die Genauigkeits- 
grenzen lassen die Giite der Beobachtungen beurteilen. SchlieSlich wird man 
aus den berechneten Resultaten den Beobachtungskomplex darstellen, man 
wird die nach der Ausgleichung ibrigbleibenden Fehler berechnen und priifen, 
ob ihre Verteilung eine zufallige ist. 

Die besten Werte der Unbekannten werden nach der Methode der kleinsten 
Quadrate berechnet. Die Theorie ist in Kap. 12, insbesondere in den Ziff. 37 
bis 42 besprochen; in diesem Abschnitt wird nur die praktische Anwendung 
gegeben. 

Bis auf gelegentliche Hinweise nehmen wir im folgenden an, daB die Beob- 
achtungsfehler den Gesetzen des Zufalls gehorchen, da also die Messungs- 
ergebnisse frei von einseitig wirkenden, systematischen Fehlern sind. Letztere 
erfordern in jedem Einzelfall eine besondere Untersuchung, sie miissen durch 
besondere MeBmethoden entweder bestimmt und in Rechnung gestellt oder 
unwirksam gemacht werden. Um von der Wirkung systematischer Fehler!) frei 
zu sein oder ein Bild ihres Einflusses zu erhalten, muB die Messung einer GréBe 
nach mehreren, voneinander verschiedenen Methoden ausgefiihrt werden. 

Schon bei ganz einfachen Messungen ist es schwer, systematische Einfliisse 
fernzuhalten, z. B. wird bei der Messung der Lange einer Strecke durch sukzessives 
Auflegen von Mafstiben ein einseitig wirkender Fehler dadurch entstehen, dafs 
die MaBstibe nicht genau in die Richtung der Geraden gebracht*werden, die 
Lange der Strecke wird stets zu groB gemessen. Bei genauen Messungen dieser 


1) Siehe Kap. 12, Ziti. 38. 
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Art wird man durch ein eigenes Visierinstrument die einzelnen Stabe genau in 
die Richtung der Strecke einweisen. Ebenso wird man sich gegen die aus der 
Temperaturanderung stammenden Einfliisse schiitzen usw. 

2. Das Fehlergesetz von Gauss. Die Methode der kleinsten Quadrate. 
Wir denken uns eine Grée wiederholt in gleicher ‘Weise mit der gleichen Ge- 
nauigkeit gemessen. Kein Beobachtungsergebnis ist vor den andern aus- 
gezeichnet, es muB jedem einzelnen a priori ein bestimmter Fehler mit der- 
selben Wahrscheinlichkeit zugeschrieben werden. Erfahrungsgemaf sind die 
auftretenden Fehler in den weitaus meisten Fallen derart nach Vorzeichen und 
GréBe verteilt, daB man bei ihrer Entstehung ahnliche Verhaltnisse wie bei einem 
Zufallsspiel als wirksdm annehmen darf. Da in der Regel bei einer Beobachtungs- 
serie tiber die Verteilung der Fehler von vornherein nichts bekannt ist, so ist es 
am besten, die Giiltigkeit des GauBschen Gesetzes vorauszusetzen!), dessen 
Ubereinstimmung mit namentlich in der Astronomie beobachteten Fehler- 
verteilungen oft iiberraschend gut gefunden wurde. Fir die praktische Aus- 
gleichung gentigt es, das GauBsche Gesetz als empirisches, durch die Erfahrung 
hinreichend erprobtes Gesetz einzufiihren?). Uber die Versuche, das Gauf sche 
Gesetz und die Methode der kleinsten Quadrate zu begriinden, berichtet 
FE. CZuBER?). 

Gauss setzt die Wahrscheinlichkeit, daB bei einer Beobachtung ein Fehler 
zwischen den Grenzen ¢ und ¢-+ de begangen wird, gleich w(e) de. Die Funk- 
tion m(e), ,das Fehlergesetz“, soll nur Funktion von eallein sein, nicht 
aber von der zu messenden GréBe x abhangen. 

Unter der Annahme, daB das arithmetische Mittel bei gleich genauen 
direkten Messungen einer GréBe deren wahrscheinlichsten Wert darstellt, gelang 
es Gauss‘), die Gestalt von (ec) anzugeben: 


y(e) = a a (1) 


Der einzige in y(e) auftretende Parameter h hangt mit der Genauigkeit der . 
Messung zusammen, heiBt ,,Prazisionsma8& und ist fir eine mit gleicher 
Genauigkeit durchgefithrte Messungsreihe eine ihr eigene, leicht zu bestimmende 
GroBe. 

Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung einen Fehler, der zwischen ey 
und é¢, gelegen ist, zu begehen, ist 
ge feede : 
Unter der Annahme der Giiltigkeit des Fehlergesetzes (1) gab Gauss die erste 
Begriindung der Methode der kleinsten Quadrate. An Stelle des wahren Wertes X 
einer Unbekannten ergaben gleich genaue direkte Beobachtungen die Werte 
lL, ly, ..., Uy. Fir die wahren Fehler é; bestehen die ~ Gleichungen: 


A—l,= 6. 


» Siehe Kap. 12, Ziff, 37. 

) Wie F. R. HELmert, Die Ausgleichsrechnung nach der Meth 
drate. 3. Aufl. Berlin u. Leipzig: B. G. Teubner 1924. 

°) E. Czuser, Theorie der Beobachtungsfehler. 
Entwicklung der Wahrschleinlichkeitstheorie und ihrer A 
Math. Vereinigung Bd. 7, Abschn. 6, 1899. 


i : 
) C.F. Gauss, Theoria motus corp. coel. art. 175—179 = Werke 7. 1809. 


ode der kleinsten Qua- 


Leipzig: B.G. Teubner 1891. Die 
nwendungen. Jahresber. d. Deutsch. 
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Der Ausgleich fihrt nicht zur Kenntnis des wahren Wertes X der Unbekannten, 
sondern ihres wahrscheinlichsten?) Wertes x. Die wahren Fehler ¢, bleiben 
daher auch unbekannt, man gewinnt ein System scheinbarer Fehler: 


x —1,=,. (2) 


Unter der Voraussetzung, daB die einzelnen Fehler x — J; voneinander unab- 
hdangig zustande kommen, hat jenes System von Fehlern die gré8te Wahr- 
scheinlichkeit, fiir welche 


h\n ; : 5 

(] e~U(@-1)") — Maximum 

wt 

ist?). Der Exponent mu8 daher einen Minimalwert annehmen: 
[(* — 2)?] = Minimum. 


Aus der Minimalbedingung 


d[(~ — 1)?] 
er a 
folgt 
1 
Meee fd]. 


Das arithmetische Mittel ist der wahrscheinlichste Wert der Unbekannten. Es 
nimmt somit [vv] einen Minimalwert an, wenn x das arithmetische Mittel ist. 
Eine zweite Eigenschaft des Mittels gewinnt man durch Addition der Glei- 
chungen (2), namlich 
fol <0. 


Die Bestimmung mehrerer Unbekannter durch Ausgleichung ist nur méglich, 
wenn man den Fehlergleichungen lineare Form geben kann. Es seien X, Y,Z... 
die wahren Werte von m Unbekannten, sie sind mit den beobachteten GréBen /;*) 
durch (m > m) lineare Fehlergleichungen verbunden: 


a,X +6,¥ +¢,Z + see —1,=6,;. 


Durch Ausgleichung berechnet man statt der wahren Werte X, Y, Z... die 
wahrscheinlichsten Werte x, y, z... der Unbekannten, fiir welche die Fehler- 
gleichungen bestehen: 


axtby+toezg+.---—-l=v, t=1,2,...,m. 
Die Bedingungen fiir [vv] = Minimum sind die m in den x, y, z... linearen 
Normalgleichungen 
Ofvuv] _ Ofvv] _ 
Gr mee aT —— 0) aitag 


1) Bezeichnung von Gauss in der Theoria motus. In der zweiten Begriindung der 
Methode der kleinsten Quadrate (Theoria combinationis-Werke 4, Art. 6) werden diese 
Werte die vorteilhaftesten (minimis erroribus obnoxia) genannt. 

2) In der Ausgleichsrechnung werden nach Gauss die Summen durch eckige Klammern 
bezeichnet: a 4 
Als Gs [vv] = au, [ab] = 2ads ; 


3) Die GauBsche Begriindung la8t allgemein die J; von verschiedener Genauigkeit sein. 
Ausfiihrlich bei E. CzuBER, Theorie der Beobachtungsfehler, S. 288 und Jahresbericht d. 


Dtsch. Math. Ver. 1899, S. 181. 
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deren Auflésung die wahrscheinlichsten Werte x, y, z.--. der m Unbekannten 


Xe Vi Ze se ereints . 
3. GenauigkeitsmaBe von Beobachtungsreihen auf Grund der wahren 


Fehler. Das GauBsche Fehlergesetz wird durch eine Kurve 


Si e hx 
\x 


dargestellt, welche mit der Abszissenachse eine Fliache vom Inhalt 1 einschlieBt 


. : : | foe ee 
und nur den einen Parameter # enthalt. Die Ursprungsordinate ist —. Eine 


Jghee 


wa 
Beobachtungsreihe heiBt genauer, wenn bei ihr ein fehlerfreies Resultat mit 
eréBerer Wahrscheinlichkeit zu erwarten ist. Die Genauigkeit oder Prazision ist 
also dem Parameter h direkt proportional, GAuss nimmt / selbst als PrazisionsmaB. 
Nach dem GauBschen Gesetz ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB bei 
einer Messung ein Fehler zwischen —a& und +a begangen wird, gleich 


+O hoa 
we feMede = = fetdi = Blha) a (3) 
yx yx 
—a 0 
Wir vergleichen zwei Beobachtungsreihen, deren Fehler das GauBsche Gesetz 
befolgen, die Parameter seien /# und h’. Die Wabrscheinlichkeit, in einer Beob- 
achtung der ersten Reihe einen Fehler |¢| = « zu begehen, ist ®(ha), fur einen 
Fehler |¢| <a’ ist sie in der zweiten Reihe ®(h'a’). Die Wahrscheinlichkeiten 
sind gleich fiir h ry 
N= ON 


Die erste Reihe heiBt genauer, wenn ihre Fehlergrenze o enger ist als a’, dann 
ist ihr PrazisionsmaB h>h’'. Die erste Reihe heiBt doppelt so genau als die 
zweite, wenn 
C= EO und == 2h): 

Das GauSsche Prazisionsma8 entspricht also der im taglichen Leben iiblichen 
Auffassung des Wortes ,,Genauigkeit™. Statt des Begriffes Genauigkeit ver- 
wendet man meist den des Gewichtes. Einer Beobachtung kommt ein pmal 
groBeres Gewicht zu als einer anderen, wenn die Folgerungen, die man aus einer 
Beobachtung der ersten Art ziehen kann, gleichwertig sind mit den Folgerungen, 
welche man aus # Beobachtungen der zweiten Art, welche alle das gleiche Resul- 
tat ergeben haben, ableiten kann. Die Gewichte sind reine Verhiltniszahlen. 
Wenn zwei Beobachtungen aus zwei Messungsreihen der PrazisionsmaBe und 
h’ stammen, so gilt fiir ihre Gewichte # und f’: 


Bip sa IPoWe (4) 


Prazisionsma8 und Gewicht werden nicht direkt aus den Beobachtungs- 
fehlern berechnet, sondern aus dem mittleren (zu befiirchtenden) Fehler w 
oder dem durchschnittlichen #, deren Definition ist 


pe =[ep(e)de. (5) 
und Bey 
a =[lelp (de, (6) 


*) Tafeln der Transzendenten D (x) 


keitsrechnung peor sind den meisten Lehrbiichern der Wahrscheinlich- 


Eine numerische Berechnung s. Kap. 15, Ziff. 24. 
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worin (e) das Fehlergesetz ist. Setzt man in die Formeln (5) und (6) an Stelle 
von p(«) das GauBsche Gesetz und integriert von — oo bis ++ co, so erhalt man 
1 


aye (7) 


v=, und 0 


Verbindung mit (4) gibt: 
1 


wh (8) 


, 1 
ON ied a 
Die Gewichte verhalten sich umgekehrt wie die Quadrate der mittleren Fehler. 
Der wahrscheinliche Fehler @ wird dadurch definiert, da es bei einer 
Beobachtung gleich wahrscheinlich ist, einen Fehler zu begehen, dessen Absolut- 
betrag groBer oder kleiner als g ist. Bei Zugrundelegung des GauBschen Gesetzes 
wird  berechnet aus 


+e 
Set Ce ee 1 
ay de=> oder (gh) = 5. 


Aus einer Tafel fiir ®(x) erhalt man durch Interpolation 
oh = 0,47694... 
In Zahlen werden die Beziehungen zwischen pw, 9, @ und h ausgedriickt: 
1 0;70711 ~ 1 0,56419... 0,47694 ... 
7 = : o= — epee eee eg 
Le hy2 h hyn h , Q h (9) 


Hiermit hat man eine erste Méglichkeit, zu priifen, ob die wahren Fehler einer 
Beobachtungsreihe dem GauBschen Gesetz gehorchen, wenn die zwei Berech- 
nungen von @ aus uw, dann aus # 


@ = 0,67449 <.... f.; G70) 8453 5. Oh (10) 








zum gleichen Resultat fiihren. Oder man berechnet # aus 
® = 0,79789... (11) 


und vergleicht es mit dem aus den ¢ direkt berechneten #. Diese Kriterien (10) 
und (114) sind nur einseitig. Wenn sie nicht annahernd erfiillt sind, liegt keine 
GauBsche Fehlerverteilung vor; sind sie erfiillt, so mu8 die Verteilung noch 
keine zufallige sein, denn w und # beriicksichtigen vor allem nicht die Vorzeichen 
der Fehler, man mu8 dann noch andere Kriterien [z. B. Anzahl der positiven 
und negativen Fehler (Ziff. 8)| anwenden. 

Weiter gelten die Formeln (10) und (11) nur bei einer sehr groBen Anzahl 
direkter Beobachtungen. Bei einer geringeren Zahl m werden die aus 


b= yes und OG = Han . (12) 


berechneten mittleren und durchschnittlichen Fehler nicht deren wahre 
Werte sein ?). 


1) Man sollte diese Werte begrifflich und auch durch die Bezeichnung auseinander- 
halten, z. B. uw fiir den Wert (5) aus dem Fehlergesetz, w’ fiir den Wert (12) aus den Beob- 
achtungen, # fiir (6), ® fiir (11), 0” fiir (12) usw. Da der wahre Wert der gemessenen GréBe 
in der Regel nicht bekannt ist, werden w und # aus (13) und (14). berechnet. 
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Fiir die Berechnung von w und # sind die ,,mittleren® Grenzen: 
[ee] a 
ee EY ee 
a - ( = aE 
a ileih (ogee 


Die Berechnung von ys ist demnach etwas sicherer’). Die mittleren Grenzen geben 
die GroBe des mittleren Fehlers an, der bei der Bestimmung von yw und @? nach 
den Formeln (12) zu befiirchten ist. Die Wahrscheinlichkeit, da der wahre Wert 
einer zu berechnenden Gré®e innerhalb der mittleren Grenzen falle, ist 0,683, 
ist also etwa doppelt so groB als die Wahrscheinlichkeit, daB er auBerhalb falle 
Ziff. 5). 

ae all den die Fehlerverteilung charakterisierenden Groen wird der 
mittlere Fehler am sichersten bestimmt’). 

4. Genauigkeitsmaf8e von Beobachtungsreihen auf Grund der scheinbaren 
Fehler. Meist ist der wahre Wert der gemessenen GréBe unbekannt, daher gelangt 
man nicht zur Kenntnis der wahren Fehler ¢. Durch Ausgleich gewinnt man 
den wahrscheinlichsten oder plausibelsten Wert der Unbekannten und die schein- 
baren Fehler v. Man erhalt®) 


af ot 
p= lo. (43) 





Die mittleren Fehlergrenzen dieser Bestimmung sind 


po jee (1 +) aga). (13’) 


2(n — 1) 


Fiir den durchschnittlichen Fehler @ einer Beobachtung gilt nach PETERS 





Der Klammerausdruck gibt die mittlere Fehlergrenze bei gréBerem 14). Mit 
den unabhangig voneinander berechneten uw und #5) priift man die Verteilung 
der wahren Fehler ¢ nach den Formeln (10) oder (11), der letzteren kann man 
hier die Form geben: 





Vivu] 1 /= __ 1.25334 
[|v |] | 2n ~~ vue 


Will man die Verteilung der scheinbaren Fehler priifen, so ist die Untersuchung 
statt mit w und # mit 


w = (2 und oea (lol 


n n 


vorzunehmen. Wenn namlich die wahren Fehler ¢ nach einem GauBschen 


1) Siehe Bemerkung (Kap. 12, Ziff. uber die B 
ee ee (Kap 39) tiber die Berechnung des mw aus den [ee] 
2) Ausfihrlich Kap. 12, Ziff. 39. 
4 Siehe Kap. 12, Ziff. 39. 
) F.R.HEtmeErtT, Astron. Nachr. Bd. 88, Nr. 2096; Auspleich: 
; : . 88, 3 . hnun Si77s 
C. A. F. Peters, ebenda Bd. 44, Nr. 1034. Ferner E. Czu Geneolders E 
) . 44, ; : ‘ BER, Th > 
fehler, S. 163; s. auch Ziff. 15 dieses Kapitels. ede ee 
®) Siehe Anmerk. 14 der vorigen Seite. 
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Gesetz vom Prazisionsma8 h verteilt sind, so befolgen nach E. CzuBER1) die 


scheinbaren Fehler v gleichfalls ein GauBsches Gesetz nur mit etwas groBerem 
PrazisionsmaB 


, / n 
Befolgen die v kein GauBsches Fehlergesetz, so fiigen sich die ¢ noch weniger 
einem solchen, da im allgemeinen die v nur einen Teil der regelmaBigen Fehler 
enthalten. Bei groBer Anzahl » verschwindet der Unterschied von wound ww’ 
sowie von # und #, 

5. Genadherte Bestimmung des mittleren, des durchschnittlichen und des 
wahrscheinlichen Fehlers durch Abzahlung. Streuung. Die wahren Fehler einer 
Beobachtungsreihe werden nach ihrer absoluten GréBe geordnet. Gleiche Fehler 
werden so oft angeschrieben als sie vorkommen, ebenso der Fehler Null, wenn 
er auftritt. Sind die Fehler nach dem GauBschen Gesetz verteilt, so sollen in der 
Reihe der Absolutbetrage 50% kleiner als der wahrscheinliche Fehler o und 
50% groBer als @ sein, @ soll daher genau in der Mitte der Reihe der Absolut- 
betrage der Fehler liegen.. 58% der Fehler sollen kleiner als # und 68% kleiner 
als «sein. Die Wahrscheinlichkeit, einen Fehler absolut kleiner als den mittleren be 
zu begehen, ist ungefahr doppelt so gro als die fiir einen Fehler absolut gréBer 
als . Die Berechnung der obigen Prozentzahlen folgt aus den Gleichungen (9) 


oh = 0,47604, dh=0,56419, uw =0,70711 
mittels 
PD (oh) = 0,50, PD (Hh) = 0,57506, P (uh) = 0,68268 . (16) 


Diese Bestimmung von 0, # und w ist sehr unsicher. Man wird besser diese 
drei Groen auf dem friiher angegebenen Wege berechnen und sie zwecks einer 
rohen Priifung der Fehlerverteilung mit den durch Abzahlung gefundenen ver- 
gleichen. 

Wenn nur die Reihe der scheinbaren Fehler v bekannt ist, so ware eigent- 
lich das Prazisionsma8B h’ nach (45) in die Gleichungen (16) einzufiihren. Doch 
ist die Bestimmung durch Abzdhlung so ungenau, da man sie mit den fiir die 
wahren Fehler angegebenen Prozentzahlen vornehmen wird. Erst bei gr6Berem 1 
kommt der Abzahlung Bedeutung zu, dann wunterscheidet sich f’ nicht merk- 
lich von h. 

Tragt man die Fehler samt Vorzeichen auf einer Geraden vom Nullpunkt 
nach beiden Seiten auf, so schlieBen die beiden auBersten Fehler eine Strecke 
ein, welche Gesamtstreuung heiBt. Tragt man vom Nullpunkt nach beiden 
Seiten die uw, # und @ darstellenden Strecken auf, so soll 2u 68%, 2% 58% 
und 20 50% der Fehler enthalten. Die GréBen 2u, 20 und 20, oft auch uw, 
® und o werden als mittlere, durchschnittliche und wahrscheinliche Streuung 
bezeichnet. 

In der Fehlertheorie ist « das GenauigkeitsmaB, welches am sichersten 
aus den Fehlern bestimmt wird und das die Fehlerstreuung am sichersten charak- 
terisiert. In der Regel iiberschreitet die Gesamtstreuung nicht die dreifache 
mittlere Streuung.. 

6. GenauigkeitsmaBe auf Grund der Beobachtungsdifferenzen?). » gleich 
genaue direkte Messungen ergaben fiir eine GroBe die Werte 1, /,, ..., Jn, die 


1) E. Czuser, Monatshefte fir Math. u. Phys. Bd. I. 1890. Theorie der Beobachtungs- 


fehler. S. 156. ? 
2) Literatur bei E. CzuBER, Theorie der Beobachtungsfehler, S. 174. 
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wahren Fehler scien ¢,, é, .--» , und die scheinbaren Fehler 05, Vo, = «09 One 


Es ist ae der wahre Wert der Unbekannten, 


L,+u,;= ~ (J;) der wahrscheinlichste Wert. 
v v n 0 


Fiir irgend zwei Beobachtungswerte J; und i, und die zugehorigen ¢ und v gilt 
LtaaHhtrea, ruyHht % 


und fiir die Differenz 
pH 4— hae — = Oy — 


Wenn die wahren Fehler ¢ dem GauBschen Gesetz mit dem PrazisionsmaB h 
gehorchen, so befolgen die Beobachtungsdifferenzen 4 gleichfalls ein solches, 


aber mit dem PrazisionsmaB Bs . Da man nur die Absolutbetrage der A braucht, 





so hat man ee solche Differenzen zu bilden und berechnet: 
44. ga Mab. 
Y= Vn(n—1)’ n(n —1 


7. GenauigkeitsmaBe des arithmetischen Mittels. Das arithmetische Mittel 
bales . [2] stellt den wahrscheinlichsten Wert der Unbekannten X dar, fiir welche 


m gleich genaue direkte Beobachtungen die Resultate J; ergaben. Sind w, # und @ 
der mittlere, der durchschnittliche und der wahrscheinliche Fehler einer Beob- 
achtung, so sind die analogen Fehlergré8en des arithmetischen Mittels: 
ll v o 
= =) D, = => C= aes 
ee Ti yn ser 
Dem arithmetischen Mittel kommt das n-fache Gewicht einer Einzelbeobachtung 
zu, es ist gleichwertig den m Beobachtungsresultaten J;. Wenn die Fehler der /; 
ein GauBsches Gesetz mit dem PrazisionsmaB h befolgen, so folgt auch der 


Fehler des arithmetischen Mittels einem solchen, nur mit dem PrazisionsmaB hyn : 





ae Das wichtigste GenauigkeitsmaB des arith- 
08 metischen Mittels ist sein mittlerer Fehler: 
06 ee ee. jf [vv] . 
Ma \n \ n(n —1) 
O4 


Unter der Annahme uw =1 zeigt Abb.14 den 
Verlauf von u,=-“.. Zuerst, bei 5 bis 10 Be- 


yn 

0 5 0 75 20 25 99 Obachtungen, nimmt m, gegeniiber u rasch ab, 
Abb. 1. sDer mittlere Fehler des arithme- dann immer langsamer und nahert sich asympto- 
* achtungen, SS” —stisch, aber sehr langsam der Null. Man-sieht, 
daB es fiir die Genauigkeit des arithmetischen 
n 20 oder 30 Messungen macht, Durch Haufung 
Resultat nur ganz allmahlich genauer. Es ist 
besser, eine scharfere MeBmethode und Instrumente gréBerer Genauigkeit zu 

wahlen, als die Zahl der Beobachtungen tbermaBig zu erhdhen. 

8. Priifungen der Fehlerverteilung. Wahrend # und # ohne bestimmte 
Annahmen iiber das Fehlergesetz berechnet werden kénnen, setzt die Berechnung 
von @ nach (10) wesentlich die Giltigkeit des Gau8schen Gesetzes voraus. Die 
zweilache Berechnung von @ aus # und # erméglicht daher eine erste Priifung 


auf GauBsche Verteilung. Die in Ziff. 5 besprochene Ub if 
verteilung durch Abzahlung ist wenig ios ne erprifung der Fehler 


QZ 


Mittels ziemlich gleich ist, ob ma: 
von Beobachtungen wird. das 
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In zwei Messungsreihen erhielt man nacheinander die folgenden Fehler: 


+2 =o 
=I +1 

0 =—1 
+4 0 
4G +2 


Beide Fehlerreihen ergeben die gleichen « und #, doch zeigt die erste einen 
ausgesprochen systematischen Gang, die zweite laBt einen solchen nicht er- 
kennen. Aus mw wird @ zu 1,07, aus @ zu @ = 1,13 berechnet, also gute Uberein- 
stimmung mit einer GauBschen Verteilung. ; 

f und # beriicksichtigen nur die Absolutwerte der Fehler, dagegen nicht 
Vorzeichen und Reihenfolge. Diese miissen durch eigene Kriterien untersucht 
werden, wenn man die Verteilung auf ihre Zufalligkeit prifen will. Diese 
verlangt nicht nur das Fernsein systematischer Fehler (dann ware noch jedes 
symmetrische Fehlergesetz méglich), es muB auch die Rethenfolge der Fehler 
eine zufallige sein. 

a) Die Anzahl der positiven und negativen Fehler), Die wahren 
Fehler ¢; von » gleich genauen direkten Beobachtungen einer GréBe werden 
teils positiv, teils negativ sein. Bei der wahrscheinlichsten Verteilung treten, 
abgesehen von einer Einheit bei ungeradem 1, gleich viel positive wie negative « 
auf. Nach dem Bernoullischen Theorem ist die Wahrscheinlichkeit einer zwischen 
—6 und +0 gelegenen Abweichung einer der beiden Anzahlen von ihrem wahr- 


scheinlichsten Wert * bei gentigend groBem m dargestellt durch 
4/2 
Je 
cS eo. 
ea ( 
0 


und die wahrscheinliche Grenze dieser Abweichung ist: 
De 0,47694 
=> —_— /na => —— 
y2 i y2 
Bei m Beobachtungen ist es gleich wahrscheinlich, da8 die Anzahl der positiven 
oder negativen Fehler innerhalb wie auBerhalb der Grenzen 


3 0,3372 Yn 





/” = 0,3372...~n. 


fallt; bei 100 Beobachtungen ist die Wahrscheinlichkeit 4, daB die Anzahlen 
innerhalb 46 und 54 fallen. 

Dasselbe gilt, wenn statt der wahren Fehler eine geniigend groBe Zahl 
scheinbarer Fehler v vorliegt und ihre Verteilung untersucht werden soll. 

b) Die Vorzeichensumme?). V; bedeute das Vorzeichen eines Fehlers ¢,, 
und es ist V = +4 fiir einen positiven und gleich —1 fiir einen negativen Fehler. 
Der wahrscheinlichste Wert der Summe 


See se Vee oc Vy 


ist bei geradem 7 Null, bei ungeradem m ist er +4. Das mittlere Fehlerquadrat 
dieser Bestimmung ist , da jedes V? = 1 ist und es am wahrscheinlichsten 


1) E. CzuBER, Theorie der Beobachtungsfehler, S. 188. 
°) F. Hetmert, Ausgleichsrechnung, S. 334. Berl. Ber. 1905, S. 594; ferner H. SEE- 
-LIGER, Minchener Ber. 1899, S. 3. 4 
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ist, daB die Doppelprodukte gleich haufig positiv und negativ auftreten, also 
in der Summe verschwinden. Es ist also 


s=O+ )n. 


Nach der Bedeutung der mittleren Fehlergrenze (Ziff. 3, 4 und 5) ist mit der 
Wahrscheinlichkeit 0,683 zu erwarten, daB bei zufalliger Verteilung die Vor- 
zeichensumme s innerhalb die Grenzen +yn fallt. 

Fehler Null brauchen in der Vorzeichensumme nicht mitgenommen zu werden, 
dagegen zahlen sie bei ” mit. 

Fiir scheinbare Fehler ist das Kriterium unsicherer, da systematische Fehler 
oft in ginstigem Sinn wirken. Man wendet daher noch das folgende Kriterium an: 

c) Die Vorzeichenfolgen und Wechsel. Vermutet man das Vor- 
handensein systematischer Einfliisse, welche von der Zeit oder einer anderen 
Verinderlichen abhangen, so ordnet man die Beobachtungsreihe nach dieser 
Variablen. In der dadurch entstehenden Reihe der Vorzeichen V sei / die Anzahl 
der Zeichenfolgen, w die der Wechsel. Fiir { — w ist der wahrscheinlichste Wert 
und die mittlere Fehlergrenze: 


f—w=o0+ yn —1. 
Fehler Null werden in f und w nicht beriicksichtigt, wohl aber in 1. 
d) Das Kriterium von ABBE). Die Fehler ¢ werden nach einer Ver- 
anderlichen, z. B. nach der Zeit, geordnet. Ruft diese Veranderliche systematische 


Einfliisse hervor, dann werden sie sich in den Differenzen ¢; — ¢;,, wenigstens 
zum Teil aufheben. Man berechnet die zwei Quadratsummen: 


A= 8+ 4... &, 
B= (6, —s)? + ( a)? +. Ge eee 
Wenn die ¢ nach dem Zufall verteilt sind, mu 
B=BQA 


sein. Bei endlichem m ist diese Gleichung nicht streng erfiillt; es gilt (mit An-— 
gabe der mittleren Fehlergrenze): 


2A 1 





Bei Vorhandensein systematischer Fehler, wobei also jedes ¢ gewissermaBen 


es ae Vorgangern beeinfluBt ist und selbst wieder auf seine Nachfolger 
wirkt, ist 


Bo ive Pease PS 


In der physikalischen Statistik ist die Abweichung des reziproken Bruches 
von 1 ein Ma der Wahrscheinlichkeitsnachwirkung 2) oa 


1) Ernst Appr, Uber die GesetzmaBigkeit in der Verteilung der Fehl i 
pepe esac Jena 1863 (Habilitationsschrift); ferner ERNstT fee ene a 
ae ae ee a S.55—81. Jena 1906; F. HELMERT, Ausgleichsrechnung, S. 341; 
ee a ee nalyse as Zufalls, S. 89. Braunschweig 1915; O. MEISSNER, Astron. 
foe - a : a a 1916; Anwendung auf meteor. Probleme: V. Conrab, Meteorol. ZS. 
ee , Sz : » auf Stellarstatistik: S. OPPENHEIM, Astron. Nachr. Bd. 224, S. 283. 1925 
rein zufallige Zahlenwerte: L. W. Porak, Gerlands Beitr. z. Geophys. Bd. 16, S. 147. 1927, 


®) R. Firtu, Schwankungserschei i i 
S. OPPENHEIM, Astron. oe ea pane ee SS ee ae vhe 
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Wenn die scheinbaren Fehler v das Kriterium von ABBE erfiillen, ist nicht 
zu schlieBen, daB das gleiche fiir die wahren Fehler e gilt. Wenn aber die schein- 
baren Fehler der Gleichung (17) nicht geniigen, so tun es die wahren noch weniger. 

Eine kleine Modifikation des Abbeschen Kriteriums fiir den F all, daB der 
systematische Einflu8 periodisch wirkt, gab HELMERT}). 

e) Vergleich der innerhalb bestimmter Grenzen beobachteten 
Fehleranzahl mit der aus dem GauBschen Gesetz berechneten. 
Dies ist die scharfste Priifung einer Fehlerreihe auf GauBsche Verteilung. Man 
ordnet die Absolutwerte der Fehler nach ihrer GréBe und teilt sie in Gruppen 
ab durch die Zahlen 0, a1, X», 43, ..., = co. Bei bekanntem Prazisions- 
maB, das man aus { 1 
hs ny2 oder Oya 
gewinnt, hat man unter » Fehlern 

AXk 


5 
ny=[e-Cdt = nO (ha) 
0 


zu erwarten, deren Absolutwerte zwischen 0 und a, fallen. Zwischen ao, und a; tg 
a n[D (hoy43) — D(hoy)] 


Fehler zu erwarten. Mit Hilfe einer Tabelle des Wahrscheinlichkeitsintegrals ® (x) 
berechnet man die Anzahl der in jeder Gruppe zu erwartenden Fehler und ver- 
gleicht sie mit der tatsachlich beobachteten Anzahl. 

Wenn nur scheinbare Fehler v vorliegen, verfahrt man genau so. Bei ent- 
sprechend groBem ”, wo die Untersuchung allein einen Zweck hat, braucht 
auf den Unterschied von h’ und h (15) nicht geachtet zu werden, auch verwendet 
man die sich auf die wahren Fehler beziehenden Gro8en mw oder # statt der hiervon 


nur wenig verschiedenen ww’ = ) ae ond 3 —= we 
GauBschen Gesetzes nahm auf diesem Wege BEssEL?) vor. Unter anderen Bei- 
spielen gab er das folgende iitber eine Reihe eigener Messungen der Rektaszension 


des Polarsterns in den Jahren 1813 bis 1845. 
Der mittlere Fehler ist « = 1,3093 Zeitsekunden: 


Die erste Priifung des 





Grenzen : Anzahl der v Unterschied 
beobachtet berechnet (Rechnung-Beob.) 
0,0*—0,4° 25 24,0 = 10 
0,4 —0,8 27) 21,9 =04 
0,8 —1,2 19 18,2 —0,8 
1,2 —1,6 41 13,7 ON 
1G iO 9 9,5 +0,5 
2,0 —2,4 8 6,0 =O) 
2,4 —2,8 2 3,4 += 4,4 
2,8 —3,2 3 | 1,8 —1,2 
3,2 —3,6 4 | 0,9 0,4 
3,6 und dariiber 0 | 0,6 +-0,6 








Die Ubereinstimmung ist sehr befriedigend. 
f) Der gréBte Fehler einer Beobachtungsreihe. Ausscheidung 
besonders abweichender Beobachtungen. Nach dem Gaufschen Gesetz 


1) F. Hermert, Die Ausgleichsrechnung, S. 343. 
*) F. W. BESSEL, Astron. Nachr. Bd. 15, Nr. 358 u. 359. E.CzupeEr, Theorie der 


Beobachtungsfehler. S. 189 ff. 
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ist die Wahrscheinlichkeit, daB ein Fehler dem absoluten Wert nach gleich 
oder gréBer als eine Zahl « sei, gegeben durch 


Bhi oa ae 22 | 7-7} 24 = ONE =1- 0(7). 
e eV" de Ak (ha) a 
a ah 


Unter 1 Fehlern ist die zu erwartende Anzahl von Fehlern gleich oder 


eroBer a): nf a o( <.\| 
My2 


Da® unter » Fehlern einer Beobachtungsreihe vom mittleren Fehler uw ein maxi- 
maler Fehler gleich oder gréBer als « vorkommt, dafiir besteht die Wahrschein- 














: 7 ; 
lichkei Wet le ( ale 
n = | Ww . . . 
ee Hiermit ist die nebenstehende Tabelle berechnet. 
20 1,95 0,65 Es ist demnach mit einer Wahrscheinlichkeit 
40 2,24 0,65 von etwa 2 zu erwarten, da8 unter = 20 Beob- 
a bts er achtungen ein gréBter Fehler gleich oder gréBer 
AS pies 0,63 als 2u, unter ” = 400 os oder groBer 3 wu 
su a7 0,63 vorkommt. Das Verhaltnis — wachst sehr langsam 
1000 3,39 0,63 u 








mit m. Da8 bei dem in der Tabelle angegebenen 
* bei GauBscher Verteilung nur ein Fehler gleich oder gréBer « zu erwarten ist, 
ue 


ersieht man aus (18). 

Beriicksichtigt man auch die Vorzeichen, so ist die Differenz zwischen dem 
gréBten positiven und dem kleinsten negativen Fehler je nach der Anzahl 1 
bei 44 oder 6m zu erwarten. Man beniitzt dies, um sich nach Beendigung einer 
Messungsreihe iiber die VerlaBlichkeit derselben zu orientieren. Der mittlere 

/ [vv] 
Fehler uw = Va = 
Fehler sein, bei groBerem nu etwa 4. 

An die Frage des Maximalfehlers knipft sich die der Ausscheidung anormaler 
Beobachtungen?). Viele, wie z. B. BESSEL, wenden sich iiberhaupt gegen einen 
derartigen Vorgang, wenn der Beobachter sich bewuBt ist, alle Messungen mit 
gleicher Sorgfalt ausgefithrt zu haben. Die Ursachen, welche zur Bildung eines 
Fehlers fiihren, kénnen bei der einen oder anderen Beobachtung einseitig wirken 
und so eine gréBere Abweichung hervorrufen. Es ist nicht méglich, ein all- 
gemein giiltiges, voraussetzungsfreies, auf wahrscheinlichkeitstheoretischer 
Grundlage beruhendes Merkmal anzugeben, ob eine Beobachtung, die starker ab- 
weicht, von stérenden Ursachen beeinflu8t war und daher auszuschlieBen ist. 

Vielfach ist es wblich, Beobachtungen auszuscheiden, deren Fehler den 
Betrag 3 w iibersteigt?). 

g) Experimentelle Priifungen. Eine direkte Priifung des Fehlergesetzes 
kann man so vornehmen, da man die zu beobachtende Grée auf anderem Wege 
derart scharf bestimmt, daB sie als absolut sicher dem zu untersuchenden Beob- 
achtungsverfahren gegeniiber gilt4). So bestimmte O. SrruvE durch Messung 








soll bei kleinem  etwa + der Differenz der extremsten 


Ss i E.CzuBer, Theorie der Beobachtungsfehler, S$. 206; Wahrscheinlichkeitsrechnung 


2) Siehe Kap. 12, Ziff. 40. 
8) Siehe hierzu Kap. 12 Zith40: 
4) F, HELMERT, Ausgleichsrechnung, S. 333. 
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kinstlicher Doppelsterne die regelmaBigen (persénlichen) Fehler seiner Beob- 
achtungen zélestischer Doppelsterne. Apparate zur Bestimmung persénlicher 
Fehler sind auf allen Sternwarten in Gebrauch. Ahnlich wie Beobachtungs- 
serien beim Wiirfel-, Roulette- und Lotteriespiel zum Vergleich mit den theo- 
retischen Folgerungen aus dem Bernoullischen Theorem herangezogen wurden), 
stellte CZUBER2) zur Priifung des Fehlergesetzes Versuchsreihen durch Ziehen 
von Kugeln aus einer Urne an. Die zu messende Gré8e ist die konstante Wahr- 
scheinlichkeit eines Ereignisses, also ein streng arithmetisch berechenbarer 
Wert. Die beobachteten Abweichungen waren daher wahre Fehler, anderer- 
seits stellte der Mittelwert der Beobachtungen den wahrscheinlichsten Wert 
dar und die Abweichungen von ihm waren die scheinbaren Fehler. Die Uber- 
einstimmung mit dem Gaufschen Gesetz war sehr gut. 


Literatur zum Abschnitt I: E. Czuprer; Ausgleichsrechnung; Enzyklopadie 
der Math. Wissenschaften Bd. I. D.; Di eEntwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie und 
ihrer Anwendungen. Jahresber. d. Dtsch. Math. Vereinigung Bd. 7, Abschn. 6. 1899; 
Theorie der Beobachtungsfehler. Leipzig: Teubner 1891; F. Hertmert, Die Ausgleichs- 
rechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate. Leipzig: Teubner 1907; S. WELLISCH, 
Theorie und Praxis der Ausgleichsrechnung. Wien u. Leipzig: Fromme 1909. 


II. Ausgleich mittels der Methode der kleinsten 
Quadraten. 


9. Einteilung. Das Ausgleichsproblem kommt fiir den Physiker nur in 
zwei Formen in Betracht: 

4. Ausgleich direkter Beobachtungen einer Unbekannten 

a) gleicher Genauigkeit, 

b) verschiedener Genauigkeit. 
Der vorteilhafteste oder wahrscheinlichste Wert der Unbekannten ist im Fall a) 
das arithmetische Mittel, im Fall b) das verallgemeinerte (ponderierte) arith- 
metische Mittel. 

2. Ausgleich vermittelnder Beobachtungen. Es sind GréBen /; gemessen, 
welche mit den m Unbekannten X, Y, Z... durch ” Gleichungen ( > m) 


Pe 2... yk Se (1) 


verbunden sind. Wenn die /; nicht lineare Beziehungen sind, werden sie durch 
Einfithrung von Naherungswerten der Unbekannten linear gemacht. 

Der Ausgleich fithrt nicht zur Kenntnis der wahren Werte der Unbekannten, 
sondern der wahrscheinlichsten oder vorteilhaftesten®) Werte x, y, z... Ein- 
setzen dieser Werte in (1) fiihrt zur Kenntnis des Systems der iibrigbleibenden 


(scheinbaren) Fehler v: 
I(6 95 Fev) — GS Up (2) 


deren Quadratsumme ein Minimalwert ist: 
[vv] = Minimum’). (3) 


1) E.CzuBER, Die philosophischen Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 


Nr. 97ff. Berlin u. Leipzig 1923. nvr 
2) E. CzuBER, Wahrscheinlichkeitsrechnung Bd. I, S. 329, 2. Aufl. Leipzig u. Berlin 1914. 


8) Siehe Anmerkung 1 S. 495. m 
4) In der Ausgleichsrechnung wird nach Gauss das Summenzeichen > durch eine 


eckige Klammer ersetzt, es ist : . 
fv] = Ddv?, [ab] = > a,5;. 
= f1 


506 Kap. 13. K. Maper: Ausgleichsrechnung. Ziff. 10. 


Einfiihrung eines anderen Wertsystems der x, y, z... wurde auf ein groBeres 
jvv] fahren. 

Die Ausgleichung erfordert weiter fiir jede GroBe x, y, 2... die Angabe 
eines GenauigkeitsmaBes, als welches am besten immer der mittlere Fehler 
gewahlt wird, dessen Berechnung die sicherste ist. 

Der Algorithmus der Ausgleichung fiihrt direkt zur Kenntnis der mittleren 
Fehler der berechneten x, y, z... Die Angabe des mittleren Fehlers yu, des 
wahrscheinlichsten Wertes x einer Unbekannten bedeutet eine Wahrscheinlich- 
keitsaussage iiber die Abweichung des wahren Wertes X vom berechneten %: 
»Es ist mit der Wahrscheinlichkeit 0,68 zu erwarten, daB der wahre Wert X 
innerhalb der Grenzen * — m, und x + yy, liegt.“ Dies driickt man durch Bei- 
fiigung der mittleren Fehlergrenzen zu dem berechneten Wert der Unbekannten 
in der Schreibweise % -+ my aus. 

Die Sicherheit des Rechenvorganges der Ausgleichung wird durch eine 
Reihe von Kontrollen iiberpriift. Alle Rechnungen sind einfachster Art, durch 
geschickte Wahl von Naherungswerten kann man es wohl immer erreichen, daB 
die meiste Rechenarbeit sich mit dem Rechenschieber ausfihren 1aBt. 

Die nach der Ausgleichung ubrigbleibenden Fehler v (2) wird man nach 
den Kriterien des vorigen Abschnitts auf ihre Zufalligkeit priifen. 

10. Ausgleich direkter, gleich genauer Beobachtungen. 2 Messungen 
einer Unbekannten X ergaben die Resultate /,, 1,, ..., 1,.. Die wahren Fehler 


dieser Bestimmungen : 
6 =X — I; ol De. 50.0 se 


bleiben in der Regel unbekannt. Die Ausgleichung liefert nicht den wahren 
Wert X, sondern den vorteilhaftesten oder wahrscheinlichsten Wert x. Die 
Abweichungen 

0; Sx. = L; (4) 


heiBen die scheinbaren Fehler. Aus 
[vv] = Minimum (5) 
wird x bestimmt durch die Minimalbedingung: 


£ [ov] = 2 tw — 4] = 24 -J =0 = 2). (6) 


Ausgeschrieben lautet die Minimalbedingung 
dy) oa (ds) eat Oe 


reel (7) 


n 


woraus folgt: 


Der vorteilhafteste Wert der Unbekannten ist das arithmetische Mittel. Es 
hat zwei wertvolle Eigenschaften: nach (5) erteilt es der Quadratsumme der 
iwbrigbleibenden Fehler einen Minimalwert: nach (6) ist die Minimalbedingung 
auch so zu lesen, daB die Summe der scheinbaren Fehler verschwindet, was 
als Kontrolle der Berechnung von x dient. Mit dem nach (7) berechneten x 
gewinnt man aus den Fehlergleichungen (4) die ubrigbleibenden Fehler »,, 
deren Summe sich als Null oder infolge Abrundung als ein wenig von Null 
verschiedener Wert ergeben soll. 


Der mittlere Fehler einer Messung J; oder einer Gleichung (4) ist 


po t/a 


n— 1? 
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der des arithmetischen Mittels x ist 


[vv] 
be = im > = + Vaz (n os 1) 


Zur Kontrolle der Berechnung von [vv] dient die aus 
[vv] = nx? — 2x[7] + [1D 
mit mx = [/] abgeleitete Beziehung 
[vo] = [22] — x(q] = —[Zv). (8) 


Die Berechnung der Fehlerquadrate vv erfolgt am raschesten mit dem Rechen- 
schieber oder mit einer Quadrattafel. Wenn gréBere Rechengenauigkeit ge- 
wiinscht ist und das arithmetische Mittel x eine mehrstellige Zahl ist, wird eine 
direkte Berechnung der [vv] zu langwierig. Man wahlt einen nahe x gelegenen 
runden Naherungswert & und bildet 





—€=4,, x—€=—dé. 
Dadurch wird der Nullpunkt der Zahlung der /; und des x um eine Strecke é 
verschoben, und die weitere Rechnung erfolgt mit den kleineren GréBen J; und 6€. 
Aus 

vy=x—1=dE—A, 
erhalt man wegen [v] = 0 durch Summenbildung 
Lo eat 
Of == = [A]. 

Mit Hilfe dieser Gleichung erhalt man aus 

[vv] = no — 26é[A] 4+ [AJ] 
schlieBlich die fiir die Berechnung der [vv] bequemste Gleichung: 

| [vv] = —dé [4] + [Ad]. (9) 
Als Kontrolle dient 
[vv] = —[Av]. 


Wenn aus dem Minimalwert [vv] die mittleren Fehler « und mu, berechnet sind, 
sieht man nach, ob abnorm grofe Fehler, groBer als 2 oder 3, vorkommen, 
weiter untersucht man die Fehlerverteilung auf ihre Zufalligkeit, indem man 
die Vorzeichenproben, das Abbesche Kriterium usw. anwendet. | 

-4. Beispiel*). Mit der Mohrschen Wage wurde 10mal die Dichte einer Fliissig- 
keit bestimmt. Die Rechnung ergibt: 















Beobachtungen 7 

0,9345 9 

48 O 0 

52 —4 16 

47 =f 1 

48 0 (6) 

44 +4 16 

50 =2 4 

49 fl 1 

46 ae 4 

54 —3 9 

r= f = 0,9348 [vu] = 0 [vv] = 60 


1) V. Happacu, Ausgleichsrechnung (Teubners Technische Leitfaden Bd. 18), S.12. 1923. 
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Der mittlere Fehler einer Beobachtung 
60 
pasty = £258 


in Einheiten der 4. Dezimalstelle, der mittlere Fehler des Resultats 


358 
Me == Wie 0,8 


in Einheiten der 4. Dezimalstelle. Der vorteilhafteste oder wahrscheinlichste 
Wert der Dichte ist 
x = 0,9348 + 0,00008. 


Diese Schreibweise bedeutet, es besteht die Wahrscheinlichkeit 0,68 dafiir, daB 
der wahre Wert X der Unbekannten innerhalb der angegebenen mittleren Fehler- 
grenzen fallt?). 
Der durchschnittliche Fehler einer Beobachtung ist 
(lol) 20 
= == 211 
Yyn(m—1) 90 


in Einheiten der 4. Dezimale. Bei GauBscher Verteilung der wahren Fehler 
soll sein 








a ae 
i= Ie = 1,2533 ( ea = 1,2533 + 0,2994. 
Hier ist 5 = 1,22, also gute Ubereinstimmung, da die Abweichung des Quotienten 


von 1,25 nur 0,03 ist, wahrend die mittlere Fehlergrenze 0,30 ist. 
Zum Kriterium von ABBE braucht man 


A=[vy]= 60, B=[(0; — %41)*] = 174. 


Bei zufalliger Verteilung soll sein: 


2A 1 

— =1+4+—., 
i B aa 
Hier ist 

2A 

er aA 


Die Abweichung von 1, namlich 0,30, liegt noch innerhalb der mittleren Fehler- 
grenze: 


Al 
oe 
Es kann nicht auf Vorhandensein systematischer Fehler geschlossen werden. 
Von den Vorzeichen der v sind 4 positiv und 4 negativ, die Vorzeichen- 
ee 0, also gleich ihrem wahrscheinlichsten Wert. Die Probe der 

orzeichenfolgen und -wechsel f-W=0+yn—-1= 

. . . . ic “ay = Ose} ibt 2—% ae 
die Abweichung ist gleich der mittleren Fehlergrenze, also past ‘ 


a Ep pyien ace des gréBten auftretenden Fehlers ist 4, er ist kleiner als 


0,316. 


1) Ziff. 5 und 9 dieses Kapitels, 
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2. Beispiel. In‘den Jahren 1892 bis 1893 in Wien ausgefiihrte Messungen 
der Polhdhe!) ergaben: 





Beobachtungen ¢ 






48° 12’ 40,08” 
40,13 
















40,11 — 7 49 
40,12 — 8 64. 
40,05 sae = 1 
39,94 lO 100 
39,90 + 14 196 
39,87 iio 289 
39,98 0 36 
40,06 =n 2 4 
40,05 =" 1 
40,08 


40,15 







z= u = 48° 42" 40,04” 


+ 0,023” 





0,0999 = [vv] 





Der mittlere Fehler einer Beobachtung ist: 


as Vy Se oe 

Der groBte vorkommende Fehler ist 0,17, also etwa 2u, abnorm groBe Fehler 
treten nicht auf. Aber die v zeigen nach Vorzeichen und Gré8e einen ausgesprochen 
systematischen Gang, sie ordnen sich nach Art einer Sinuswelle. 

Die Vorzeichensumme ist —6, sie tberschreitet stark die mittlere Ab- 
weichung von Null, namlich y14 = 3,74. 

Die Differenz Zeichenfolgen—Wechsel ist 11 —2=9 statt 0, die mittlere 
Fehlergrenze V13 = 3,61 wird weit tiberschritten. Fir das Abbesche Kriterium 





2A A 
GB = tty = 140,268 
findet man hier 2A _ 09,1998 _ 4 04 
| P= 7 Cia aie 


Der -Wert liegt weit auSerhalb der mittleren Grenzen. Alle Kriterien deuten 
starken systematischen Einflu8 an (Polhdhenschwankung), die Abweichungen v 
haben nicht den Charakter zufalliger Fehler. 
11. Ausgleich direkter Beobachtungen von verschiedener Genauigkeit. 
n Messungsergebnisse /,, /,, ..., /, einer Unbekannten X seien von ungleicher 
Genauigkeit, und es kommen ihnen die Gewichte ,, fg, ..., py Zu. Der wahr- 
scheinlichste oder vorteilhafteste Wert von X ist das verallgemeinerte oder 
ponderierte arithmetische Mittel der /: 
[p27] (10) 


) —— 


[Pp] © 
Denkt man sich in den Punkten J; der X-Achse die Massen #;, so ist x die Abszisse 
des Schwerpunktes. 
1) R. v. STERNECK, Astron. Nachr. Bd. 135, S. 33. 1894; TH. ALBRECHT, Bericht iiber 
den Stand der Erforschung der Breitenvariation im Dezember 1897, S. 21. Berlin 1898 


(Zentralbiiro der internationalen Erdmessung). Die angegebenen Zahlen sind Monats- 
mittel, kénnen aber als gleich genau gelten. 


5410 Kap. 13. K. MADEA: Ausgleichsrechnung. Ziff. 11. 


Nach der Definition des Gewichtes ist eine Beobachtung vom Gewicht p 
gleichwertig mit p gleich genauen Einzelbeobachtungen vom Gewicht 4. An 
Stelle der Beobachtung J; vom Gewicht #; kann man den Mittelwert von #; 
Beobachtungen 1 setzen, also: [20] 

i= ——. (11) 
Pi 
Der gesuchte Mittelwert x der J; ist: 
jh a Pee ee ee 
on bit Pat -++ Pn 
Durch Zusammenfassung der Elementarbeobachtungen nach (11) geht diese 


Formel in (10) uber. ; 
Ist « der mittlere Fehler einer Beobachtung vom Gewicht 1, so ist, da dem 





Mittel von m Beobachtungen vom Gewicht 1 der mittlere Fehler Tr entspricht, 
der mittlere Fehler von J; ie Lee 
aaa rn (12) 
oder 2 
P=" (13) 
und 2. 7,2 ie 
Di? Pe = Me? Mie (13°) 
Das arithmetische Mittel x hat das Gewicht [f], daher ist sein mittlerer Fehler 
u 


wofiir man nach (13) auch schreiben kann: 

4 

Gh 

we 
Die Gewichte sind Verhaltniszahlen, von denen eine willkiirlich wahlbar ist, 
die anderen folgen aus (13’). Man wahlt passend den mittleren Fehler der 
Gewichtseinheit, entweder als eine runde Zahl nahe den w;, oder man wahlt 
eines der m;, z. B. wa als mittleren Fehler der Gewichtseinheit; die zugehdrige 
Messung /, hat das Gewicht 1, die ttbrigen Gewichte berechnet man nach (13) 4) 
Sind die /; Mittelwerte aus gleich genauen Einzelmessungen verschiedener An- 
zahl, dann wahlt man die Gewichte auch proportional der Zahl der Beobachtungen, 


aus welchen die J; gebildet wurden. Die Abweichungen der Beobachtungen / 
vom Mittelwert x liefern die ,,Fehlergleichungen“ 


x —1,= 4. (15) 


Diese sind nicht gleichwertig. Wird jede Gleichung mit dem zugehérigen Vp: 
multipliziert, so erhalt man ein System von Fehlergleichungen, welche alle das 


gleiche Gewicht haben?). Mit den VP: v; verfahrt man wie mit den v; bei direkten 
Beobachtungen gleicher Genauigkeit. An Stelle von [vv] = Min. ist hier 


[pvv] = Minimum. (16) 


ay Die Berechnung der Gewichte nach (13) auf dem Rechenschieber findet man in 
AUG AS Vorlesungen iiber numerisches Rechnen. S. 51. 

Z ) Folgt ey Fehler v; einem GauBschen Gesetz vom Prazisionsma8 h;, so folgen die 

ehler h,v; = vj, hyv, = vg... alle einem und demselben Gesetz vom Prazisionsma8 1 und 


verhalten sich wie Fehler gleich genauer direkter Beobachtungen. Da sich die Prazisions- 
maBe wie die Wurzeln der Gewichte verhalten, kann Vpiv; an Stelle von h,v, treten. 


Ziff. 44. Ausgleich direkter Beobachtungen von verschiedener Genauigkeit. 541 


Durch Differenzieren-nach x, wobei die v nach (15) ersetzt wurden, erhalt man 
die Minimalbedingung 
[pv] = [p]x — [pl] = 0, 


woraus Gleichung (10) fiir x folgt. Statt [v] =0 dient hier als Kontrolle die 
Bedingung 
[pv] = 0. (17) 


Einfiihrung des Mittelwertes x in die Fehlergleichungen (15) liefert die , nach 
der Ausgleichung iibrigbleibenden Fehler v. Aus ihnen berechnet 
man den Minimalwert [fvv] und hieraus die mittleren Fehler nach der Aus- 
gleichung. 

Der mittlere Fehler einer Beobachtung vom Gewicht 1 nach der Aus- 


gleichung ist ee ae 
_ j/lbee 1 =) 
p= |/F— 1S 1), (18) 





Der mittlere Fehler der ces 1; nach der Ausgleichung ist 
a a [pvv} rte - 7071 
lise (14 en (19) 


und der des Mittelwerts * nach. der Ausgleichung ist 


ha [pvv] _ 0.7071 
Vip] [p] (nm — 1) (1 = aay io 


Der mittlere Fehler des arithmetischen Mittels vor der Ausgleichung (44) ist 
aus den mittleren Fehlern gerechnet, der nach der Ausgleichung (20) aus den 
wirklichen Abweichungen. Beide Werte werden nicht véllig iibereinstimmen. 
Eine starkere Abweichung der mw; von den mw; nach der Ausgleichung deutet 
das Vorhandensein systematischer oder grober Fehler an. 

Die os des durchschnittlichen Fehlers der Gewichtseinheit 








- fe 


be = 





ver) 
a= a (21) 


ist hier weniger verlaéBlich?) als bei gleich genauen direkten Beobachtungen, 
ebenso die Gleichung # = 1,2533...%. Als Kontrolle der Berechnung des 
Minimalwerts [fvv] dient die Bestimmung aus den 1: 


[pov] = [Pll] — x[pl] = —[pvt]. (22) 


Durch Einfiihrung eines runden Naherungswertes € von x kann man die ganze 
Rechnung vereinfachen. Man setzt 


%*—&=06& und j;,—E=+4;. 
v= «%—1,= dE—A,, 
die Minimalbedingung [pv] = 0 wird zu 
[p]6é — [p4] = 0, 
woraus man die Verbesserung 6& gewinnt, schlieBlich erhalt man 
[pov] = —[pA]oe + [pAd]. (23) 


Die Genauigkeit des Rechenschiebers wird hier meist ausreichen. 


Es wird 


1) Ziff. 4, Formel (13’) dieses Kap. *) Ziff.15 dieses Kap. 
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Die Bildung des verallgemeinerten arithmetischen Mittels dient zur Ge- 
winnung eines Endresultats, wenn fiir eine GréBe mehrere Messungsreihen un- 
gleicher Genauigkeit, z. B. nach verschiedenen Methoden ausgefithrt wurden. 

Beispiel. Aus 4 Messungsreihen erhielt man folgende Werte der Dichte 
einer Substanz (die mittleren Fehler sind in Einheiten der letzten Dezimalstelle 
angegeben, in dieser Einheit nimmt man auch die 4 und v): 


5,815 + 3,5, 
5,820 + 4,5, 
5,818 + 2,0, 
5,814 + 3,0. 


Wir erteilen dem zweiten Ergebnis das Gewicht 1, der mittlere Fehler der Gewichts- 
einheit vor der Ausgleichung ist w = 4,5; und nach (13) sind die Gewichte 


20,25 5 
etal SOS) be = Al p3 = 5,06, by = 2,25 ‘ 


ferner ist [p] = 9,96. 
Als Naherungswert des arithmetischen Mittels x wahlen wir § = 5,817 und 


erhalten: 





Die Verbesserung von é ist 





t-&=1 pa pak 
h =a 
—2 =—3,304, 660 je= a =, a = =o 770? 
ore + 3,00 9,00 ? 
Se pe 5,06 und x = 5,8168. Damit findet man die 


40,91 = [pAd] 





v,=%—1,=6€—A,, 





bildet die Probe [pv] = —0,01 und 
erhalt [pvv] = 40,53, welchen Wert 
man iiberpriift mit 

[pve] = —[pA] OE + [pda] 
40,53 = [pv] = — 0,40 + 40,86 = 40,51. 








Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit nach der Ausgleichung ist 


— pi poort Wi4Osan) ” 
p-/2= 3 == 3°67 -40 oe 








vor der Ausgleichung war = 4,5 +10" °. 
Der mittlere Fehler des arithmetischen Mittels ist 





vor der Ausgleichung ju, = Fe = 5 =1,4-1078, 
nach der Ausgleichung ju, = ai = sare Baad 4,2-4073. 


i ne ae der « vor und nach der Ausgleichung ist nicht so groB, daB 
eee es oF o das Vorhandensein systematischer Einfliisse geschlossen 
es 4 er mittlere Fehler des uz (20) ist in diesem Beispiel schon 
Saat ny ee S waren noch viel groBere Abweichungen von mu, und py durch 

oghich. Der durchschnittliche Fehler der Gewichtseinheit ist nach (24 ye 


y12 





. 10% = B54 = 1On2: 
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Das Kriterium : = 


Se = 1,2533(1 + 





0,7555 
\n 


ist weniger verlaBlich, aus den oben berechneten uw und # ergibt sicht 


(ipa ie 
eae WT oes 1,04. 
Die mittlere Fehlergrenze des Quotienten ist fiir » = 4 gleich 0,473, die Ab- 
weichung des Wertes 1,04 von 1,2533 ist noch zulassig. Zu weiteren Unter- 
suchungen tiber die Zufalligkeit der Fehlerverteilung ist die Anzahl der Beob- 
achtungen zu klein. 

12. Fehlerfortpflanzungsgesetz von Gauss. Die Messungsergebnisse meh- 
rerer voneinander unabhangiger GroBen *,,, x), %3... sind mit den mittleren 
Fehlern j14, fg, 43... behaftet, die als klein vorausgesetzt werden. Ein mit diesen 
GroBen berechneter Funktionswert /(x,, x2, ¥3...) hat den mittleren Fehler: 


Ist w der mittlere Fehler der Gewichtseinheit, so ist das Gewicht 





: ; uw Ww 
VON %2 Py == —,, “VON %qyipg ==. ss 
My F3 
und das des Funktionswertes 
: 2 
Pe ey 
ae Es 


oder mit Riicksicht auf (24) 
pm wiial teal alee to 


Einige Spezialfalle der Gleichung (24) treten haufig auf. Der mittlere Fehler 
der Summe 1%, + %, ist 








M = Yui + 18, 
aber auch der mittlere Fehler der Differenz x, — %g ist 
M = pi + 16. 


Wenn alle mittleren Fehler gleich sind 











[ bes Mink eg es ee 
und alle Ableitungen 
dine) By aly gr 
Of Pp ROxe igs 
dann wird a2 
Vie pwyn ; 
wo ” die Anzahl der GréBen %,, %2, %3... ist. 


Die letzte Formel hei8t Quadratwurzelgesetz. Eine Strecke wurde durch 
n-maliges Auflegen eines MaBstabs gemessen. Ist m der mittlere Fehler einer 
Lage und Ablesung, so ist der mittlere Fehler der ganzen Streckenmessung w|7- 

Der mittlere Fehler von ax, ist M = apy. 

Der mittlere Fehler des Produktes %,%, ist 


M =a tad = 4m) (2) + (2): (25) 
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100 [ty 





(4 heiBt der mittlere relative Fehler von %,, ist der mittlere prozentuale 


% a 
Fehler, Schreibt man die Gleichung fiir den mittleren Fehler des Produkts 
in relativen Fehlern, so ist sie 











M / al (Sy (25’) 
41% =) te , a ; 
Der mittlere Fehler des Quotienten devise 





2 





may al Hoel a) 


ee EV ele ees 

Wy %2 =+)/(4 . Xo a 4) ° 

v3 
Die mittleren relativen Fehler folgen bei Produkt und Quotient demselben 
Gesetz wie die mittleren Fehler fiir eine Summe oder Differenz. Man kann dies 


in logarithmischer Form ersichtlich machen, aus f = x,%_ folgt nach logaritb- 
mischem Differenzieren die mit (25’) identische Formel: 


und der relative 




















d log f os oe y dlog x» y 25 

ii fae fa) + (=o Ma) - og 

Man beniitzt oft diese Formel, ersetzt aber die Differentialquotienten 
Alog #1 


durch die Differenzenquotienten usw.; der Zahler ist die Differenz der 


° Ax, 
Mantissen bei Anderung um eine Einheit der letzten Stelle des Arguments; der 
Nenner ist eine Einheit der letzten Argumentstelle. Winkel miissen im BogenmaB 
Coats 
180 

Beispiel. Das Gewicht eines Korpers wurde gemessen zu G = 16,364g + 7mg, 
sein Volumen zu V = 3,219 cm? -+ 5 mm5; es soll die Dichte und ihr mittlerer 


Fehler berechnet werden. Man erhalt d = - = 5,084 und ihren mittleren 
Fehler: 





genommen werden, es ist «° durch zu ersetzen. 





Ci eae oe oe tA 
M= alls + TF = 5,084 70,18 + 2,41 -10-? = +8,2- 10-8. 


Bei Rechnung nach (25’’) entnimmt man einer 6stelligen Tafel die Anderung 
des Logarithmus fiir eine Einheit der letzten Stelle des Arguments bei G zu 2,7, 


bei V zu 13,5 und bei © zu 8,5, daher: 





a! 
M ea 1078 127 et 8 oom 


13. Ausgleich vermittelnder Beobachtungen. Problemstellung. Zwischen 
den Unbekannten X, Y, Z... und Beobachtungsgr6Ben 1; bestehen die Be- 
ziehungen f(X, Y, Z...) —1,=.;. Statt der wahren Werte X pe Sav AP oe 
winnt man durch Ausgleich die plausibelsten Werte x, y, z..., welche mit den 


Beobachtungswerten J; und den scheinbaren Fehlern v; durch die Fehlergleichun- 
gen verbunden sind: 


16.92 cme) = Up — yee 4 aad ae (26) 


ne Index 7 bei f driickt aus, daB in f Parameter stecken, welche sich von Beob- 
achtung zu Beobachtung andern (z. B. Temperatur, Druck usw.). Die Anzahl m 


¢ 
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der Unbekannten x,y,z... mu kleiner sein als die der Beobachtungen 1, 
damit ein Ausgleichsproblem vorliegt. Die Berechnung der vorteilhaftesten 
Werte der Unbekannten ist nur méglich, wenn 

1, alle Gleichungen (26) in den x,y,z... linear sind, 

2. wenn bei nicht linearer Form der /; solche Naherungswerte der x,y,z. . 
bekannt sind, da8 man die Taylorsche Entwicklung der / nach den ersten Potenzen 
der Verbesserungen abbrechen kann, so daB die Verbesserungen aus linearen 
Gleichungen zu berechnen sind. Solche Naherungswerte kann man sich immer 
verschaffen, z. B. indem man in m der Fehlergleichungen die v rechts Null setzt 
und die Gleichungen streng auflést. Die m Gleichungen wahlt man zwecks 
scharfer Bestimmung der Naherungswerte so aus, da8 die Koeffizienten und 
Parameter der / méglichst verschieden sind. 

14. Lineare Fehlergleichungen. Schema fiir zwei und drei Unbekannte. 
Zwischen den vorteilhaftesten oder wahrscheinlichsten Werten x, y, z der Un- 
bekannten X, Y, Z und den BeobachtungsgréBen J; bestehen die Fehlergleichungen 








Qxthytazt+-.-—-k=y,, 
Ax + b Cogent ote Ue 
2 2¥ + Ce 2 2 (27) 
An% + Ony + Caz + ++ — 1, = Up. 
Das Ausgleichsprinzip [vv] = Minimum verlangt die Minimalbedingungen: 
O[vv] _ O[vv] _ O[vv] _ 
oa Page Pa ae (28) 


Hier fiihrt man fiir die v die linken Seiten der Gleichungen (27) ein. Die erste der 
Bedingungen (28) wird 
dy (a,x + dy + cz + ++» —h) + ag (aq% + dgy + C2 + +++ — hy) + ++ 
+ an (An% + byy + Cyt + +--+ —I,) =O =[av]. 


Durch Zusammenziehung erhalt man aus dieser Gleichung und den analog aus 
den iibrigen Gleichungen (28) gebildeten das System der m Normalgleichungen 


[aa] x + [ably + [aclz+--- [al =0, 
[ab] x + [bd] y + [Belz +--- —[b] =0, a 
[aclx + [bcly + [ec]z+---—[e]=0, 


an a een hee a eet inl wetaie. hen (sh 01 Pies e182. ec yieh US pet fe!) fe’ ten eye 


Dazu nimmt man noch eine ganz gleich gebaute Gleichung fiir den Minimal- 
wert [vv], die als Rechenkontrolle dient: 


—[al] x — [bly —[el]z+ --- +1] = [vv]. (30) 


Die Gleichungen (29) sind m lineare Gleichungen fiir die m Unbekannten %, y,Z,.. 
Man lést sie nach dem GauBschen Algorithmus oder mittels Determinanten 
auf und gewinnt auBer den plausibelsten Werten der Unbekannten auch ihre 
Gewichte. Die Einfiihrung der so berechneten 4%, y, Z,... in die Fehler- 
gleichungen (27) liefert das System der iibrigbleibenden Fehler v, die man auf 
ihre Zufalligkeit untersucht. Ihre Quadratsumme muB mit dem aus (30) be- 
rechneten Wert iibereinstimmen. Weitere Kontrollen geben die Normal- 
gleichungen (29) in der Form 


fjauj=0, lee} =— 0, [cv] = 90, ---, 
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die von den iibrigbleibenden Fehlern erfiillt werden miissen. Ahnlich 1a8t sich 
Gleichung (30) in der Form schreiben: 
[vv] = —[lvl. 

Aus den nach dem Ausgleich sich aus (27) ergebenden v berechnet man den 
,mittleren Fehler einer Gleichung’?): 

— 
wat). (31) 
Da fiir m Unbekannte  Gleichungen vorliegen, ist die im Nenner stehende Zahl 


n — m die Anzahl der iiberschiissigen Gleichungen oder Beobachtungen. Ergab 
die Rechnung fiir die Gewichte der Unbekannten x, y,z,... die Werte #,, po, 





pz,..., so sind die mittleren Fehler der Unbekannten: 
Sm oe ae Subiclate ( 
— — ‘ = —, Lu or 32) 
Sata ier Vaems iti Ba es 


Die Normalgleichungen kann man nach irgendeiner fiir lineare Gleichungen 
iiblichen Methode aufldsen. Da aber die Gewichte der Unbekannten ebenfalls 
bestimmt werden miissen, wird man nur die Methoden beniitzen, welche ohne 
weiteren Rechenaufwand auch die Gewichte ergeben. Um letztere richtig zu 
erhalten, darf an keiner Normalgleichung eine Anderung, z. B. 
Kiirzung, vorgenommen werden. Die gebrauchlichste Auflodsung ist die von 
Gauss angegebene. Da die Gleichungen symmetrisch sind, fiithrt auch die ge- 
wohnliche Determinantenmethode ebenso rasch zum Ziel. 

Bezeichnet man die Determinante der Koeffizienten der Unbekannten der 
Normalgleichungen mit D, ihre zum Element [aa] gehorige Unterdeterminante 
mit A,,, die von [ab| mit A,, = A»,,, so erhalt man die Werte der Unbekannten 


ee Di= A,,(@!] ee A,,[61) it A, {cl} a ue ae! 
Dy = —A,,[al] + Aps[61] — Aeslel] + ---, 
Dz= A,,[al] — A,. [61] ak A,,[cl] Be eer 








Die Gewichte #, von %, pg-von y, fs von z,... erhalt man aus: 
1 ed ae 1 pain Ay, ae ex A ce 
Pi De Pa D”’ Ps De. 


Die Methode von Gauss werde zuerst fiir zwei Unbekannte besprochen. Die 
zwei Normalgleichungen und die ahnlich gebaute fiir [vv] werden aus den Fehler- 
gleichungen a;x + b;y — 1; = v; gebildet: 

[aa|x + [ably — [al] =0, 

[ab]x + [6b]y — [bl] =0, (33) 

—[allx — [bly + (0) = [wo}. 

Die zur Gewinnung von y notwendige Elimination von x geschieht nach Gauss, 
: : : b oie oa 
indem die mit <a multiplizierte erste Gleichung zur unveranderten zweiten 


addiert wird, ferner die mit +'@4 mputtiptizi 
od + [aq] Multip izierte erste zur dritten Gleichung. 


(28) ey — (ea — Al, 


[aa] 
[ab][al]\ - - falj[al] 
(0 — Oe) + (en Ale) Se, 


gleiches Gewicht haben, fiir welches man passend 1 
r der Gewichtseinheit. 


(34) 





; *) Da die 7 gleich genau sind, also 
wahlt, ist w auch der mittlere Fehle 
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Der Koeffizient von y in der ersten der zwei Gleichungen (34) ist schon das 
Gewicht $, von y Gauss fiihrt fiir die in (34) auftretenden Klammerausdriicke 
neue Symbole ein und schreibt die zwei Gleichungen (34) in der Form: 


[bb1jy — [614] = 0, 
—[bl4]y + [211] = [vv]. 
Das Bildungsgesetz der Symbole ist leicht zu erkennen, die Ziff. 1 kennzeichnet sie 
als die Ergebnisse der ersten Reduktion. Die Gleichungen (34’) sind symmetrisch 


wie die Normalgleichungen; die Anzahl der Unbekannten ist um eine geringer 
geworden, 

Aus der ersten der Gleichungen (34’) gewinnt man y, das Gewicht ~, von y 
ist sein letzter Koeffizient: : 


pb, = [bb1] = [08] — 


(34) 


[ab} 
[aa] © 





Einfiithrung des Wertes von y in die zweite der Gleichungen (34’) ergibt den 
Minimalwert [vv]. Diesen wird man zur Kontrolle nach Berechnung jeder Unbe- 
kannten bestimmen. Elimination von y aus den zwei Gleichungen (34’) gibt 


[24] [bl1] 


direkt aus den Koeffizienten der Normalgleichungen. [ab] 
y wird aus den Normalgleichungen (33) eliminiert, indem die mit my 


[b/] 


multiplizierte zweite Gleichung zur ersten addiert wird, ferner die mit [ob] 
multiplizierte zweite zur dritten 


ont) — (1 PAE =o 














(36) 
sy [ab] [62] [b7}[57]\ 
oder in der Symbolik von Gauss 
[aa1|x —[al1] =0, G6) 
—[ali1]x + [111] = [vv]. 


Der ‘Koeffizient von x in der ersten Gleichung 


[ab} _ 
[b b] ras Pi 





[aa1| = [aa] — 


ist schon das Gewicht ~, von x. Die Einfiihrung des aus der ersten Gleichung 
" berechneten x in die zweite oder die Elimination von x aus den Gleichungen (36’) 
gibt [vv], welcher Wert mit dem aus (34) oder (35) gleich sein mu bis auf Ab- 
rundungsfehler der letzten Stelle. Da jetzt * und y bekannt sind, werden die 
nach der Ausgleichung iibrig bleibenden Fehler a;% — by —] = % berechnet, 
ihre Verteilung untersucht, [vv] gebildet, welches mit den aus (34’), (35) und (36’) 
erhaltenen iibereinstimmen soll, schlieBlich mit [vv] aus der dritten der Normal- 

ichungen : 

Diese [v ee kontrollieren die ganze Rechnung. Es ist empfehlenswert, 
schon die Aufstellung der Normalgleichungen mittels der Summenproben zu kon- 
trollieren. Man bildet in jeder Fehlergleichung die Summe der Koeffizienten 


a+b -—k= 5; 
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und weiter [as], [ds], [Js]. Die Koeffizienten jeder’ Normalgleichung (33) 
werden kontrolliert durch 

[aa] + [ad] —[al]= [as], 

[ab] + [bd] — [61] = [bs], 

—fal] —[b4) + (127) = —[s], 

[as] + [6s] —[s] = [ss]. 
Man bildet die Vertikalsummen und erhalt fiir sie die letzte Gleichung; [ss] 
wird so zwcimal erhalten, welche Werte iibereinstimmen miissen, wenn bei 
Bildung der Normalgleichungen kein Fehler unterlief. Fur die Berechnung 
der Produkte und Summen zur Aufstellung der Normalgleichungen und die 
Summenproben bedient man sich eines passenden Schemas. Die Quadrate 
und Produkte entnimmt man Tafeln. Auch die Produkte kann man mit einer 
Quadrattafel bilden, gemaB 


ab=4{(a+b2?—a@—B} und [ab] =4{[(a+4 b) (a+ 0] — [aa] — [bd}}. 
Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit (31) oder einer Gleichung ist 


p= Ve [vv] 


n—2’ 








die von x und y sind 


y= Uo 


=. 
Vo, Tease ier 
Die ganze Rechnung wird durch Einfihrung von Naherungswerten €, y fiir 
x und y sehr abgekiirzt ; man bildet die Normalgleichungen fiir die Verbesserungen 
6&€ und 67 der Naherungswerte, wobei man die Koeffizienten [aa], [ab] usw. 
nur von geringer Stellenzahl braucht, so daB die Genauigkeit des Rechen- 
schiebers ausreicht. Man setzt 


t=aEROE, yentdon, Gling 
und erhalt die Fehlergleichungen in der Form 
a;0& + b;0n — A; = 9;. 
Aus ihnen bildet man die Normalgleichungen usw., wie oben besprochen. 
Bei drei Unbekannten bildet man aus den Fehlergleichungen 
ax+tbytoztil=v,; (37) 
die drei ee eae und die Gleichung fir [vv]: 
[aa]x + [ably + [aclz — [al] =o, 
[ab]x + [bbly + [bc]z —[b4] =0, 
[ac|x + [bc]y + [ec]z — [cl] =0, G8) 
—[aljx —[bl]y —[eljz + [ll] = [vv]. 


Zur Elimination von x addiert man die mit — tor multiplizierte erste Gleichung 
[4c] 


zur ae ferner die mit — faa multiplizierte erste zur dritten, endlich die 
mit laa} multiplizierte erste zur vierten und erhalt: 


([00] — vs (abl) y + ((2¢1 xe oA (acl) z — ({o2) — La8) van 























jaa) )=0 
([b¢] arya sy (abl) y ce ([e¢} — se sal (ac}) 2 — [en = erie 1) =0 = 
—(e - ra (ab}) y — (fez) — fal (ac]) 2 + (04) — a 
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Mit Einfithrung des- Symbols 


ha) = trp) — 128 C=) 
[ek1] = [tk] teat [ak| er 


erhalt man Gleichungen, welche ganz die Form der Normalgleichungen fiir 
zwei Unbekannte haben 


[6b1\y + [bc1]z — [bl1] =0, 
[bc1]y + [cc1]z —[cl1] =0, 
—[b2 ‘jy — [el 4)2 + [111] = [vv], 


die man nach der GauSschen Methode weiter auflést. Die Elimination von y 


liefert [bet] [bet] 
ct] c 
((co] — +oiqr (bet) es ((or4 er (621) 20) 


—([ei1 — +e (be) z a (wea) — aa (021) = [vv] 








oder mit Einfiithrung der Gau8schen Symbole fiir die runden Klammern 








. os a (b24] 4.=C,1, 
[tk2] = [¢hk14] (bb 1] [bk1], ORG Os 
[ec2|z—[cl2] =0, 
—{cl2]z + [112] =[vv]. 
Elimination von z gibt 
12/7 
[005] = (U02] — 2 = [v0] 


zur Kontrolle. Der Koeffizient von z in der ersten Gleichung ist das Gewicht von z 


at th » fees} 
Ps a [ec2] ae [ec 4] (bb 1] * 





Indem man ebenso eine andere Unbekannte an den SchluB stellt, erhalt man sie 
und ihr Gewicht. Diese Werte von x, y, z setzt man in die Gleichungen (37) 
ein und bekommt die ibrigbleibenden Fehler v;, deren Verteilung man unter- 
sucht. Aus [vv] erhalt man den mittleren Fehler der Gewichtseinheit oder einer 
Gleichung oats p eee 
w= / fev] —7/ [vv 
n—m™ \ n— 3 
und die der Unbekannten x, ees 
u le lu 
=, = a, - ae) 
VA1 ms Vp2' : VPs 
Die richtige Bildung der Normalgleichungen (38) kontrolliert man mit den 
Summenproben 
4,46 +¢—l=s, 








ae diet 


wie oben bei zwei Unbekannten besprochen. 

Damit die Koeffizienten und die Unbekannten am scharfsten bestimmt 
werden, miissen die a;, 0;, ..., J; von derselben GréBenordnung sein. Durch 
Multiplikation mit einer Potenz von 10 laBt sich dies meist erreichen. Wir 
fiihren statt x z.B. ein 10x = x’. Die Auflésung gibt x’ und seinen mittleren 
Fehler uj, es ist dann « = 0,1%’ und sein mittlerer Fehler 4, =0,1m;. Zur 
rascheren Rechnung fiihrt man statt +, y,z wieder Naherungswerte ein und 
berechnet ihre Verbesserungen. 
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Beispiel. In Ziff. 26 des Kap. 45 wird fiir die Variation der magnetischen 
Deklination die Gleichung aufgestellt 

1 af 

{oa ae 


j(é) sind die Beobachtungswerte der Variation (entsprechend den L)afp ome 


Konstante, ” = und T die Periode der Erscheinung. Die zusammengehorigen 

Werte sind: 

af 

t cA)) dé 

1842 7,45 | +0,36 
44 6,88 | +0,64 
46 8,47 | +0,08 
48 | 10,35 | —0,48 
50 | 10,54 | —0,44 
52 | 9,26 | +0,18 

1854 | 8,44 | —0,09 





Durch Einfiihrung von f/f, = x und are y erhalten die Fehlergleichungen h- 


n> 
neare Form: 
x% — 0,36y — Ae ae 


x —0,61y — 6,88 = v2, 
x —0,08y — 8,47 = 245, 
x +0,48y — 10,35 = %4, (39) 
~+0,41y — 10,54 =2,, 
x — 0,18y — 9,26 = u,, 
x+0,00y — 841 =,. 


Als Naherungswerte fihren wir die in Ziff. 26, Kap. 15 berechneten Werte 
eine 8,82, n = 3,18, setzen also x = € + 6&, y= + 6n in (39) ein und 
erhalten die Fehlergleichungen: 

16€ — 0,366 + 0,23 = 2, 

46é — 0,6167 + 0,00 = %, 

10€ — 0,086 + 0,10 = 25, 

16&€ + 0,486 + 0,00 = %, (39) 

16& + 0,446 — 0,42 =4;, 

16& — 0,186 — 1,01 = %, 

16& + 0,0967 + 0,70 = 27. 


Die Berechnung der Koeffizienten der Normalglei i 
a te eichu d 
wird in folgendem Schema vorgenommen: : eae 










































a=aa b=ab -l=-al S=as bs -ls | Ss 
1 | =938 | +923, | 4023 | olen |oroos| ay eas ean lae 
i recs bie a6 YU, ,00 0,00 | +0,39 | —0,24 0,00 ee 
4 40,48 0,00 ae 
1 +0,44 —0,42 +2,19 
1 —0,18 —1,01 aes 
pein 3) Be 70 3,20 
7 998 | 0 — 
Pes | [ab] wee +-6,35 | +0,68 | 41,32 8,35 

| [an [as] | [bs]. | 





—[is] | ss] 
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Man uberzeugt sich, daB die Proben stimmen: 
[aa] + [ab] —[al]} = 7 —0,25 — 0,40 = +6,35 = [as], 
[ab] + [6b] — [b/] = —0,25 + 0,95 — 0,02 = +0,68 = [bs], 
—[al] — [bJ} + [1] = —0,40 — 0,02 + 1,75 = +1,33 = —[Js]. 


Die letzte Summe —{/s] weicht infolge Abrundung um eine Einheit der letzten 
Stelle ab. Weiter gilt 


[as] + [bs] — [ls] = 6,35 + 0,68 + 1,32 = 8,35 = [ss]. 


Die Normalgleichungen 
70€ — 0,256 — 0,40 =0, 
—0,25 d& + 0,95 d7 — 0,02 = 0, 
—0,406& — 0,020 + 1,75 = [vv] 


werden nach Gauss aufgelést, die Rechnung fiihrt man in folgendem Schema aus: 








[ab] = —0,25 —[al] = —0,40 
b | [bd] = 0,95 | —[bl] = —0,02 
is = —0,0357 ) --0,0357[a6] = 0,01 0,0357 [al] = +0,01 
[bb1] = 0,94 —[b11] = —0,03 
—[b7] = —0,02 fe 75 
_ al = —0,057 | —0,057 [ab] = 1 0,057[ay]=+ 2 
[aa] | 
—!b14] = —0,63 [24] = 14,73 
| fab) =i 0.05 —{b7] = —0,02 
[aa] = 7,00 —[al] = —0,40 
[ab] _ é, ar, ; 
[Bb] = —0,263 7 
[ceAlj-— 6,93 —[al1i] = —0,41 
—fal] = —0,40 a= 1,75 
[b7) 
[58] 0,021 7 
—[b11] = —0,44 (7l4] = 1,75 








Die einmal reduzierten Normalgleichungen sind: 


6,93 0€ — 0,41 =0, 0,946 — 0,03 =0, 
—0,416& + 1,75 = [vv], —0,03 dy + 1,73 = [vv]. 
Man erhalt 
6& = +0,06 und sein Gewicht £, = 6,93, 


dn = +0,03 und sein Gewicht f, = 0,94 


nnd weiter aus den zwei letzten Gleichungen ibereinstimmend [vv] = 1,73. 
Mit 
x = 8,82' +:0,06' = 8,88", 
= 5,48 a 0,03’ a 3,21 
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erhalt man aus (39) das System der iibrigbleibenden Fehler: 


———— n 





v vv 
part 3 ee 
+0,28 0,078 
-+0,04 | 2 
+0,15 23 
+0,07 5 
— 0,34 116 
—0,96 922 
SS 
(v] = [av] = 0,00 | 1,722 = [vv] 


Der Wert [vv] = 1,722 stimmt gut mit dem oben erhaltenen 1,73. Der mittlere 
Fehler der Gewichtseinheit ist 


n= |= VP - 20887, 











Der mittlere Fehler von x ist 
0,587 








eis 0,22", 
fee ee 
der von y ist ae 
L2= ae = +0,605. 
Aus y erhalt man die Periode 
T=—=22 yy 


und nach dem Ro anen cities ihren mittleren Fehler ie? schlieBlich 
ay 
i £1526 call 4,06 Jahre. 


In Wirklichkeit ist die Periode der Variation 11,03 Jahre, die Ausgleichung 
wurde in dem Beispiel ttber einen zu kurzen Zeitraum vorgenommen. 
Keiner der iibrigbleibenden Fehler iibersteigt 24 = 1,17. Die Probe der 
Vorzeichensumme (Ziff. 8 6) s =0--Yn gibt hier s = 3 und 7 = 2,6, deutet — 
also keine rein zufallige Verteilung an. Die v sind auch nicht mehr rein zufallige 
Beobachtungsfehler der J;; es wurde dem Ausgleich die Annahme zugrunde 
gelegt, daB die magnetische Variation in ihrem Verlauf eine einfache harmonische 
Schwingung darstellt. Einem so einfachen Gesetz gehorcht aber die Variation 
nicht, wir haben nur die Hauptschwingung berechnet.. Die v sind hier nicht 
scheinbare Fehler, sondern ,,Abweichungen“ und zeigen an, wie genau die mit 
Fehlern behafteten Beobachtungswerte dem angenommenen empirischen Gesetz 
gehorchen. Weiteres iiber empirische Gesetze in Ziff.17 dieses Kapitels. 


15. Der durchschnittliche Fehler. Gema8 den zwei Formen des mittleren 
Fehlers der Gewichtseinheit 





zee [e [ee] [uv v] 


n — n—m 


steht die Quadratsumme der scheinbaren Fehler v zu der der wahren ¢ im Ver- 
haltnis (1 — m):n. Kénnte man fiir die Summen der Absolutbetrage [|v|] und [||] 


annehmen, daB sie im Verhaltnis Jn — m:n stehen, so wiirde man fiir den 


durchschnittlichen Fehler 3} = le Llel] erhalten: 


Ree ait ie 


Yn(n = m) 


(40) 
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Die v miiBten ein Fehlergesetz derselben Form befolgen wie die ¢. HELMERT?) 
hat im Falle des GauSschen Gesetzes strenge Untersuchungen angestellt. Nur. 
fiir gleich genaue direkte Beobachtungen fand sich (40) als richtig. In allen 
anderen Fallen ist ® gréBer als der aus dieser Formel berechnete Wert. HELMERT 
gab fiir # die Ungleichungen an: 

Cle] (lol) 

n—m =e es ere 
Eine genauere Formel ist zu verwickelt, um verwendet werden zu kénnen. Bei 
groBem m ist der Fehler von (40) in der Berechnung von # klein, wenn die v das 
GauBsche Gesetz befolgen, ferner liegt # der rechten Seite der Ungleichung 
naher. Wenn aber das Gaufsche Gesetz von den iibrigbleibenden Fehlern v nicht 
erfiillt wird, weif man nicht, wie gro8 die Annaherung der Formel (40) ist. 

16. Lineare Fehlergleichungen ungleicher Genauigkeit. Die Beobachtungs- 

werte 7; der Fehlergleichungen 


ax + by + G24 ---—-lL= 4, 
sollen ungleiches Gewicht haben. Wie in Ziff. 11 werden sie von gleichem Gewicht, 


wenn jede Gleichung mit der zugehérigen Vp: multipliziert wird. Aus den 
so erhaltenen gleichgewichtigen Fehlergleichungen bildet man die Normal- 


gleichungen: 
[paa]x + [pab]y + [pac]z+--- — [pal] =0, 
[pab]x + [pbb] y + [pbe]z + --- —[pbl] =0, 
—[pal]x —[pbl]y —[pcl]z—--- + [pl] = [pov). 
An diesen Gleichungen darf keine Kiirzung usw. vorgenommen werden, um 
bei der Auflésung auch die richtigen Werte der Gewichte der x, y, 2... zu er- 


halten. Die Auflésung wird man nach dem Gau8Sschen Algorithmus durch- 
fiihren. Es ist hier 





[pov] = Minimum , 


und die Ableitungen, die Normalgleichungen, dienen als Rechenkontrollen in 


oe eon [pav] =0, [pbv] =o... 
Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit ist 
= | [pvr] 
- has a =— | n—m , 
der von x ist i 
Ma =S= 
Vex 


usw. #, ist wieder der letzte Koeffizient von x in der reduzierten Normalgleichung 
letzter Stufe, welche nur mehr x als einzige Unbekannte enthalt. Zur Probe 


Die Koeffizienten der Normalgleichungen werden mit der Summenprobe kon- 


trolliert. Man setzt a; + 6; +c; +--- —1J,;=;, bildet [pas], [pbs] usw., welche 
den Gleichungen geniigen mussen 

[pada] + [pab] + --- — [pal] = [pas], 

[pab] + [pbb] + --- —[pb!] = [pbs] usw. 


1) F. HELMERT, Uber die Formeln fiir den Durchschnittsfehler. Astron. Nachr. Bd. 85, 
_ §..353-. 1875. 
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17. Ausgleich vermittelnder Beobachtungen bei nichtlinearer Form der 
Fehlergleichungen. Die Werte /;(¥,y,z...) wurden durch Beobachtung als 
haven Fo. ty bestumms.) Vie Fehlergleichungen 


TARY Bes oy le (41) 


sollen von gleicher Genauigkeit sein. Waren sie es nicht, so wiirden sie ganz 
wie im vorigen Abschnitt durch Multiplikation mit den zugehorigen VP: in gleich- 
gewichtige itbergehen. Der Index 7 von f; soll die Anwesenheit von Parametern 
(z. B. Temperatur) andeuten, die sich von Beobachtung zu Beobachtung dndern. 
Die Anzahl der Unbekannten werde, ohne Beschrankung der Allgemeinheit 
mit drei festgesetzt. Die Ausgleichung ist nur durchfthrbar, wenn far 2 yeae 
Naherungswerte &, 7, ¢ bekannt sind, deren Verbesserungen 6&, dn, 6¢ so klein 
sind, da8 ihre Produkte und Quadrate zu vernachlassigen sind, so da eine 
Entwicklung nach dem Taylorschen Satze 


f(x,y, 2) = h(E + 0€, 4 + 6m, € + 80) 


2 te fe ‘) Bs ae ale én(e et sc(Se) Pe 








nach den linearen Gliedern abgebrochen werden kann. 

Die Naherungswerte €, 7, € gewinnt man durch strenges Auflosen von 
drei Gleichungen /;(x, vy, z) —1;= 0, die médglichst verschiedene Koeffizienten 
haben, oder auf graphischem Wege oder durch irgendwelche Annahmen. Sollten 
sich die 6&, 67, 6¢ als zu groB ergeben, so muB mit + dé usw. die ganze 
Rechnung wiederholt werden, evtl. so lange, bis sich schlieBlich ein System ge- 
niigend kleiner Verbesserungen ergibt. Die Naherungen &, 7, ¢ miissen ge- 
niigend nahe den plausibelsten Werten x, y, z liegen, welche Naherungswerte man 
unter dieser Bedingung wahlt, ist gleichgiiltig, sie fiihren alle auf dieselben x, y, z. 

In der Taylorschen Entwicklung ist f;(€,7,¢) berechenbar, ebenso die 
O7.\ 

Ox Ena, Gs 
andeuten, die Naherungen €, 7, ¢ einfthrt. Setzt man zur Abkirzung 


iy i ae es i Of; es Of; Rn Of; e. 
LST ak (seh ye (Bene (SHene= & 


so sind also die a;, 0;, c; berechenbare GréBen, ebenso die 1;, welche auBerdem 


noch klein sein werden, wenn die Naherung ausreichend ist. Die Fehlergleichungen 
sind linear geworden 





partiellen Ableitungen ( usw., in welche man, wie die Indizes é, 7, € 











a,0€ + b;6n +¢6,66 —A, = 4;, (43) 
aus ihnen bildet man die Normalgleichungen: 


[av] = [aa] 6€ + [ab} dy + [ac] 6¢ — [ad] = 0, 

[bc] = [ab] 0& + [bb] dy + [bc] 6 — [ba] =0, 

[cv] = [acl 6& + [bc] by + [ec] 66 — [cd] = 0 
und die Kontrollgleichung: 


—[vd] = —[ad] dE — [BA] by — [cd] 6¢ + [Ad] = [vv]. 


(44) 


Wird die Auflosung nach Gauss durchgefiihrt, so sind die letzten Koeffizienten 
der Unbekannten in den zweimal reduzierten Normalgleichungen ihre Gewichte, 
welche auch die Gewichte der x,y,z sind. Das Einsetzen der gefundenen x, OY, gh 


~% 
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in die Fehlergleichungen (41) liefert das System der itbrigbleibenden Fehler v, 
aus denen man den mittleren Fehler der Gewichtseinheit oder einer Gleichung 


= ay ed 


n 





den mittleren Fehler von x 


= — 
seats 
usw. erhalt. Der Minimalwert [vv] und die Auflésung der Normalgleichungen 
wird kontrolliert durch die letzte der Gleichungen (44). 

_ 18. Empirische Gesetze. Wie in Ziff. 13 erwahnt, verlieren die v ihre Be- 
deutung als scheinbare Fehler, wenn /(«, y, 2) ein empirisches Gesetz ist, mit 
welchem man den Beobachtungen geniigen will: Die Abweichungen v und die 
aus ihnen abgeleiteten mittleren Fehler uw, uw, usw. beziehen sich nicht allein 
auf die Beobachtungswerte /;, sondern sind mit einem systematischen Teil be- 
haftet, der davon abhingt, wie weit das Gesetz, welchem die x, y, z... wirklich 
gehorchen, von dem angenommenen empirischen abweicht. Die v und mw geben 
ein Bild, wie genau die gewahlte Formel / durch die mit Fehlern behafteten 
BeobachtungsgréBen /; dargestellt wird. 

Die Unbekannten x,y,z... sind hier durch Ausgleich zu bestimmende 
Konstante der empirischen Formel. Ein. solches empirisches Gesetz dient als 
Interpolationsformel in dem Bereich, in welchem die Beobachtungen ausgefiihrt 
wurden. 

Beispiel. Im Kap. 14, Graphisches Rechnen, Ziff. 26, wird der Zusammen- 
hang der Energie S, welche pro 1 cm? in einer Sekunde von einer Glithlampe 
ausgestrahlt wird, und der absoluten Temperatur T des Kohlefadens betrachtet. 
Messungen LummeErs!) ergaben: 


T absolut | S in gcal 


1309 2,138 





1471 3,421 
1490 3,597 
1565 4,340 
1611 4,882 
1680 5,660 


Durch Eintragen dieser Werte in logarithmisches Papier findet man, da sie 
sehr nahe das Gesetz befolgen: 
ve b 
Si "4 (550) . 
Der Zeichnung entnimmt man die Naherungswerte « = 0,725 fir a und 6 = 3,96 
fiir }. Es sollen die Verbesserungen 6a und 6f durch Ausgleich gefunden werden. 
Die Fehlergleichungen 





a LR eee S; = 4; (45) 
(000) 


gehen durch Einfiihrung der Naherungswerte uber in 


T; 
1000 


B+ a(zy5)—Sisu, (46) 











Ti Nb T; \? 
(sEc5) ba + (55) log nat 


1) O. Lummer, Verfliissigung der Kohle und Herstellung der Sonnentemperatur, S. 44 
bis 48. Braunschweig: Vieweg & Sohn A.-G. 
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in Zahlenwerten: 
ee cae 2,905 da + 0,567 58 — 0,032 = %, 


4,610 da + 1,290 6B — 0,078 = 2%, 
4,851 da + 1,402 66 — 0,080 = v3, 
5,892 6a + 1,913 68 — 0,068 = %, 
6,608 da + 2,285 68 — 0,091 = 4,, 
7,802 0a + 2,935 df — 0,003 = %.- 


Die Normalgleichungen sind 


192,476 da + 63,665 66 — 1,8661 = 0, 
63,665 da + 21,44606 — 0,5777 = 0, 
—1,8661 da — 0,5777 6B + 0,0264 = [vv] 


und in reduzierter Form 


3,479 da —0,15141 =0, 0,387 Of + 0,0395 =0, 
—0,1511 da + 0,0108 = [vv], 0,0395 68 + 0,0083 = [vv], 


daher 
da = +0,0434, 6p = —0,102, 


[vv] = 0,0042, [vv] = 0,0043. 
Fihrt man 
“+604 =a, =0,7684 und £-+ 08 = fp, = 3,858 


statt a und } in (45) ein, so erhalt man ein System iibrigbleibender Fehler w, 





w ww 

+ 0,033 0,001089 
— 145 225 
== Ets 324 
ss GR 225 
— 45 2025 
+ 0,026 676 

0,004.564 


deren Quadratsumme [ww} = 0,00456 von den Werten [vv] = 0,0042 bzw. 0,0043 
zu stark abweicht. Die Summe [ww] ist noch nicht der Minimalwert, und die 
GroBen «, und f, sind noch nicht die ausgeglichenen Werte a und 6. Der Aus- 
gleich mu8 mit den Naherungswerten a, und £, wiederholt werden, Einfiihrung 
dieser Zahlen in (46) ergibt die Fehlergleichungen: 


2,826 da, + 0,585 66, + 0,033 = 2, 
4,433 da, + 1,315.68, — 0,015 = v5, 
4,657 0a, + 1,42768, — 0,018 = v3, 
5,629 dx, + 1,937 68, — 0,015 = v4, 
6,295 da, + 2,306.68, — 0,045 = v,, 
7,400 6a, + 2,95068, + 0,026 = v,. 
Die Normalgleichungen sind: 
176,3983 da, + 61,3778 68, — 0,2323 =0, 
61,3778 da, + 21,8798 68, — 0,0823 = 0, 
—0,2323 da, — 0,0823.68, + 0,0046 = [vv]. 
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Die einmal reduzierten Normalgleichungen 
12,139 da, — 0,0041 = 0, 1,010 df, — 0,0024 = 0, 
—0,0041 da, + 0,0043 = [vv], —0,002458, + 0,0043 = [va], 

ergeben die Lésungen: 

6%, = +0,0004, 68, = +0,0024, 

[vv] = 0,0043, [vv] 0,0043 . 
Einfithrung der Werte 

O + 60,=a=0,7688, 6, + 6h, = b = 3,8604 


in die Gleichungen (45) gibt die nach der Ausgleichung iibrigbleibenden Fehler v, 


I 


v vv 


+0,036 | 0,001296 


—0,010 100 
—0;013 169 
— 0,008 64 
— 0,037 1369 


+0,036 | 0,001296 
0,004294 = [vv] 





deren Quadratsumme [vv] = 0,004294 mit dem aus der letzten Normalgleichung 
gewonnenen Wert 0,0043 iibereinstimmt. Eine Wiederholung des Ausgleichs 
wiirde jetzt keine Anderung an den erhaltenen Werten von a und 0 bei der 
gewahlten Stellenzahl hervorrufen. Die Verteilung zeigt, da8 die Fehler nicht 
rein zufallig sind. Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit ist 





der mittlere Fehler von a ist 
__ 0,03276 


= +0,0094 , 
My 42,130 a 
der von 0 ist 
0,03276 
2 4,010 0,03 


Die Strahlung des Kohlefadens wird in dem beobachteten Bereich dargestellt 
durch die empirische Funktion: 
: vis ie parte 


S = 0,7688 (555 
-£ 0,0094 

Literatur zum Abschnitt II. AuBer den am Schlusse des ersten Abschnitts 
dieses Kapitels angegebenen Biichern sei noch verwiesen auf V. Happacu, Ausgleichs- 
rechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate. Leipzig u. Berlin: Teubner 1923; 
E. HEGEMANN, Ausgleichsrechnung. (Bd. 609. Aus Natur u. Geisteswelt.) Leipzig u. Berlin: 
Teubner 1919; N. Herz, Wabhrscheinlichkeits- und Ausgleichsrechnung (Bd. 19, Sammlung 
ScHUBERT). Leipzig: Gdschen 1900; C. RuncE-H. Konic, Vorlesungen tiber numerisches 

Rechnen. Kap. 3. Berlin: Julius Springer 1924. 


II. Annadherung willkurlicher Funktionen. 


19. Begriff der Annaherung. Minimalbedingung. Mittlerer Fehler. Mit 
Hilfe der Interpolation wird eine willkiirlich gegebene Funktion durch eine 
einfachere ersetzt, wobei die zwei Funktionen in einer Anzahl von Punkten 
vollstandig iibereinstimmen. Uber die Abweichung in Zwischenwerten wird 
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dabei nichts gesagt. Bei der Annaéherung wird unter Verzicht aut volliges Uber- 
einstimmen an gegebenen Stellen verlangt, da in einem bestimmten Interval 
die Naherungsfunktion sich der gegebenen im ganzen Verlauf méglichst gut 
anschmiegt. Diese Art der Annaherung ist zu empfehlen, wenn die Funktion 
nur durch eine Anzahl beobachteter, mit Fehlern behafteter Werte gegeben ist; 
die Naherungsfunktion soll den allgemeinen Verlauf darstellen, man wird nicht 
verlangen, daB® sie genau durch fehlerhafte Punkte geht. ; ues 
Das Intervall x, <%= %2 der Veranderlichen % wird durch die Substitution 





ud ead He — #1 
2 2 


x= u 
auf das Intervall (—1, +41) der Veranderlichen # gebracht. In diesem Intervall 
soll eine Funktion f(w) durch eine endliche Reihe 


g(t) = Ay Po(t) + A, P1(U) + +++ Am Pm (4) 


ersetzt werden. . 
Der Fehler der Annaherung in einem Punkte w ist die Abweichung 


v(u) = g(u) — fw) = ay Go(u) + 2,91 (4) + +++ 4m Pm(u) — f(u). 


Diese v(u) bilden eine kontinuierliche Folge von Werten, die Summen in der 
Ausgleichsrechnung werden hier durch Integrale ersetzt. Die Forderung, die 
Naherungsfunktion g(u) soll sich im Intervall (—1, +1) der gegebenen /(u) 
,»moglichst gut anschmiegen‘‘, wird mathematisch so festgelegt, daB die Quadrat- 
summe der Abweichungen von f und g einen Minimalwert annehmen soll. Aus 
dieser Minimalbedingung ergeben sich die Werte der Konstanten a; von g. Diese 
Festsetzung entbehrt nicht der Willkiir ebenso wie in der Ausgleichsrechnung, 
+1 


doch ist sie die einfachste. Die Forderung, die Summe der Fehler, hier i v(u)du, 


-1 
soll einen Minimalwert annehmen, wiirde bedeuten, daB die Flache zwischen 
den zwei Kurven méglichst klein sein soll. Da sich positive und negative Flacher- 
stiicke aufheben, fande ein Anschmiegen nicht statt. Es muB also eine gerade 
Funktion von v(u) zu einem Minimum gemacht werden, die einfachste gerade 
Funktion: ist aber das Quadrat; die Forderung 

+1 
fl v(u)|du = Minimum 
=a 
wirde viel schwierigeren Kalkiil erfordern. 
Es wird jene Annaherung gesucht, fiir welche 
+1 
Q= | [v(u) 2d = Minimum. (47) 
= 
Q ist eine definite quadratische Form der unbekannten Koeffizienten a;. Der 
Minimalwert 92, von 2 miBt, wie in der Ausgleichsrechnung die Quadratsumme 
[vv] der tibrigbleibenden Fehler, die Giite der Annaherung. Der Mittelwert von Os 
wird wieder als Quadrat des mittleren Fehlers mw eingefihrt: 


+1 
1? = 42) = 4 [o(w)Pdw. 
=a | 


Er ist ein MaB der Gitte der Annaherung im allgemeinen; wenn er klein ist, 
kann trotzdem in einzelnen Punkten w die Abweichung v(u) groBe Betrage 
erreichen. 
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Entsprechend (47) miissen die Ableitungen von Q nach Agi Mais aso Cin 
verschwinden. Die so erhaltenen m + 4, in den a; linearen Gleichungen gestatten 
die Berechnung der m+ 1 Koeffizienten a;. Diese Gleichungen entsprechen 
den Normalgleichungen der Ausgleichsrechnung und sind wie diese symmetrisch: 


7 ice +1 +1 
30 ; - 
Ja, 70} [Polu) Pau + a,| po(u) @,(u)du+..- an | pole) Pm(u) du — EXO) j(u)du=o, 
=1 =o = a 
+1 | ; 41 ot 
Fe) 
es a | pole) Py (u) du + a,|[pi(w lan Sey [ose Pm(u)du— | Pr(%) f(u)du=o, (48) 
=f == =f Sr] 
a pa arg See em 
12 > 
‘com a| Pol) Pm(u) du + a, P1(4) Pm(u) + +++ anf [Pm (ve) Pde — I Pm (1) f(u) du = | 
-1 ait | A 


Zu den Normalgleichungen tritt eine gleichgebaute fiir den Minimalwert Q, hinzu, 
wie in der Ausgleichsrechnung fiir [vv]: 





— +1 
Oy =| Tu) P du — | t(u) g(u) du. ee 
Die Normalgleichungen (48) kann man in der Form schreiben: 
+1 
1 02 a ) 
2 0a; = [Leu — Fe Edu =0. (48’) 


Da g(u) eine homogen lineare Form der Gr6Ben a; ist, also 
Mee lt og og 
g(u) = 965g, 7 Gla Seige? 


erhalt man durch Multiplikation der Gleichungen (48’) mit den zugehdrigen a; 
und Addition 


womit man die Gleichung (49) fiir’ 2, auch schreiben kann: 
+1 +1 
2, = [Uw Pau — fg wPan. (49! 
-1 -1 


Ist /(w) nur durch einzelne Ordinatenwerte oder graphisch gegeben, dann fithrt 
man die Integrationen iiber f(~) numerisch, z. B. nach der Simpsonschen Regel, 
oder graphisch aus. 


20. Anndherung durch ganze rationale Funktionen. Die Funktionenfolge 
pi(u) sel 
Po“ =1, GKiw=u, G4) =W, «00,  Pm(u) =u" 
und die Naherungsfunktion 


g(u) = ay + au + a,b? + +++ Ay”. 


Handbuch der Physik. III. 34 
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Man ‘schreibt zur Abkirzung: 
+1 I 


+ +1 
Jo= 4 t(u) du, = afufeadu, — Im= aunt du. 
“4 “1 “4 
Die Koeffizienten der Normalgleichungen sind die Integrale: 
+1 
| udu = si bei geradem o, 
=1 


= 0 bei ungeradem o. 
Das Quadrat des mittleren Fehlers ist 
+1 +1 
p= af PR du — (AJot+ Jat +++ amJm) = 3 i [w)2du— Fp, 
-1 = 
wobei F,, zur Abkiirzung fir den Ausdruck in der runden Klammer gesetzt ist. 


Bei Peeucdeen m erhalt man fur die Koeffizienten 4a;: 
m=0, 4 =Jo= Mittelwert von {(u), Fo = a: 





mia) “de = Jos y= 3 day F, = Fy + $aj. 
M2 thy = 3 fo J a) F, = F, + 543. 
4=3)i, 
Ay = 12 (3 Je — Jo)> 
is, pone Fy, = Fy +-aG- 
APS Ig — 7 Sls 
e Bier Jo)» 
PS) se 3d ale 
M4, Ay = USTo# 70Jo+63Js), Fy= Fs + ribs. 
a, =12(3J1—7Js); 





Ay = At (—5 Jo 4 42J2—45Ja), 
epi aee 
= 415'(3 Jo — 30S + 34J1) - 


Fir m > 3 wird man besser durch Kugelfunktionen oder durch andere ortho- 
gonale Polynome annahern. 

Eine Entwicklung von f(#) nach dem Taylorschen Lehrsatz gibt in genigen- 
der Nahe des Punktes uw, in dem entwickelt wird, eine Darstellung von grofer 
Annaherung. Wird aber im ganzen Intervall gute Annaherung gewiinscht, so 
geben die obigen Methoden bei gleicher Ordnung m eine bessere Approximation 
und einen kleineren mittleren Fehler). 

21. Annaéherung von empirischen Funktionen. Glatten einer Kurve. /(x) 
sei durch eine Anzahl dquidistanter Werte y; gegeben: Man kann entweder 
die Methode der vorausgehenden Nummer anwenden und die Integrationen 
numerisch ausfithren, z.B. nach der Simpsonschen Regel, wobei die Anzahl 
aquidistanter Ordinaten groBer als 5 sein soll, wenn m= 2, und grdéfer als 7, 
wenn m = 3 ist, oder man berechnet die m+ 1 Koeffizienten a; von g(x) durch 








1) Siehe Beispiel in: Ziff. 23: 


Ziff..21. Annaherung von empirischen Funktionen. Glatten einer Kurve. 


534 


Auflésen der m+ 1 N ormalgleichungen, in welchen die Integrale wieder durch 
Summen ersetzt sind: 


“a | a 9 

A D1 tay De page f+ + ay x” = yy, 
| Te 1 

ay > % +a, >? + a, > 8 Se Ra DoT oe XY), 


<a! i 7 “=| ~~) 
PON + a > ght a ay > mre Sele CE ol = a. 


Das Quadrat des mittleren Fehlers ist wieder das Mittel der Quadrate der Ab- 
weichungen. Den Grad m der Naherungsfunktion g(x) wird man so niedrig 
wahlen als méglich, doch soll der allgemeine Verlauf von f(x) gut dargestellt 
werden. 

Das Verfahren wird man statt der Interpolation anwenden, wenn die Ordi- 
naten y mit Fehlern behaftete Beobachtungswerte sind. Eine Interpolations- 
funktion nach Kap. 15, Ziff.7 und 19 mii®te gerade durch diese fehlerhaften 
Ordinatenendpunkte gehen. Durch Interpolation aus empirischen Ordinaten 
berechnete erste und zweite Differentialquotienten sind erheblich unsicher 
(Ziff. 25, Kap. 415). Wenn von einer empirischen Funktion Extremwerte und 
Ableitungen bestimmt werden sollen, wird man aus den Beobachtungswerten 
durch Ausgleich eine Naherungsfunktion berechnen und deren Extremwerte 
und Ableitungen ermitteln. 

Bei Annaherung durch eine ganze rationale Funktion 


Ay + AU + a,u* + ... dy u™ 


hat man in der Mitte des Intervalls, also bei wu = 0, die Werte der ersten und 
zweiten Ableitung: 


, 


SS eee Ee 
Fir m=2 ist y =3)y, y =456Je— Jy), 
i we Ze) VOR AE BS g Sol! 


Die Integrationen fiihrt man nach der Simpsonschen Formel aus. Wird An- 
naherung von héherem Grade gewiinscht, dann nahert man besser durch Kugel- 
funktionen an?). 

Will man die beobachteten Ordinatenendpunkte durch eine Kurve ver- 
binden, so ist das nicht ohne Willkiir moglich, wenn die Beobachtungswerte starker 
streuen. Man kann entweder mit den Formeln (50) die Konstanten einer Nahe- 
rungsfunktion bestimmen oder den Ausgleich durch die einfachst gebauten 
rationalen Funktionen abteilungsweise vornehmen, man spricht dann vom 
,»Glatten einer empirischen Kurve?). Es empfiehlt sich, Beobachtungs- 
werte zuerst zu glatten, wenn man numerisch durch Interpolation Differential- 
quotienten ableiten will. Die einfachste und am haufigsten verwendete Form 
der Glattung ist: man bildet aus je zwei benachbarten Werten das arithmetische 
Mittel und schreibt es in der Mitte der zugeh6rigen Abszissen an, also $(y;_, + ¥;) 
in der Abszisse 4(%;_, + %;), weiter 4(y; + ¥j41) in 4 (4; +4 44,) usw. 

Ein in der Meteorologie tibliches Verfahren faBt immer je drei aufeinander- 
folgende aquidistante Ordinatenwerte zusammen und ersetzt den mittleren 
durch das arithmetische Mittel der drei Werte. Hierbei wird die Kurve zwischen 


= 


1) Ein Beispiel, nach beiden Methoden gerechnet, findet man in RuUNGE-KONIG, 
Vorlesungen tiber Numerisches Rechnen. S. 266. 

2) RuNGE-KONIG, Vorlesungen tiber Numerisches Rechnen, S.199; K. STUMPFF, Analyse 
periodischer Vorgange, S. 13. Berlin: Borntrager 1927; W. SCHMIDT, Zur Glattung von 
Wertereihen und Kurven, Meteorol. ZS. 1916, S. 455; V. LAsxa, Der Variationsindex, ebenda 
1916, S. 241; Der Variationsindex und die Glattung, ebenda 1917, S. 122. 
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den drei Werten durch eine lineare Naherungsfunktion ersetzt. Diese sel 4) + 4,u, 
die Funktionswerte in den Punkten x;_,, %; und ;,; selen als Ve-15 Ve und Vina 
beobachtet. Das Intervall (x;_1, %:41) der Veranderlichen x wird durch die neue 


Veranderliche « mittels 
Mira t+ Hi-1 Min. — *i=1 { 

auf (—1, +4) gebracht. Die Normalgleichungen sind 

3a = Dy HM tM Vi+1 Oder a = 4 (Hi-1 + M+ Mad), 

20, Oy Uy =e a, = 4(—%i-1 + %i41)- 
Fiir den mittleren Wert 4; ist wegen « = 0 der Wert ay, das arithmetische Mittel 
der drei Ordinaten zu setzen. Bezeichnet man die zweite Differenz an der Stelle x; 
mut <7 (4,) (Kapi15, Ziff. 45), so 1st 

fF (xs) = Yi-1 — 2Vi + VYi4s» 

und die Abweichung v der Naherungsfunktion von den gegebenen y; ist aus 
der folgenden Tabelle zu ersehen: 

















x | u | y v 
M4 tit Vien — afm) 
x; 0 Vs +a h"(m) 
Nina ia Vera | at Ve) 


Der mittlere Fehler, aus den v berechnet, ist a f!"(x,). Bei dieser Art der Glattung 


y 
wird jede Ordinate y,; durch das arithmetische Mittel $(y;_y + y¢ + ye41) 
=y,; + 4/"(x,) ersetzt. Hatten die urspriinglichen y; alle den mittleren Fehler yu, 


so sind die mittleren Fehler der geglatteten Werte (nach Ziff. 12) 4, das Gewicht 
eines Punktes wird also durch diese Glattung verdreifacht. V3 

Reicht die lineare Naherung nicht aus, dann glattet man durch eine qua- 
dratische Naherungsfunktion a) + a,u + a,u?. Von je fiinf aufeinanderfolgenden 
aquidistanten Ordinaten wird die mittelste y,; ersetzt durch 


Vitam 35 FEY (x;) > 


wobei das Symbol f!"(x;) die vierte Differenz an der Stelle x; bezeichnet. x 
wird nach (51) durch w ersetzt. 








x U y 
¥j 9 ae Vi-2z 
44 a oem 
%; 0 Vi 
Me4a pied Vien 
: : Fite ae Vipe 
Die Normalgleichungen 
Bio 104, == ae 
10a, = Dy ? 


104, + 34a, = Duy 


a =a5 (17> y — 5 > wy), 


liefern die Koeffizienten 
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Die mittelste Ordinate y; erhalt den ausgeglichenen Wert 
@g = ais (—3 a2 + 129-3 + 179%; + 129% 41 — 3¥i42) = ¥¢ — HE (x). 


Haben die urspriinglichen y; alle den mittleren Fehler u, so wird das Quadrat 
des mittleren Fehlers Ma, VON a) 2U 


ph den. 
oy oir 


die Verbesserung ist also nur gering, das Gewicht wird verdoppelt. 

Sind die y; nicht gewdhnliche Ordinaten, sondern Stufenzahlen einer sta- 
tistischen Stufenkurve wie in vielen Tabellen der Meteorologie, dann glattet 
man bei starkerer Streuung die Rechtecke der, Stufenkurve nach der Trapez- 
regel. Man ersetzt jedes y; durch 


Fei + 295+ Vous) - 


22. Annaherung durch Exponentialfunktionen. In der Radioaktivitat und 
bei gedampften Schwingungen tritt das Problem auf, eine empirisch gegebene 
Kurve durch eine Funktion 


ap Aah APA eg) = es 


g(x) = a, ere a emt 1 oes Amperm”™ 


zu ersetzen. Der Unterschied gegen friiher ist, da8 die Funktionen ;(x) = e%* 
hier unbekannt sind. Die m Groen «; werden, wie AIGNER und FLAMM?) zeigten, 
als Wurzeln einer Gleichung m-ten Grades bestimmt. In der Arbeit findet man 
auch durchgerechnete Beispiele. Fir drei Exponentialfunktionen geben RUNGE- 
K6niG2) die vollstandige Berechnung, auch ein Beispiel, ebenso WILLERS?). Uber 
schwach gedimpfte Schwingungen findet man Naheres bei Bascu*) und 
KaLAuNe®). Uber die Anwendung zur Auffindung verstarkter Periodizitaten 
(Methode von F. BERNSTEIN) wird in Ziff. 27 dieses Kapitels gesprochen. 

23. Anndherung durch Orthogonalfunktionen. Das Funktionensystem 
Po(u), Pi(u), Po(u)... heiBt orthogonal, wenn 





+1 
oat) ee (u)du=0, «+B, 
-1 

+1 


[ipa (uyPdu = Cy +0. 


= 
Die letzten Integrale C, heiBen die Normen. Sind alle C, = 1, dann heift das 
Funktionensystem ein normiertes, z. B. 


1 cos* cos2% sin # sin2*# 
Ss [= a ? aaa 


(Leet en a es 


Die Koeffizienten a; der Naherungsfunktion 








8 (tt) = Ay Pq (u) + 4,4, (U) + +++ Am Pm (us) 


1) Fr. AIGNER u. L. Flamm, Wiener Ber. Bd. 121, S. 2033. 1912; ferner H. BURKHARDT, 
Gottinger Nachr. 1907, S. 160. : 

2) RuNGE-K6niG, Vorlesungen iiber Numerisches Rechnen. S. 231. Berlin: Julius 
Springer 1924. — 5 

3) F. A. WiLLERS, Numerische Integration. § 12. Nr. 864. 1923. Leipzig: S. Géschen. 

4) A. Bascu, Zur Analyse schwach gedampfter Schwingungen, Wiener Ber. Bd. 123 TIA, 
S. 767. 1914. 

5) A, KaLrAune, Grundziige der math.-physik. Akustik. Bd. I. Leipzig: Teubner 1910. 
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werden hier aus den einfachen Normalgleichungen berechnet 


Si +1 
a;| [piu Bau — | f(u) p(w) du = 0 
=i =i 
oder +1 


a,Ci=|fwpiudu, 1=0,1,2...m. 


=u! 


Jeder Koeffizient a; ist unabhangig vom Grade der Anndherung. Mu8 im Laufe 
der Rechnung zu héherer Annadherung iibergegangen werden, so bleiben die 
schon berechneten Koeffizienten ungedndert, es miissen nur die neu hinzu- 
getretenen noch bestimmt werden. Der Minimalwert der homogen quadratischen 
Funktion Q erhalt die einfache Gestalt: 


+1 
1 = 242 =| [fe Pda — (Coad + Cray + +++ Cyah). 
=1 


24. Annaherung durch Kugelfunktionen. Die im Intervall (%,, x.) gegebene 
Veranderliche x wird durch 
Hetty , He *y 
ee rere 





Sie 





U 


auf (—1, +1) gebracht. Die orthogonalen Polynome?) P,,(w), die Legendreschen 
Polynome oder Kugelfunktionen, sind die Koeffizienten von 7” in der Ent- 
wicklung 





= P,(u) + Py(u)rt+ P,(u) Pr +-++ Pau) M+ ess, 


V1—2ru+r? 
nach steigenden Potenzen von 7, wo |y| <1 und |w| <1. Fir w wird haufig 
cosy oder sin? geschrieben. Fir alle P,(u) gilt | P, (uw) | =e ferner 
1 dq” 





EM = ae u2 — 1)" 

und speziell ist: wh) re Tae 1) 

Po(u) =1, 

Pi(u) =u, 

Py (u) = 4 (30% — 4), 

Pa(u) = 4 (50? — 34), 

Py(u) = (35 ut — 30u2 + 3), 

P;(u) = 4 (63.4 — 70u® + 15), 

Po (u) = y (234 U8 — 31544 + 105u2 — 5), 

a I 


Ps (u) = shy (643508 — 1201248 + 6930u4 — 12602 + 35). 


Die n Wurzeln. von P,(“) = 0 liegen zwischen —1 und +4 und sind sdmtlich 
reell und voneinander verschieden. In diesen m Nullstellen von P,,(u) werden 
bei der mechanischen Quadratur von Gauss die Ordinaten gewahlt?) 


1) Die Formeln fiir andere orthogonale Polynome ( 
HERMITE u. LAGUERRE) findet man zusammengestellt 
der mathematischen Physik. S. 73. 
Differential- 
Vieweg 1925. 

2) Kap. 45, Ziff, 32. 


die von TSCHEBYSCHEFF, JAKOBI, 
in CouRANT-HILBERT, Methoden 
, Berlin: Julius Springer 1923 und bei v. MisEs, Die 
und Integralgleichungen der Mechanik und Physik. S.340. Braunschweig: 
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Eine Kugelfunktion P,,,,(u) wird aus den zwei vorhergehenden’ P,, (uw) 
und P,_,(w) durch die Rekursionsformel berechnet: 
(m + 1) Pasi (u) = (2 + 1)uP,(w) — mPy_1(w). 
Weiter ist-firnm=41 Pi(4) = 4, 
1+3+5...(2m—1) 


pe OL P54 (0) (1% RE eT ae | 


fir negatives Argument ist P,(—«) = (—1)"P,(u). Tafeln der Kugelfunk- 
tionen findet man in den Funktionentafeln von JANNKE und EmpE}). 
Die P,(u) sind orthogonal, es ist 





+1 Hr : 
2 
[Palen Pale) du = 0, n=—=m, [Pawan = 52. 
3 -1 
Wenn eine Funktion f(w) im Intervall (—1, +4) durch 
& (uv) = Ay Po(u) + a, Py (ut) + ay Po (u) + + ++ Ay Pry (u) (52) 
angenahert werden soll, berechnet man die Koeffizienten aus 


j aL 
Pe as {P.(w) f(u) du. 
Sil 





Die Berechnung geschieht durch Zerlegung des Polynoms P; (uz) in seine Summan- 


den, worauf nur Integrale : 


fu {(u) du 


auszuwerten sind. Man faBt diese Integrale zu den einzelnen a; zusammen 
und hat damit nach (52) die Naherungsdarstellung g(w) fiir f(u). Ordnet man 
hierin nach Potenzen von w, so ergibt sich fiir f(w) die Annaherung durch eine 
ganze rationale Funktion | 
g(u) = bo + Oyu + bou27+ +++ du”. 
Dieselbe Darstellung hatte man mittels Annaherung durch eine ganze rationale 
Funktion nach Ziff.19 erhalten. Der Vorteil der Entwicklung nach Kugel- 
funktionen ist die einfachere Berechnung der Koeffizienten a;, ferner brauchen, 
wenn weitergehende Annaherung gewiinscht wird, nur die neu hinzutretenden a; 
noch berechnet zu werden; die schon berechneten bleiben ungeandert, wahrend bei 
der Annaherung nach Ziff. 19 alle Normalgleichungen neu aufgestellt und gelést 
werden miBten, da bei Erhéhung des Grades der Annaherung die schon berech- 
neten 0; niedrigeren Grades geandert werden. 
Das Quadrat der mittleren Abweichung von g(u) — /(u) ist 


anil 
fi 4 1 P) 9 
: = x 2o c= 4 /yanedu =a eer it 
ul) v 


Beispiel. Es soll die Funktion sinx im Intervall (— be + 3) durch eine 


nach Kugelfunktionen fortschreitende Reihe angenahert werden. Die Ver- 
anderliche uw, deren Intervallgrenzen (—1, +1) sind, steht mit x in der Beziehung 
4 


x=—>—U. 
2 





1) E, JaHNKE u. F. Empe, Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Leipzig: 
Teubner 1909. S. 79. 5 
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Die zu berechnenden Integrale sind: 


el 1 


+ 
2, 2 
[sinZudu=o, fusinZ udu =2(2), 
-1 
+1 
ip 


| ean veal ee 


[utsinZ udu =o. 
Gl 


Damit wird 


“i 

[Pv sin= udu == 0% [P.e sind udu = 2(2y, 

we ; +1 

[P.eo sin> udu == 0) [Po sin> udu a 6(2) 2 & 5(2)) 
ee - 


[Paco sin> udu == 0). 


Die Koeffizienten a; sind 


= 4=&4=0, ay 


3(2) = 1,215 8542, 
ay = 24 (2) l2 bas 5(2)] — —0,2248913. 


Die Naherungsfunktion, bis zum 3. Grad entwickelt und geordnet nach Potenzen 
ONE Ss 0,9888x — 0,1454.%3. (53) 
Der mittlere Fehler ist zufolge 


1 : au 1 1 ee 1 
2 2 2 2 
a [isn Zu du = = und) 52 es (> apt > a) : 


soca je = 0,0028. 
Bei Annaherung bis zur 5. Ordnung ist noch das Integral zu berechnen 
ae 
Bet a ee 2 aoe 2\4 2\6 
fu sin5-udu = 10(=) 120 (2) + 240(2), 
daher ist 


+1 
fil : 
a upp, (u) sin udu = 165 (2) 4620 (2)'+ 10395 (2) = 0,00921. 
-1 E 
Bis zur 5. Ordnung ist 


_ sing = sin su = 1,215 8542 P, (u) — 0,2248913 Ps (uw) + 0,00921 P; (w) 
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und geordnet nach’ Potenzen von x 

sinx = 0,999 79x — 0,165 85 x3 + 0,00758x°. (54) 
Das mittlere Fehlerquadrat 

w= t— (bait ta3 + a) 
ist bei 8stelliger Rechnung nicht von Null verschieden, also sicher 
fe < 0,0001. (55) 

Mit wachsender Gliederzahl nahert sich die Entwicklung nach Kugelfunktionen 
immer mehr der Taylorschen Reihe 

De x 


sing = % — 
6 ae 120 


wie man aus Vergleich mit (53) und (54) sieht. Bei unendlicher Gliederzahl 
sind beide Entwicklungen identisch. Bei endlicher Anzahl ist die Annaherung 
durch die Taylorsche Reihe schlechter, wenn man das ganze Intervall der Ver- 
anderlichen in Betracht zieht. Der mittlere Fehler der Taylorschen Entwicklung 
bis zur 5. Ordnung ist wegen 





*++ = x — 0,166667%3 + 0,008333%5 — ---, 


= 
2 tf (si Sa heey af 
bw? = — | |sinx (x Santee ys dx 


gleich 1 = 0,001, 


ist also gréBer als der mittlere Fehler der Annaherung durch Kugelfunktionen 
bis zur 5. Ordnung (55). 


25. Annaherung durch Fourierreihen. [ (x) sei periodisch mit der Periode 27. 
22 





a : : : ce x es) : : 
Hatte sie eine andere Periode #, so fiihrt man als neue Veranderliche ein, 


welche jetzt die Periode 2a hat. Sind die Randpunkte der Periode x, und %,, 


dann ist die neue Veranderliche eee 
cs 


{ (x) habe im folgenden die Periode 2a im Intervall 0 bis 27. Fiir die Naherungs- 
funktion (Fourierreihe, Besselsche Formel) 


periodisch mit der Periode 0 bis 27. 


g(x) = a) + a, cosx + a,cos2% + +++ a, COSMx , (56) 
+ b,sinx + b,sin2x% +-:: bi, sin M% 
sind die 2m + 1 Koeffizienten a), a, ..., Gm, 51, ..., 0, durch Ausgleich zu 
bestimmen, so daB on 


aoe fu (x) — g(x)J)2dx = Minimum 
0 


wird. Wegen der Orthogonalitatseigenschaft 
cosaxcosBudx= |0 a+tf, 


0 
Qa 


[sinaxsinpadx = Bia hs 


0 
27 2% 2% 


foosaxsinpxdx =o, foosaxdx =f sinpxdx =o, fax =a 
0 0 0 0 
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werden die Normalgleichungen zu 





Qa 
1 
a= Z-fimar, 
0 


2% 29 
a= +fiw cosaxdx, bp =~] 1@) sinfbxdx. 
“0 0 


Die fiir bestimmte Gliederzahl berechneten Koeffizienten geben bei dieser Ordnung 
die beste Annaherung. Bei héherem Grad der Annaherung brauchen nur die 
neu hinzutretenden noch berechnet zu werden. Ferner ist der Minimalwert 


= 
Qy = [Uf (Pax — 2mah— nlaj t+ a+... m+ b+ B+... On), 


0 


und das Quadrat der mittleren Abweichung im Intervall (0, 2z) ist 
ppMLbs ey 
(oie 8: 


Ist /(x) graphisch gegeben, z. B. durch selbstregistrierende Instrumente, dann 
fiihrt man die Integrationen graphisch oder mittels Planimeter aus), oder be- 
dient sich eines harmonischen Analysators?). 

26. Harmonische Analyse empirischer Funktionen. Wenn /(x) nur durch 
eine Anzahl aquidistanter empirischer Werte gegeben ist oder wenn bei gra- 
phischer Darstellung von /(x) nur eine Anzahl aquidistanter*) Ordinaten zur 
weiteren Rechnung verwertet wird, dann treten Summen an Stelle der Integrale. 
Die n Aquidistanten Ordinaten seien Vo, V1, Vo, -- +» Vn—1» Vn = Vo- % muB groBer 
als die Anzahl 2m + 1 der zu bestimmenden Konstanten sein, damit ein Aus- 
gleichsproblem vorliegt. Die Normalgleichungen sind 


Nay = >a, o=1,2...n, 
ei = > My COND BSNS eos 
2 B ~ a“ a» Sots O A 
hag ys 4 

Fi age SUD Ee 


Die Anzahl n der Ordinaten y; wahlt man praktisch als ein Vielfaches von 4, 
dann wiederholen sich die Absolutwerte der Kosinus- und SinusgréBen in jedem 
der 4 Quadranten, und man braucht nur den vierten Teil der Produkte zu be- 


rechnen. Wahlt man die Anzahl 2m der zu bestimmenden Konstanten gleich 
der Anzahl n der Ordinaten y, also 


2m =n = Ap, 
dann liegt kein Ausgleichsproblem mehr vor. Die Konstanten 


Aq, ay, A, Brien ony Arn 01, bs, ee ey Don-1 





1) H. v. SANDEN, Praktische Analvsi ipzi 
; ; ysis. 2. Aufl., $. 126. Leipzig: Teubner 1923. 
: det GALLE, Mathematische Instrumente. VII. u. VIII. Abschn. Leipzig: Teubner 
yt oe pee WILLERS, Math. Instrumente, IV. u. V. Abschn. Sammlung Géschen 922. 1926. 
) Das Verfahren bei nicht Aquidistanten Ordinaten in Kap. 15, Ziff. 14. 


- 
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(02 kann nicht mehr mitgenommen werden) berechnet man aus den Gleichungen 


nag= > y.cosBx, fir B=O und P=2¢, 


n 
5 %= > Ve C088 x, , 
~ 


: beds 2, 2p 41. 
= 6 = 2 YasinB ra, 
« durchlauft die Werte 1, 2, 3, ..., m = 4 oder 0, 1, 2,..., 7 —41. Die Sym- 


metrie der trigonometrischen Funktionen kann man zur rascheren Bildung der 
Summen beniitzen. In diesem Sinne sind praktische Rechenschemata aus- 
gearbeitet worden, fiir i = 4p = 12 und 24 Ordinaten von RunGE!), fiir 20 Ordi- 
naten von LOHMANN?). Rechenformulare, wie sie zur Verarbeitung von Gezeiten- 
beobachtungen dienen, findet man bei G. H. DARWIN). 

Durch die ,,Rechentafeln zur Harmonischen Analyse‘‘ von L. W. PoLLaK?4) 
wird die Rechenarbeit auBerordentlich vereinfacht. Die Tabellen sind be- 
rechnet fiir = 3 bis = 40 Ordinaten. Man kann mit diesen Tafeln jetzt 
leicht die umfangreichen Rechenarbeiten bewaltigen, welche bei Auffindung 
versteckter Periodizitaten mit Hilfe der Periodogramme (Ziff. 27 dieses Kap.) 
notig sind. 

Nach dem Schema von C. RuNGE fiir 12 Ordinaten ,,faltet‘’ man deren 
Werte, d. h. man faBt je zwei von den Enden der Periode gleich weit abstehende 
zusammen zu Summe und Differenz: 











vi 9g 99 
Ordinaten { 2 a : 
Summe . . | Sp Sy 2 Ss Sq Ge Ge 
Differenz . | Zo OS ie moa alee = 


Zur Berechnung der Koeffizienten a; der Kosinusglieder faltet man die Summen s 
nochmals, fiir die Sinusglieder die Differenzen d: 





Summen Differenzen 

Sg Si Sa $3 d, dg d; 
Sg Ss Sa dz dy 

Summe. . By 31 8, 0, 05 Gs 
Differenz . . | 0D) 0, De 6, 05 











1) C. Runce u. F. Empe, Rechnungsformular zur Zerlegung einer empirisch gegebenen 
periodischen Funktion in Sinuswellen. Braunschweig 1913 3 ferner RuncE-KonieG, Vor- 
lesungen tiber Numerisches Rechnen, S. 214. Berlin: Julius Springer 1924. In diesem 
Buch findet man ein Beispiel fiir 12 und 24 Ordinaten durchgerechnet S. 218—231. Die 
Zerlegung in 12 Ordinaten nach C. RunceE findet man auch in v. SANDEN, Praktische 
Analysis, S. 129; und F. A. WILLERS, Numerische Integration, § 11. (Sammlung Géschen 
Nr. 864. ; : 

a 2) = Loumann, Harmonische Analyse zum Selbstunterricht. Hamburg 1921, Vv. SAN- 
DEN, Praktische Analysis, S. 433: oes. 

3) G. H. Darwin, Ebbe und Flut (Deutsch von A. Pockets). 2. Aufl., S. 209. Leipzig: 

Teubner 1911. ayaa ; 
a 4) L. W. PoLiak, Rechentafeln zur Harmonischen Analyse.. Leipzig: Barth 1926: 
siehe auch Ziff.27 dieses Kap. Anm. 2, S. 543. 
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Die weitere Rechnung wird in den Formularen ausgefiihrt : 





Kosinusglieder 


sin 30° = 4 
sin60° = 1 — 0,1340 





: oie 8o 3) 
oe 90° = 1 3p 35 
Summe if IT 
Summe J+ 11 12d 
Differenz J — IT 124, 





sin30° = } ea | | 
sin60° = 1 — 0,1340 | Og 6, | 4, 
SsinoO— 1 Os O71 Oy 
Summe it LT If II Hh EI, 
Summe [+11 6b, 6b, 
Differenz I — II 6b; 6b, 6b, 





Die GréBen 8, d, o und 6 sind mit den links in derselben Zeile stehenden Sinus- 
werten zu multiplizieren, hierauf die untereinanderstehenden Produkte zu den 
Summen J und JJ zu addieren, aus welchen dann durch Addition die Werte 12a, 
usw. bzw. durch Subtraktion 124, usw. erhalten werden. Fiir sin60° ist 1 —0,1340 
geschrieben, da die Multiplikation mit 0,1340 sich scharfer auf dem Rechen- 
schieber ablesen la8t. AuBSer vier Divisionen durch 2 und vier Multiplikationen 
mit sin60° besteht die ganze Rechnung nur aus Additionen und Subtraktionen. 

27. Methoden zur Auffindung versteckter Periodizitaten. Das Periodo- 
gramm und der Expektanzbegriff von A. Scuuster. Die im vorausgehenden 
besprochene Fourierentwicklung laBt sich fiir jede empirisch gegebene Funktion 
durchfiihren. Nur wenn die Funktion mit der angenommenen Grundperiode T 
rein periodisch ist, kommt der Fourierentwicklung (56) physikalische Bedeutung 
zu. Die Perioden der Partialschwingungen sind dann aliquote Teile der Grund- 
periode. Wenn aber die angenommene Periode T nicht wirklich Periode der 
Funktion ist oder die Funktion nicht rein periodisch, sondern quasiperi- 
odisch ist, also einem Gesetz folgt: 


x 5, (Ge - (20, 
/(@) = cy + sin (t+ gy) + eysin (Ft +g) + (57) 
oder in anderer Form geschrieben 


(i) =a,+ a,cos 7 t — a,coss t+ aoe 

1 2 , 
a Ge ne (57') 
Le Desay oa by sin >t + sina 


a; = Sin g;,, b; = ¢; COS q;, a+u=c, 


vere die Perioden BA Gres . zueinander inkommensurabel sind, dann hat die 
ourlerentwicklung (56) nur die Bedeutung einer Interpolationsformel im Inter- 
vall 7. Aus der Eindeutigkeit der Fourierentwicklung schlo8 H. H. TuRNER?) 


> 


1) H. H. Turner, On the Ex TeSsi = iodici i 
eee es So NA pression of sun-spot-Periodicity as a Fourier Sequence, 


1014; Sia. Remarks on the Expression of sun-spot-Periodicity, ebenda 
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daB auch in diesem Falle die wahren Perioden implizit in den Fourierkoeffizienten 
(56) enthalten sein miissen, und entwickelte ein Verfahren zur Bestimmung der 


oe wahren Perioden. Wenn namlich eine wahre Periode zwischen 
yy und Soraee (m= ganze Zahl, T angenommenes Grundintervall) in der Funktion 
vorhanden ist, dann tritt zwischen den Fourierkoeffizienten (56) a, und ap ,, 
und ebenso zwischen bm und b,,,, ein Vorzeichenwechsel ein). 

Wenn die Perioden schon genahert bekannt sind, gelingt ihre scharfere 
Bestimmung nach der Methode von F. KLEIN und A, SOMMERFELD2), die sie 
zur Bestimmung der zwei Perioden der Polschwankungen entwickelten. Die eine 


Periode T, fallt aus den Differenzen der Beobachtungswerte 
ft + Ty) — ¢@ 


heraus*), aus denen die zweite zu T, inkommensurable Periode T, auf graphischem 
Wege scharfer bestimmt wurde. Ebenso wurde ein genauerer Wert von T, aus 
den von Ty, freien Differenzen /(¢ + T,) — f(t) gewonnen. 

Eine direkte Methode der Periodenbestimmung gab F. BERNSTEIN‘). Wenn 
die mittleren Fehler der Beobachtungswerte bekannt sind, lassen sich die mittleren 
Fehler der berechneten Periodendauer bestimmen, so daB die Realitat der ge- 
fundenen Perioden iiberpriift werden kann. Uber die Anzahl m der Perioden 
wird eine Annahme gemacht und fiir die beobachtete Funktion wird angesetzt®) 


Bae SPA, ct econ, (58) 
worin die « rein imaginar sind, wenn f(y) rein periodisch ist. 
Die Anwendung der Laplaceschen Transformation auf e%”: 
L(e*”) =Je-*” - e**dy = — (reeller Teil von t—a>0) | ~ (59) 
18) 
verwandelt (58) in 








eae tO AE As A 
Pe Tei ee ge a ee 
wobei t so zu wahlen ist, daB der reelle Teil von t — « gr6Ber als Null ist fir 
alle «; bei rein imaginérem & geniigt es, t positiv zu wahlen. Die Bildung des 
Ausdrucks (60) fiir 2” GréBen 1,... 12, fuhrt auf 2” algebraische Gleichungen 


ee ate ee ee) = 6, ere et, (ee. 20), 


woraus nach Elimination der 7 GréBen c; die m GréBen go, 21... Zn; berechnet 
werden. Aus der algebraischen Gleichung 


Bo + Bt +--+ Bn—-yt” 1 te = (& — &y) (t — Hq) «+> (1 — &y) = 0 (61) 


werden die « und aus ihnen nach (60) die Amplituden A berechnet. Scharfere 
Werte erhalt man durch Ausgleich. Die Integration (59) wird angewandt, evtl. 
numerisch oder graphisch, wenn die Beobachtungsfunktion f(y) durch einen 
kontinuierlichen Kurvenzug gegeben ist. Besteht f(y) aus aquidistanten Ordi- 


1) Eine zusammenfassende Darstellung gibt K.Stumprr, Analyse periodischer Vor- 
gange, 3. Kap., S. 60ff. Berlin: Borntrager 1927. i 

2) F. KLein u. A. SOMMERFELD, Uber die Theorie des Kreisels, S.678ff. Leipzig: 
B. G. Teubner 1923. 

3) Eine hierauf beruhende Methode der Periodenbestimmung gibt N. BERNSTEIN, 
Analyse aperiodischer trig. Reihen, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 7, S. 476. 1927. 

4) F. BERNSTEIN, Uber die numerische Ermittlung verborgener Periodizitaten, LS: 
f. angew. Math. u. Mech. Bd. 7, S. 441—444. 1927. 

5) Siehe Ziff. 21 dieses Kapitels. 
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naten, dann treten an Stelle der Integrale (59) analoge Summen (Lagrange- 
transformation) und die weitere Rechnung verlauft ahnlich obiger. — 

Von einer physikalischen Erscheinung werde vermutet, daB sie sich durch 
eine Formel (57) beschreiben l48t. Amplituden, Perioden, Phasen und die Anzahl 
der Sinusglieder seien unbekannt. Eine solche Erscheinung ist z. B. das von 
einem selbstleuchtenden Koérper ausgestrahlte Licht. In seinem prismatischen 
Spektrum ist die Schwingungszahl als Funktion der Wellenlange oder Schwin- 
gungszahl (Periode) dargestellt. Die rein periodischen Schwingungen treten als 
Helligkeitsmaxima (Linien) hervor, wahrend die regellosen einen kontinuierlichen 
Untergrund (Band) bilden. Im Spektrum ist also fiir den Lichtstrahl die Analyse 
ausgefiihrt. Von dieser optischen Analogie ausgehend, gab A. SCHUSTER?) in 
seinem Periodogramm die Lésung fiir eine beliebige periodische Erscheinung. 
Das Periodogramm ist eine Kurve, welche beziiglich der angenommenen Perioden 
(Versuchsperioden, trial periods) als Abszissen an den Stellen, die wirklichen 
Perioden entsprechen, Maximalwerte aufweist, deren Ordinaten je nach der 
Anlage des Periodogramms schon direkt die Amplituden?) der Sinusglieder sind 
oder zu ihnen in einfacher Beziehung stehen. 

Die N aquidistanten Beobachtungswerte y,, deren Abstand ¢, — t,_, wir 
im folgenden als 1 annehmen, werden zur Konstruktion des Periodogramms in 
Gruppen zu je p [Versuchsperiode = #(f, — 4,)], wo r6=<=N < (r+ 1) ist, 
geordnet: V4 ae 





Vo Vp 
Vpo+1 Vo+2 2a NE 
Vop+1 Vop+1 Ber SAN 
Ve-1)p4+y Ve-a)pe2 “*" Yep 
Xs ee ¥; 


man bildet die Mittelwerte der einzelnen Kolonnen Y,--- Y,. Fiir die Y gelten 
nach Buys-Battor folgende Sitze: 


ibe Wenn die Beobachtungswerte y beziiglich einer Periode vom Ptachen 
Intervall zweier aufeinanderfolgender Beobachtungen periodisch sind, dann sind 
es auch die Mittelwerte Y; das gleiche gilt auch fiir alle Unterperioden von 


o(f, 2...) 


1) A. Scuuster, On the Investi 





: gation of Hidden Periodicities with applications to a 
supposed 26 day period of Meteorological Phenomena. Terr. Magn. Bd. VIII, S. 13. 1898; 
The Periodogram and its Optical Analogy. Proc. Roy. Soc. London A Bd. 77. 1906; On the 
ANS 2 ees pein te at Greenwich. Phil. Trans. Cambridge Bd. 18; On the 
les of Sun-spots. vl 1h s : iodicity 
RUE fees Toe cee rans. London A Bd. 206. 1906; The Periodicity of Sun- 
Eine kurze leicht verstandliche und durch Bei 
Nie Conrap, Der Expektanzbegriff von A. ScHUSTE 
Eine -vollstandige Ubersicht, Beispiele und ein 


K. Stumprr, Analyse periodischer Vorga i 

U » T Vorgange, 4. Kap., S.99. Berlin: Borntrager 1927. 

ee ee Ea ae = oe bisherigen Ergebnisse der A. Schusterschen Methods bes 
. W. , Das Pe itra 

Br bane Saas Tlodogramm der Polbewegung. Gerlands Beitrage zur Geo- 


gece ieee ae der Methode findet man Ausfiihrliches bei H. BURKHARDT, Ent- 
2 . ie oe iia F unktionen. Jahresber. d. Dtsch. Math. Vereinigung Bd. 10. 1908. 

on sie ; n erechnet in Cambridge Phil. Trans. Bd. 48, S. 107. 1900 als Ordinaten 
grammkurve die Intensitat H *(p), was eine Reihe theoretischer und praktischer 


a pear. die Periodogramme fast ausschlieBlich mit den Ordi- 
L. We Pores. Paice ee erechnet sind, wird dies auch hier beibehalten. Hieriiber 


Meteorol. ZS. 1927, S. 121. ochfrequenter Schwankungen meteorologischer Elemente. 


spiele vervollstandigte Darstellung gab 
R. Meteorol. ZS. 1924, S. 293 u: 380. 
volistandiges Literaturverzeichnis gibt 
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2. Wenn die wahre Periode T von der Versuchsperiode p verschieden ist 
so wird sie in den Y ganz oder teilweise verschwinden, und zwar um so mehr, 
Je groBer die Anzahl ¢ der Reihen und je groBer der Unterschied zwischen T 
und # ist. 

3. Bildet man die Mittel Y zuerst nur aus den ersten Reihen der y und 
berechnet, indem man nacheinander immer mehr y-Reihen hinzunimmt, immer 
die zugehorigen Y, so verschiebt sich bei T > # die Phase nach rechts, bei T << p 
nach links, und zwar um so rascher, je gréBer der Unterschied zwischen T und p ist. 
: Wenn man die y nach allen méglichen Versuchsperioden fé ordnet und 
immer die Mittel Y bildet, so weisen diese Y fiir diejenigen -Werte, die einer 
wahren Periode gleich oder nahekommen, die gréBten Schwankungen auf. 

Fiir jedes # stellt man die zugehorigen Y durch eine einfache Sinusschwingung 
dar, man berechnet die ersten Fourierkoeffizienten a, und 3d, (Ziff. 25), die hier 
als Funktion von p mit a(p) und b(p) bezeichnet werden, das Absolutglied a) = Cy 
wird nicht berechnet: ‘ 

eS 2% 2 - 20 
a (p) =F Vics Fy, b(p) =G at 


y=i y=1 


und damit die Amplitude 

Cy = H(p) =a(6)* + 66) (62) 
Diese H (p) tradgt man als Ordinaten zu den zugehérigen Abszissen p auf und 
erhalt so diskrete aquidistante Punkte der Periodogrammkurve. Fiir Zwischen- 


werte von /, wo also # kein ganzzahliges Vielfaches des Abszissenabstandes zweier 
aufeinanderfolgender Beobachtungen ist, bildet man 


N N 
OA we 22 EA Sle OEE aE IEPA ; 
a() = yD weosy, be) = HD ysin gy, HO) =VaGPTOG". (62) 
a(p), b(f) und H (f) sind dadurch als stetige Funktionen der stetigen Variablen 
gegeben. Liegt das Beobachtungsmaterial als eine stetige Kurve im Bereich 
0=t=N vor, dann gewinnt man a(f) und 0(p) durch Integration?) 

N 


N 
a(p) = wp cost age Bip) = wy sin t dt. 





Man konstruiert also die nach (62) oder (62’) stetige Periodogrammkurve 

H (6) =)a(6)? + b(p). (63) 
Die Rechnung wird durch den Gebrauch der Tafeln von L. W. PoLLak?) wesent- 
lich abgekiirzt. 

Auch bei ganzzahligem p empfiehlt es sich, alle y, bei der Bildung der 
Mittel Y (61) zu verwerten, auch wenn # in N nicht ganzzahlig aufgeht); die 
letzte Reihe der y, im Schema (61) ist dann nicht vollstandig. 

Bei der Konstruktion eines Periodogramms erscheinen Nebenmaxima, die 
Perioden vortéuschen. Zeichnet man z. B. das Periodogramm der reinen Sinus- 


schwingung *) y = csin (Fe oe a) 
— aif , 


1) Die Integration fiihrt man mit einem harmonischen Analysator aus oder graphisch. 
Eine graphische Methode gibt H. v. SANDEN an: Praktische Analysis, II. Ail, Ss 42654923. 

2) L. W. Pottak, Rechentafeln zur Harmonischen Analyse. Leipzig: Barth 1926; 
weiter Zur Harmonischen Analyse empirischer, durch eine groBe Zahl gegebener Ordinaten 
definierter Funktionen. Ann. d. Hydrogr. 1926, S. 311, 344 u. 378. 

3) K. Stumprr, Analyse periodischer Vorgange, S. 105. 

4) K. StumprrF gibt in Analyse periodischer Vorgange, S. 105 eine Abbildung des Periodo- 
gramms der reinen Sinusschwingung. 
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so erhalt man bei f = T ein Maximum von der Ordinatenhéhe H = c, bei den 
Stellen ie = foo eee j 


Payee 
1—_W 


Nullstellen und dazwischen kleinere Nebenmaxima (unechte oder Gespenster- 
perioden, spurious periodicities), welche A. SCHUSTER mit den Beugungs- 
spektren eines Gitters vergleicht. Sie nehmen mit wachsender Entfernung vom 
Hauptmaximum rasch ab, ihre Abstande von diesem andern sich stark mit N, 
sie sind also von einem Hauptmaximum leicht zu unterscheiden, da die Lage 
des letzteren von N unabhangig ist. 

Zu einer anderen Periodogrammfunktion gelangt man, indem man die 
Reihe der Beobachtungswerte 























: > Vo» aust, Vn (Vv) 
mit den Reihen M1 ve A 
23 29 
cos, cos 2: eae COs 3 = a ae cos N= (uty) 
ale OE : 2% : 25 = 2a, 
— 2-—, sin 3 + ae sin N — Uy 

sin oe sin D 3 p P (v,) 

in Korrelation?) setzt. Bezeichnet oa 
- a Ly (64) 
“ N 


den quadratischen Mittelwert der y, so bestehen zwischen den Korrelations- 
koeffizienten und den a(f) und b(f) (62) oder (62’) die Beziehungen?) 

Dae) dies bp). 
oe o,V2 ; <a 0,2 


und der totale Korrelationskoeffizient von y in bezug auf u und v 
OF ayaa H(p) 
ty = Vou + Ip = 
ist der Periodogrammfunktion H(p) (63) proportional. 
Aus einer nach (63) oder (65) berechneten Periodogrammfunktion gewinnt 
man die ungefahre Lage der wahren Perioden T. Um eine Periode T genauer 
festzulegen, bedient man sich des Phasendiagramms. Aus den nach (62) 


oder (62’) berechneten Amplituden a(f) und 0(f), die man als rechtwinklige 
Koordinaten eines Punktes auffa8t, bildet man die Polarkoordinaten 


a(p) = H(f)siny, b(p) = H(p) cosy 
und den Phasenwert 





tu» =O, 





(65) 


w(p) = arctan < 


Die Rechnung fiihrt man gruppenweise aus, indem man das Gesamtintervall (0 N) 


in m gleiche Abschnitte teilt, deren jeder die gefundene Naherungsperiode p 
mehrfach, etwa viermal, umfa8t; 


[O...n][m...2n]... [(u—1)n...pn]...[(m—A)n...mn] 


und fiir jedes der Intervalle die Amplituden a(p) und b(p) berechnet. Wenn # 
schon exakt gleich der Periode T ist, werden a(p) und b(p) von Gruppe zu Gruppe 


pee (wegen zufalliger Fehler) konstant bleiben und damit auch der Phasen- 
winkel yw. 


Desicher ape 125) Zitt A spayed 


*) K. Srumprr, Analyse periodischer Vorgange, S. 107: 
2 , . O , 1D, ANS W. . . a 
son, The Calculus of Observations, Kap. XT. = ; ee 
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In der Nahe von, T sei keine weitere Periode vorhanden und # ihr Naherungs- 
wert. Man la8t nun wu alle Werte von 4 bis m durchlaufen und tragt y als Funktion 
von m# auf (Phasendiagramm). yw ergibt sich naherungsweise als lineare 
Funktion von «1), aus deren Richtungstangente 


ar) 

die Periode T scharfer berechnet wird. Die Vieldeutigkeit des arctan stért nicht, 
da T aus dem Periodogramm genihert als # bekannt ist. Bei zwei und mehr 
Perioden, zumal nahe benachbarten, werden die Verhiltnisse schwieriger?). 

Auch im Periodogramm liegen in der Regel komplizierte Erscheinungen 
vor, da die empirisch gegebene Funktion meist nicht allein aus einer Anzahl 
reiner Sinusschwingungen besteht, weiter sind namentlich bei meteorologischen 
Problemen die Perioden nicht von konstanter Dauer, wodurch die Maxima 
im Periodogramm verbreitert, aber erniedrigt werden, schlieBlich sind die Beob- 
achtungswerte y mit Fehlern behaftet. 

Um wahre Kausalperioden von durch zufallige Maxima im Periodogramm, 
vorgetauschten Perioden unterscheiden zu kénnen, gab A. SCHUSTER zwei Hilfs- 
mittel an: 

1. Man verwendet zur Berechnung der a(p) und b(f) zuerst nur die erste 
Reihe der Beobachtungswerte y (61), hierauf die erste plus zweite Reihe, dann 
die ersten drei, schlieBlich alle y Reihen. Bei rein zufalliger Verteilung der y 
wachsen die berechneten Amplituden H proportional der Wurzel der Anzahl 
der verwendeten Reihen, bei rein periodischer Anordnung aber, wenn also p 
eine wahre Periode ist oder ihr sehr nahe, geschieht das Anwachsen proportional 
der Anzahl der verwendeten Reihen. 

2. Die Expektanz. Es seien N Beobachtungen y gegeben, frei von Peri- 
odizitaten, voneinander unabhangig und nach Art zufalliger?) Fehler in ihrer 
Gr6éBe schwankend. Als Mittelordinate des aus diesen y berechneten Periodo- 
gramm berechnet man die Expektanz «4): 


Pe 
em ol/x =o. (66) 
o ist der quadratische Mittelwert (64) aller Beobachtungen. Die Wahrscheinlich- 


keit, daB eine Ordinate H dieses Periodogramms gréBer ist als der 4 fache Wert 
der Expektanz, ist 





Eee aa 
Wa e+ 
Der Zusammenhang von W und A ist aus folgender Tabelle ersichtlich: 
a W | = 
0,4 0,9922 1,5 0,1708 3,0  0,00085 Ct aii er Bee eas 
0,5 0,8217 2,0 0,0432 Son 6/03. 10° 1-50: 82,07 = t0r8 
1,0 0,4559 2,5 0,00738 4,0 3.49 - 10-° 


1) K. Stumprr, Analyse periodischer Vorgange, S. 110; L. W. Porrak,- Das Periodo- 
gramm der Polbewegung. Gerl. Beitr. z. Geophys. Bd. 16, S. 183. 1927. Uber die Berechnung 
der Amplituden H(p) aus den Gruppen siehe K. Stumprr, Fehlertheoretische Untersuchungen 
zur Periodogrammanalyse. Astron. Nachr. Bd. 226, S. 377. 1926 und Analyse periodischer 
Vorgange, S. 120ff. 

2) Beziiglich Einzelheiten sei auf die zusammenfassende Darstellung von K. Stumprr, 
Analyse periodischer Vorgange, S. 108ff. verwiesen. x 

3) Ein anderes wahrscheinlichkeitstheoretisches Kriterium daftir, ob eine berechniete 
Amplitude nur zufallig ist oder einer wahren Periode angehért, gab O. MEISSNER; Uber die 
Wabhrscheinlichkeit errechneter Periodizitaten. Astron. Nachr. Bd. 186, S. 57: 1910: 

4) AuBer bei A. ScuusTER findet man die Ableitung bei K. Stumprr, Analyse periodischer 
Vorgange, S. 115. . : 
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ist es AuBerst unwahrscheinlich, daB eine Zutallsordinate im Periodo- 

pee Betrag erreicht, der ein Drei- oder Mehrfaches der Expektanz ist), 

Untersucht man nun ein Beobachtungsmaterial auf wahre Perioden, sO 
bildet man nach (66) die Expektanz, sofern die Beobachtungen y als voneinander 
unabhangig angesehen werden kénnen. Wenn im Periodogramm eine Seance 
auftritt, die groBer ist als 3, dann ist man berechtigt, anzunehmen, daB die ihr 
entsprechende Periode eine Kausalperiode ist, denn die Wahrscheinlichkeit, 
daB eine Zufallsordinate 3¢ erreicht, ist kleiner als 0,001. A. SCHUSTER nimmt 
die Sicherheitsgrenze erst bei 4¢ an. ee 

Sind die Beobachtungswerte y nicht unabhangig, sondern ist jedes 
durch die vorausgehenden beeinfluBt (z. B. Tagesmittel oder stiindliche Lesungen 
der Temperatur), dann setzt A. SCHUSTER in erster Anndaherung die Expektanz 
gleich dem Mittelwert der Ordinaten des berechneten Periodogramms, Werden 
hierdurch Maximalordinaten als zu wahren Perioden gehorig erkannt, dann 
schlieBt man sie von der Mittelbildung aus und berechnet aus den iibrigen y 
eine zweite Annadherung fiir die Expektanz, die nun schon ausreicht,. 

Aus 


9 x02 


N=73 





gemaB (66) berechnet man bei bekannter Expektanz die Anzahl N der Beob- 
achtungen, die nétig ist, damit eine Periode von der Amplitude H mit Sicherheit 
als eine wahre Periode erkannt wird; dabei ist die Sicherheitsgrenze bei 3¢ an- 
genommen, 

Sieht man von taglichen und jahrlichen Perioden der meteorologischen 
Elemente ab, deren physikalische Realitat evident ist, so ist es bisher nur viermal 
gelungen, bei geophysikalischen Erscheinungen Perioden nachzuweisen, deren 
Ordinaten das Vierfache der Expektanz iibertrafen. Es fanden A. SCHUSTER 
und H. TuRNER bei der 11- bis 14jahrigen Periode der Sonnenflecken ein Hy, 
= 5,41, V. Conrap?) fiir die tagliche und jahrliche Periode der Erdbeben- 
haufigkeit Betrage zwischen 5,46 und 12,2 «, E. Tams’) fiir den taglichen Gang 
der Erdbebenhaufigkeit 8,9 « und L. W. Potrax‘) fiir die 12- und 14monatlichen 
Perioden der Polschwankungen Maximalordinaten zwischen 5,11 und 10,67 «. 

DaB in der Meteorologie keine Perioden mit der Ordinatenhéhe H > 4¢ 
gefunden wurden, kann darin seinen Grund haben, daB 1. keine Perioden vor- 
handen sind, 2, das Beobachtungsmaterial zu kurz ist (36jahrige Briicknersche 
Periode), 3. die Periodenlange selbst schwankt, namentlich bei kurzen Perioden 
von der Dauer weniger Tage®), dadurch wird das Maximum im Periodogramm 
verbreitert und erniedrigt, 


1) Einen von V. Conrapb, Der Expektanzbegriff von A. ScHUSTER, Meteorol. ZS. 1924 
vorgeschlagenen Versuch, ein Periodogramm fiir reine Zufallszahlen zu berechnen, die man 
sich z. B, durch eine groBe Zahl Augensummen beim Werfen von zwei Wiirfeln verschaffen 
kann, hat L. W. Potrak ausgefiihrt. Er findet in Das Periodogramm der Polbewegung. 
Gerl. Beitr. z. Geophys. Bd. 16, S. 149 im Periodogramm von 342 Wurfergebnissen keine 
Periode, deren Amplitude 2¢ erreicht. 

*) V. ConraD, Die zeitliche Verteilung der in den Jahren 1897—1907 in den Gster- 
reichischen Alpen- und Karstlandern gefiihlten Erdbeben. Mitt. d. Erdbeben-Komm. d. 
Wien. Akad. d. Wiss. 1912, Neue Folge Nr. 44, 2. Mitt. 

3) E. Tams, Zur Frage der tagl. Periode in der StoBfrequenz der vogtlandischen Erd- 
bebenschwarme, ZS. f. angew. Geophys, Bd. 1, S. 193—213. 1923. Die Frage der Periodizitat 
der Erdbeben. Berlin; Borntrager 1926. 


4) L. W. Potrax, Das Periodogramm der Polbewegung. Gerl. Beitr. z. Geophys. 
Bd. 16, 1924. 


°) L. W. Pottax, Periodogramme hochfrequenter Schwankungen meteorologischer 
Elemente. Meteorol. ZS. 1O27su Se A2 te 
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Um eine Kausatperiode nach der Schusterschen Methode mit Sicherheit 
zu erkennen, mu8 das Gesamtintervali der Beobachtungen mindestens den 5 fachen 
Bereich einer Periode iibersteigen. Die kiirzeste sicher erkennbare Periode darf 
nicht kleiner als der dreifache Abstand benachbarter Beobachtungswerte sein, 
das zugehérige Maximum liegt dann ganz am linken Rande des Periodogramms. 
Der groBe Rechenaufwand der Methode wird durch eine Reihe Hilfsmittel*) 
erleichtert. Uber geistvoll konstruierte Instrumente zur Periodenbestimmung 
berichtet K. Stumprr?), ferner iitber Analyse liickenhafter Beobachtungsreihen?). 

28. Annaherung von Funktionen zweier Veranderlicher. Die Fouriersche 
Entwicklung einer Funktion f(x, y) ist 


je, 9) =D) S[Aa, peos(ax + By) + Bs,psin(ax + By), 


die Koeffizienten sind 


Pie i 
| = et ic, sere + py) dxdy. 
; 66 


Eine vereinfachte Annaherung durch Kugelfunktionen zweier Argumente gab 
F, NEUMANN‘). Die Beobachtungspunkte miissen eine bestimmte Lage auf der 
Kugel einnehmen. Die Beobachtungswerte brauchen nicht an diesen Stellen 
zu liegen, man leitet die Funktionswerte dort durch Interpolation ab, Die Stellen 
sind die Schnittpunkte von 2 dquidistanten Meridianen mit q Parallelkreisen. 
F. NEUMANN gab zwei Methoden an. Nach der ersten ist g=2f-+ 1, dann 
ist die Lage der Parallelkreise beliebig. Nach der zweiten ist g = p+ 1, dann 
miissen die Parallelkreise die Nordpoldistanzen 3,, 0,, ..., % 4, haben, die 
gegeben sind durch P,,,(cos#) = 0. Die cos#® sind also die Nullstellen der Kugel- 
funktion P,,,;(u). 

Fiir die zweite Methode sind die Werte der Konstanten von H. SEELIGER®) 
bis einschlieBlich = 6 berechnet, so daB eine Entwicklung bis zu dieser Ordnung 
ein Minimum an Rechenarbeit erfordert. Eine vollstandig durchgerechnete Ent- 
wicklung bis zur 16. Ordnung findet man bei A. Prey®), In der Einleitung 
seiner Arbeit gibt er eine Zusammenstellung der Formeln fiir beide Methoden 
von Neumann. 

Literatur zum Abschnitt III. C. Runce-H. Konic, Vorlesungen tiber Nume- 
risches Rechnen. 8. Kap. Berlin: Julius Springer 1924; v. SANDEN, Praktische Analysis. 


Kap. VIII, 2. Aufl. Leipzig u. Berlin: Teubner 1923; F, HELMERT, Die Ausgleichsrechnung 
nach der Methode der kleinsten Quadrate. 6. Kap., 2. Aufl. Leipzig: Teubner 1907. 
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1) L. W. Porak, Siehe Anm. 2, S. 543; Uber das Lochkartenverfahren berichtet er 
in Prager Geophys. Studien Bd. 1, S. 22. 1927. Weiter G. H. Darwin, Ebbe und Flut, S. 210. 
Leipzig: B. G. Teubner 1911. ; ; 

2) K. Stumprr, Eine neue photographische Methode zur Periodogrammanalyse, Astron. 
Nachr. Bd. 223, S. 187. 1925; Analyse periodischer Vorgange, S. 147. Weiter L. W. PoLtiax, 
Hilfsmittel zur Aufsuchung versteckter Periodizitaten. Ann. d, Hydr. Bd. 53, S. 211. 1925. 

8) K. Stumprr, ZS. f. angew. Geophys. Bd. 1, S. 129. 1925; Analyse periodischer Vor- 
ae = nee es Vorlesungen iiber die Theorie des Potentials und der Kugelfunktionen. 
Herausgegeben von C. NEUMANN. VII. Kap. Leipzig: Teubner 1887. 

5) H. SEELIGER, Uber die interpolatorische Darstellung einer Funktion durch eine 
nach Kugelfunktionen fortschreitende Reihe. Miinchener Ber. Bd. 20. 1890, ; 

6) A. Prey, Darstellung der Hohen- und Tiefenverhaltnisse der Erde durch eine Ent- 
wicklung nach Kugelfunktionen bis zur 16. Ordnung. Abhandlgn. d. Ges. d. Wiss. zu Gottingen 


Math.-phys. Kl. N. F. Bd. 11/4. 1922. 
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Kapitel 14. 


Graphisches Rechnen. 


Von 
KARL MADER, Wien. 


Mit 59 Abbildungen. 


I. Graphische Lésung von Gleichungen. 
Graphische Interpolation. 


1. Allgemeines. Die numerischen Methoden lassen Annaherung mit be- 
liebig zu steigernder Genauigkeit zu, die graphischen haben nur eine beschrankte 
Genauigkeit, etwa die einer dreistelligen Logarithmentafel. Durch VergroBerung 
des MaBstabs 1a4Bt sich die Genauigkeit erhéhen. Die graphischen Methoden 
haben den Vorteil der Anschaulichkeit und fithren rasch zu Naherungslésungen, 
die man dann numerisch verbessert, so bei der Auflésung algebraischer und 
transzendenter Gleichungen, bei der graphischen Integration. 

Das Wesen der graphischen Methode ist die Darstellung funktionaler Zu- 
sammenhinge, die man in der Nomographie zweckmaBig einfacher veranschaulicht 
als durch die tbliche Kurve y = f(x) oder die Flache z = f/(«, y). Beim Lillschen 
Verfahren zur Auflésung algebraischer Gleichungen erscheint die Unbekannte 
als Tangente eines Winkels, die graphische Differentiation und Integration macht © 
im Richtstrahlenbiischel gleichfalls von Tangensfunktionen Gebrauch. Der 
Moglichkeiten der Darstellung gibt es viele. 

2. Das Verfahren von Luz. Es erméglicht die Auffindung zwei- bis drei- 
stelliger Naherungswerte der reellen Wurzeln einer algebraischen Gleichung 


YS dy kG 48 ee Oe 


rascher als jede numerische Methode, auch rascher und einfacher als die Kon- 


struktion der Kurve-in kartesischen Koordinaten und Aufsuchung der Schnitt- 
punkte mit der X-Achse. 


Der Grundgedanke ist die Darstellung der Zahl oder 1s 
Strecke x als Tangens eines Win- 
kels », wenn die Einheitsstrecke 01 
ax (Abb.1) und x die Katheten eines % i, -Rs 

rechtwinkligen Dreiecks sind. Ahn- 

0. | | lichkeitskonstruktion liefert zur 

PG Comes Strecke a das Produkt ax. R, 

Zahl x ie eines Weiter beniitzt man das Abb. 2. Richtkreuz. 


Richtkreuz (Abb. 2). Gegen die 
Aniangsrichtung Ry ist die Richtung R, im Uhrzeigersinn um 90° gedreht, weiter 
um 90° hierzu gedreht ist R,, dann R,. R, ist identisch mit Ry, R; mit R, usw. 


Ziff.3. Auflésung einer algebraischen Gleichung mit Hilfe des Lillschen Verfahrens. 549 


Zu der vorgelegten Funktion, z. B. 

= A) x8 + a,x + a,x — as (1) 
wird mit Hilfe des Richtkreuzes der ,,darstellende Polygonzug“ gezeichnet 
(Abb. 3). Von einem Punkt O ausgehend, tragt man die Strecke a, in der Rich- 
tung Ry auf, von ihrem Endpunkt 0, in Rich- 
tung R, die Strecke a, =0,0,, von O, in Rich- 
tung R, die Strecke a, =0,0,, schlieBlich a; =0,0, # 
wegen des negativen Vorzeichens entgegen der 4 X 
Richtung R;. Der Polygonzug 00,0,0,0, ist der 
darstellende Zug. : 

Von O, wird die Einheitsstrecke 0,N = 1 
nach abwarts aufgetragen. Ein positives x trigt 
man auf der riickwartigen Verlangerung von 0,0, 
auf, es ist O,X = x, und andererseits ist x die 
Tangente des Winkels 0,N.X. Der positive Sinn 
des Winkels dreht von der Achse NO, entgegen 
dem Uhrzeiger. Ein negatives x wird von 0, 
gegen O, abgetragen, der Winkel, dessen Tangente x ist, dreht dann im Uhr- 
zeigersinn. In beiden Fallen ist x = tg, und @ liegt zwischen — = und + Al 
x kann alle reellen Werte von —oo bis --oo annehmen. 


Die zu NX parallele Gerade OP, schneidet aus der riickwartigen Verlangerung 
von 0,0, die Strecke O,P, aus, deren MaBzahl ist 


O, Py 4, te = GX. 












Oy %3 
Abb. 3. Der darstellende Polygonzug. 


Zu OP, zieht man senkrecht P, P,, bis sie die Gerade 0,0, oder ihre riickwartige 
Verlangerung schneidet, in der Abbildung bis zum Schnittpunkt P,. Zu P,P, 
konstruiert man ebenso die Senkrechte P,P , bis sie in P, die Verlangerung 
von O30, schneidet. Es ist 

P,0, = P,0, + 0,0, = a,x + aj, 

P0q = (4% + a) tgp = ax" + ax, 

P3203 = yx” + a,% + ag, 

P303 = (@9x%" + a,% + ay) tgp = ayx® + a,x? + ax, 


schlieBlich ist P5304 = a x® + a, 4? + agx — ay 


der graphisch ermittelte Wert der Funktion (1) fiir das gegebene ~x. Die 
Zeichnung fiihrt man auf Millimeterpapier+) aus. Der Abb. 3 liegt die Funktion 


y = 1,7x* — 2,4x%7 + 3,14% — 0,9 


zugrunde und dem rechtwinkligen Zug O P, P,P, der Wert x = 55, = 0,353.05 
Als Funktionswert wird O0,P; = y = 0,57 gefunden (Rechnung ergibt 0,5678). 

8. Auflodsung einer algebraischen Gleichung mit Hilfe des Lillschen 
Verfahrens. Eine geringe Verkleinerung des oben angegebenen x-Wertes, also 
der Strecke O,X, wiirde bewirken, daB der Punkt P, mit O, zusammenfallt, dann 
ist y =O und der neue x-Wert eine Wurzel der Gleichung y= 0. Ein mit 
x =), = 0,294... konstruierter Polygonzug gibt y = 0,26 (Rechnung 0,2626). 
Jetzt fihrt man x = 0,294 als Naherungswert in die Gleichung ein und ver- 
bessert ihn durch ein numerisches Verfahren. 


1) In dieser und den folgenden Abbildungen wurde, um die Deutlichkeit der Bilder 
zu erhdéhen, das Millimeternetz nicht mitgedruckt. 
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Einen Naherungswert einer Wurzel graphisch zu finden, gelingt hier nach 
wenigen Versuchen. Man probiert mit einem beliebigen x = tgp und verkleinert 
durch Drehung die Endstrecke (oben O, Ps). Man legt durchsichtiges Millimeter- 
papier auf die Zeichnung und befestigt es mit einer Nadel drehbar im Endpunkt 
des darstellenden Zuges (oben O,). Durch Drehung findet man bald einen lé6senden 
Zug, hierauf zicht man vom Punkt N aus (Ov Neeerd) eine Parallele zur ersten 

Seite OP,, die Strecke O,X ist die Wurzel ~. 


oy a Beispiel. In Abb. 4 ist der darstellende Zug 
0 und der lésende fiir die Gleichung 
2 f(x) = «8 — 3224+ 4% —5 =0 


gezeichnet. Der Naherungswert der Wurzel ist 
%, = 2,2. Das Newtonsche Verfahren?) gibt die 

Wurzel 4 = 2,213412- 
@ O,P, Die Konstruktion des lésenden Zuges wird mit 
Abb. 4. Der ldésende Polygonzug. Hilfe des Rechenschiebers verscharft. Man stellt fir 
obige Zeichnung x = 2,2 auf dem Rechenschieber ein, 
multipliziert es mit der MaBzahl der Strecke P,O, = 0,8, liest ab O, P, = 1,76, 
dadurch O, P, = 2,24, das, mit 2,2 multipliziert, die Lesung O, P3; = 4,93 gibt, 
wahrend 0,0, = 5 ist, so daB x = 2,2 schon nahe der Wurzel liegt. Auf diese 
Weise wird der rechtwinklige Zug sicherer gefiithrt, und man gelangt bei Glei- 
chungen héheren Grades zu besseren Naherungswerten der Wurzel, als wenn 
man die rechten Winkel bloB konstruiert. So findet man, daB die Gleichung 


f(a) = 8— 329+ 5xt— 7x8 + x*# 4 2% — 8 =0 
eine Wurzel zwischen 2,1 und 2,2 hat, da f(2,1) = —3,7, f(2,2) = 2,6 ist. 

4, Auffindung weiterer Wurzeln. Es sei eine Wurzel x, der algebraischen 
Gleichung /(x) = ajx" + a,x”"1+ +--+ a,=0 gefunden. Der lésende Zug, 
der unter dem Winkel q, (x, = tgq,) geftihrt wurde, ist schon der darstellende 

Q, Zug der ganzen Funktion m — 1-ten Grades 


g(x) = i (x) See nee eye am ere 


4% 
doch ist sein Ma8stab ein anderer. Dem Zahlen- 
wert nach ist 6) = 4p, allein b) wird jetzt durch 
die Strecke OP, (Abb. 5) dargestellt, die frither 





war. Die neue Einheitsstrecke ist daher 


0 
0, COS V7 





mal der friitheren Einheitsstrecke. Fiir 
COS yy 


die im gednderten MaBstab durch OP,P,... 
jetzt dargestellte Funktion g(x) wird wie frither 
0, ein lésender Zug gesucht, der den Naherungs- 
wert einer zweiten Wurzel x, liefert usw. 
Wenn der Koeffizient einer oder mehrerer 
Potenzen von x in f(x) Null ist, entfallt die 
entsprechende Strecke im darstellenden Zug; 
; die Gerade, auf welcher sie liegen wiirde, ]a8t 
sich aber zeichnen, daher auch ihr Schnitt P; mit dem rechtwinkligen Lésungs- 
zug. Der auf die fehlende Potenz folgende Koeffizient @;,, muB in der ihm nach 
dem Richtkreuz zukommenden Richtung R;,, aufgetragen werden. 





0 Abb. 5. Zwei lésende Polygonziige. 


1) In Kap. 15, Ziff. 3, wird das Beispiel zu Ende gefiihrt. 


Ziff. 5. Graphische Lésung einer Gleichung mittels zweier Kurven. 554 


Beispiel. Die Gleichung 6x4 + 3x3 — 4x2-+1—0 (Abb. 5) hat eine 
Wurzel x, =tgy,=—1, denn g, dreht in negativem Sinne. Der ldsende 
Zug O P, P,P, Py ist darstellender Zug der Gleichung dritten Grades, welche aus 
obiger durch Division mit x -+ 1 hervorgeht: 


6x43 — 3x2 -x+4=0, 
die man aber nicht auszurechnen braucht. Die neue Einheitsstrecke ist da- 


durch bestimmt, daB OP, =6 sein muB, sie ist also —— = V2mal der 
COS Gy 


alten. In Millimeterpapier la8t sich die neue Teilung sofort markieren. 
Der zweite lésende Zug 0Q,0.03(Q3 = P,) gibt 


— foot Ba coat 
m= te, =—$ =}. 


Fur quadratische Gleichungen besteht jedér der beiden lésenden Ziige nur 
aus den zwei Schenkeln eines rechten Winkels, den man als Winkel im Halb- 
kreis konstruiert. Zur Lésung der Gleichung 0; 


x? + 1,3% — 3,0 =0 


zeichnet man (Abb. 6) mit den Strecken 1, 1,3, —3,0 
den darstellenden Zug 00,0,0; und mit OO, als Durch- 
messer den Kreis. 0,0, wird nach beiden Seiten bis 
zum Schnitt mit der Kreisperipherie in P, und Pj ver- 
langert. Die Wurzeln sind /p’ 


Ey 7 
aos ae Se 
4, = 00, ind, 4, = 00, . 


oder man greift sie, da der Nenner=1, als die Abb.6. Sooune Sin cio Gleichuns 
pirecken O. P= 4,.2-und 0, Pi = —2,5 .ab: : 

5. Graphische Losung einer Gleichung mittels zweier Kurven. Diese 
Methode wird angewendet, wenn sich eine Gleichung in zwei Teile zerlegen 
1aBt, deren jeder leicht zu konstruieren ist. Das Verfahren fiihrt bei Gleichungen 
hoheren Grades und bei transzendenten rasch zu Naherungswerten aller reellen 
Wurzeln. . 

Die Gleichung soll sich in der Form y = f(x) — q(«) =0 schreiben lassen. 
Man zeichnet die zwei Kurven y, = f(x) und vy. = g(x). In den Schnittpunkten 
der zwei Kurven ist {(%) = w(x), also y = 0, die zugehérigen Abszissen x sind 
die Wurzeln der Ausgangsgleichung. 

Auf diese Art behandelt man unter andern Gleichungen mit einem transzen- 
denten?) und einem ganzen rationalen Bestandteil, z. B. der Form 





logx — g(x) =0, e — g(x) =0, 
sinx — g(x) = 0 usw. 
Beispiel: 
Clie er = — 10. 


4 ="ogx 


& 


Um einen gréBeren Schnittwinkel zwecks 
besserer Ablesung des Schnittpunktes zu er- 
halten (Abb. 7), nehmen wir die Einheits- 
strecke auf der y-Achse dreimal so gro8 als yan F 47 
auf der X-Achse. Diese Uberhoéhung andert Meeks Fe pod 
an der Abszisse des Schnittpunktes der Kurve ES Pe soi ana rh ge sa CN 
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1) Naherungsweise graphische Darstellung irrationaler und | transzendenter Groen 
gibt K. T. Vanten, Konstruktionen und Approximationen. Leipzig: Teubner 1911. 
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y, = logx mit der Geraden y, = == 4 nichts. Man findet, daB die Wurzel 


zwischen 2,0 und 2,1. gelegen ist, die man auf numerischem Wege jetzt weiter 
annahern kann. 
6. Auflésung der reduzierten Gleichung dritten Grades. Fiir die Gleichung 


e+tax+tb=0 


zeichnet man in Millimeterpapier die kubische Parabel y, = x°. Die Gerade 
yj, = —ax —b wird durch Anlegen eines Lineals an die Achsenabschnitte dar- 
gestellt oder durch eine auf Pauspapier gezeichnete Gerade. Durch eine einzige 
Zeichnung erhalt man so die Lésungen fiir alle Gleichungen dritten Grades in 
reduzierter!) Form. Abb. 8 gibt fiir die Glei- 
chung «8 — 4% — 1=0 die Wurzel als Abszisse 
des Schnittpunktes genahert zu x = 1,1 ®). 

7. Graphische parabolische Interpolation. 
Eine Beziehung sei empirisch durch einzelne 
Ordinatenwerte gegeben, die nicht aquidistant 
zu sein brauchen. Wenn sie geniigend nahe sind, 


&B &. 


Z G 





C 





Abb. 8. Loésung der reduzierten Gleichung Abb. 9. Parabolische Interpolation. 
; dritten Grades, ; 


laBt sich der Verlauf zwischen je drei aufeinanderfolgenden Punkten durch eine 
Parabel darstellen, deren Achse der Ordinatenachse parallel ist*). A, B, C seien 
die Endpunkte dreier benachbarter Ordinaten a, 6, c (Abb. 9). Man kann be- 
liebig viele Punkte konstruieren, die auf der Parabel zweiter Ordnung durch 
A, B, C liegen. Die Sehne AC schneidet die Ordinate 6 in B,: Man zieht B,C, 
parallel der X-Achse. Die Gerade C,B wird tiber B hinaus verlangert. Die 
Ordinate # eines beliebigen Punktes schneidet C,B in P,. Die X-Parallele durch 
P, schneidet 6 in B,. Die Gerade B,A schneidet p in einem Punkt P, welcher 
auf der durch A, B, C gelegten Parabel liegt. 


Durch m + 41 gegebene Ordinatenendpunkte ist eine Parabel n-ter Ordnung 
= AyX"™ + ax) + +++ An_1% + Ay 


bestimmt. Wie man Zwischenpunkte der Parabel : J ; 
D’OcaGne), p er Parabel graphisch erhalt, zeigt 


Das Glatten einer durch empirische Ordinaten gegebenen Kurve ist in 
Kap. 13, Ziff. 20, besprochen, graphischer Ausgleich einer Geraden in Kap. 14, 





1) Auflésung mittels einer Fluchtlinientafel i i 6 
in Ziff.43, Lésung der vollstandi 
Sane Gleichung durch eine graphische Rechentafel in Ziff. 46 aie: Kapitels. os 
; ek ee in Kap. 15, Ziff.20, zu Ende gefihrt. 
-KUNGE, Graphische Integrationsmethoden. ZS. f. techn. Phys 
; L : ee wile ° O24 aS. c 
4) D’Ocaene, Calcul graphique et Nomographie, S. 71—78. 1924. “4 es ra 


Ziff. 8, 9. Grundgedanke der graphischen Integration. Tangentenverfahren. 553 


Ziff. 30. Eine Methode fiir parabolischen Ausgleich gab A. Bascu?), R. SCHUMANN?) 
eine fiir parabolische Interpolation von GradientgréBen. 


. Literatur zum Abschnitt I: R. Meumke, Leitfaden zum graphischen Rechnen. 
Leipzig u. Wien: Deuticke 1924; M. d’Ocacne, Calcul graphique et Nomographie. Paris: 
Doin 1924; O. PRoéxss, Graphisches Rechnen. Leipzig u. Berlin: Teubner 1920; C. RunGp, 
Graphische Methoden, 2. Aufl. Leipzig u. Berlin: Teubner 1919. 


II. Graphische Integration und Differentiation. 


8. Grundgedanke der graphischen Integration. In einem rechtwinkligen 
Achsensystem (Abb. 10) sei die X-Parallele y =c gegeben. Um die Einheits- 
strecke links vom Ursprung O wird 
der ,,Polpunkt“ P markiert und der 
,Richtstrahl“ PA zum Schnitt A der 
Geraden y=c mit der y-Achse ge- 
zogen. Die Tangente des Winkels OPA 
istc. Die vom Ursprung parallel zum 
Richtstrahl PA gezogene Gerade Y=cx 
ist die Integralkurve der vorgelegten 
Geraden y= c. Jede Ordinate Y der 





Abb. 10. Graphische Integration von y =c. 


x 
Integralkurve ist das Integral /ydx, 
Cc 


x“ 

die Differenz ihrer Ordinaten in x und a ist das Integral if ydx, weiter ist jede 
Ordinate von y=c die Ableitung Y’=c der Integralkurve. 4 

9. Graphische Integration. Tangentenverfahren. Auf die im vorigen an- 
gegebene Weise integriert man die Abschnitte einer Stufenkurve, in welche 
man die vorgelegte Kurve y = f(x)8) verwandelt (Abb. 11). Es geniigt, wenn 
die Kurve durch einzelne Ordinatenwerte oder graphisch gegeben ist, ihr ana- 
lytischer Ausdruck braucht 
nicht bekannt zu_ sein. 
Durch die Punkte A,, Ag, 
Ag... zerlegt man die Kurve 
in monotone Abschnitte. 
In alle Extremstellen und 
Wendepunkte verlegt man 
Teilungspunkte, ebenso in 
die Nullstellen, da letzteren 
Maxima und Minima der 
Integralkurve entsprechen 
und diese sich _ sicherer 
zeichnen laBt, wenn ihre 
Extreme bekannt sind. 

In jedem Abschnitt fa) 
A,A, usw. zieht man eine > es 
Y-Parallele derart 5 daB die Abb. 11. Konstruktion der Integralkurve nach dem Tangentenverfahren. 
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1) A. Bascu, Ein rechnerisch-zeichnerisches Verfahren fiir parabolische Ausgleichung. 
ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 2, S. 401. 1922. 

2) R.ScHumann, Uber das Zeichnen der Isogammen aus Schwerkraftsgradienten. 
ZS. £. Instrkde. Bd. 46, S. 25. 1926. ; 

8) Graphische Integration bei Polarkoordinaten behandelt F. A, WILLERS, Graphische 
Integration, S. 41. Sammlung Géschen Nr. 801; Graphische Integration im logarithmischen 
Funktionsnetz gibt R. MeumxKe, Leitfaden zum graphischen Rechnen, S. 142. 
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Kurvendreiecke A,MN und NQA, flachengleich werden. Auf 
Cee ese ee man an gegebenen Kurve eine flachengleiche page 
kurve A,MQA, usw., zu welcher leicht die Integralkurve gefunden wird. Fe 

Wenn vermieden wird, da8 durch eine Teilungsordinate die Kurve ipa: 
als einmal geschnitten wird, gelingt es mit groBer Scharfe, die Kurvendreiec e€ 
flachengleich zu machen, das Auge ist fiir geringe Unterschiede kleiner Flachen 
empfindlich. Will man das bloBe Schatzen vermeiden, so findet man die Y-par- 
allelen Mittellinien durch eine sehr genahert richtige Hilfskonstruktion, welche 
fiir eine Parabel zweiter Ordnung streng richtig ist. Die graphische Integration der 
Stufenkurve mit den auf folgende Weise konstruierten Mittelordinaten ist eine 
graphische Anwendung der Simpsonschen Regel. Den Kurvenbogen A, A, denkt 
man sich durch ein Stiick einer Parabel ersetzt, deren Achse parallel der X- 
oder der Y-Achse ist. Im ersten Fall (Abb. 12) zieht man im Mittelpunkt C 
der Sehne A,A, eine X-Parallele CD, teilt DC in drei Teile und zieht im 
ersten Teilungspunkt die Y-Parallele. 
Ist die Achse der Parabel parallel der 
Ordinatenachse (Abb. 13), dann er- 
richtet man im Halbierungspunkt C 
der Sehne A,A, die Ordinate CD 
und die X-Parallele CN. Weiter sei 
DM =4DC. In M zieht man die 
Parallele zur Sehne A,A, bis zum 
Abb. 42. Konstruktion der Mit- Schnittpunkt mit CN, in welchem  4pp.13. Konstruktion 
telordinate. »Parabelachee hots “Punkt die -Y-parallele Mittellimie ex Areata 

richtet wird. 

Die Ordinatenenden der Stufenkurve projiziert man auf die Y-Achse, die so 
entstehenden Punkte c,, cy, C3,... verbindet man mit dem Polpunkt P, welcher 
um die Einheitsstrecke links von O gelegen ist. Die Geraden Pc,, Pc,,... heiBen 
Richtstrahlen. Da OP =:1, ist die MaBzahl von Oc, = y, auch die Tangente 
des Winkels OPc,. Die Tangente der Integralkurve J(x) hat y, als Richtungs- 
koeffizienten im Punkt x,, da die Integralkurve zur Urkurve in der Beziehung 


steht: d J (x) a 
ax 3 








Die Tangenten der Integralkurve sind daher parallel den zugehérigen Richtstrahlen. 

Von O ausgehend, zieht man parallel zum ersten Richtstrahl Pc, die Gerade 
OT, bis zum Schnitt mit der ersten Y-parallelen Mittellinie, von T, zeichnet 
man 7,7, parallel Pc,, und T, ist der Schnitt mit der zweiten Mittellinie usw. 
(Abb. 11). By, By, B,, ...sind Punkte der Integralkurve. Wegen der angegebenen 
Beziehung zur Urkurve ist OT, die Tangente der Integralkurve in O(= B,), 
T,T, die Tangente in B, usw. Die Konstruktion lieferte auBer Punkten der 
Integralkurve auch die Tangentenrichtungen in diesen Punkten. Es ist nun 


leicht, die gefundenen Punkte B,, Bz, B;,... zu einem stetigen Linienzug, der 
Integralkurve, zu verbinden. Die Konstruktion der Integralkurve ist sehr sicher, 
man braucht nur wenig Teilungspunkte A,, A,, ... anzunehmen. Die Er- 


hohung der Genauigkeit durch eine gréBere Anzahl Intervalle geht durch Haufung 
unvermeidlicher Fehler wieder verloren. 

Wie oben im positiven Sinn der X-Achse, kann die Konstruktion auch in 
entgegengesetzter Richtung fortgefiihrt. werden. Bei Integration itber eine 
geschlossene Kurve integriert man wie besprochen iiber den oberen Teil der 


Kurve und setzt von der rechten Endordinate das Verfahren nach links iiber 
den unteren Teil der Kurve fort. 


Ziff. 9, 10. Graphische Integration. Teilung von Flachen. 555 


Jede Ordinate der Integralkurve gibt durch ihre MaBzahl den Flacheninhalt des 
Normalbereichs an, der begrenzt wird von der zugehérigen Ordinate der Urkurve, 
ihrer Anfangsordinate, dem dazwischenliegenden Stiick der X-Achse und der Kurve. 

Eine Verschiebung des Polpunktes auf der X-Achse andert nur den Mab- 
stab der Ordinaten der Integralkurve. Riickt man den Pol P in die doppelte 
Entfernung von O nach links, dann sinken alle Tangensfunktionen des Richt- 
biischels auf die Hilfte ihres fritheren Betrages, damit werden auch alle Ordinaten 
der Integralkurve halb so gro als frither. Durch passende Lage des Polpunktes 
erreicht man es, daB die Integralkurve in dem fiir die Zeichnung zur Verfiigung 


stehenden Raum bleibt. 
10 
Beispiel. f Wlog xd x 


4 
graphisch zu bestimmen 
(Abb. 14). Die Einheit der 
Ordinaten der Kurve 
y = Mlogx ist fiinfmal so 
groB als die der Abszissen 
genommen. Um dies zu 
kompensieren, verlegen wir p 
den Polpunkt in die Ent- 
fernung 5 nach links. Statt 
die Ordinaten der Stufen- 


kurve, deren Mittelordinaten mit der ersten der zwei angegebenen Hilfskon- 





7,0 





10 
Abb. 14. [tog dx. 
4 


struktionen gefunden wurden, auf die Y-Achse zu projizieren, wurde wegen 
Raumersparnis das Richtbiischel an der Ordinate von x = 4 gezeichnet. Man 
findet bei x = 10 als Endordinate der Integralkurve den Wert des zu suchenden 
Integrals mit 4,97. Direkte Berechnung ergibt 


10 > 


[log x dx = [x Mlogx — Mx]}° = 4,986, 


4 


wo M = 0,4343. Der graphisch bestimmte Wert weicht um 0,3% ab. 


10. Teilung von Flachen. 
Die Flache des Normalbereichs 
der Kurve y=/(x) soll in 
fiinf flachengleiche Teile ge- 
teilt werden (Abb. 15). Man 
konstruiert die Integralkurve, 
teilt ihre Endordinate in fiinf 
gleiche Teile, zieht in den 
Teilungspunkten 1 bis 4 die 
X-Parallelen bis zum Schnitt 
mit der Integralkurve. Die 
Ordinaten in diesen Schnitt- 
punkten S, bis S, teilen das 
vorgelegte Kurventrapez in 
fiinf flachengleiche Teile. 























Abb. 15. Teilung eines Normalbereichs in fiinf gleiche Teile. 


41. Mechanische Hilfsmittel der graphischen Integration. Bei den Inte- 
graphen!) bleibt der Polpunkt auf der X-Achse um die Langeneinheit links 


1) A. GALLE, Mathematische Instrumente. S. 154. Leipzig: Teubner 1912; E. Pascat, 
I miei Integrafi. Neapel 1914, ins Deutsche tibersetzt von A, Gatte. ZS. f. Instrkde. 1922, 


S. 232, 253, 300 u. 326. 
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von den jeweils eingestellten Ordinaten der Urkurve y=/(x). Die Zahlen- 
werte dieser Ordinaten werden auf die Stellung eines Rades so ibertragen, 
daB die Steilheit tga der vom Rad gezeichneten Kurve in jedem Punkt gleich 
der Ordinate y der Urkurve ist, wenn der Fahrstift tiber letztere gleitet. Die 
Ordinaten von y = /(x) und der vom Rad gezeichneten Kurve Y= J (x) stehen 
in der Beziehung y = die vom Rad gezogene Kurve ist daher die Integral- 
kurve der urspriinglichen. PAscAts Integraphen lésen auch bestimmte Typen 
von Differentialgleichungen und geben die reellen Wurzeln algebraischer Glei- 
chungen beliebig hohen Grades. 

Uber Planimeter findet man Ausfiihrliches bei A. GALLE (Math. Instrumente, 
S. 66) und in den Lehrbiichern der Geodasie?). 

Einen sehr genaherten Wert von if ydx erhalt man schon, wenn man y = /(*) 
in -Millimeterpapier zeichnet und die Quadratmillimeter der Flache abzahlt. 

12. Mehrfache graphische Integration. Bestimmung von statischen und 
Tragheitsmomenten. Die graphische Integration der Integralkurve einer Funk- 
tion y = f(«) liefert die zweite Integralkurve von /(x). Das statische Moment 
des Kurventrapezes (Abb. 16) beziiglich der Achse x = & ist 


y f(x) : 
Z M(é) =| (E — x) ydx. 
Wegen : é 
dM (é) 
ae te be 
0 


ist M(£) die zweite Integralkurve von y = f(x), also 





0 XL XL+aAL x=€ Mi(é) = [a :/y baa 
0 0 


Abb. 16. Statisches Moment. 


Die erste und zweite Integralkurve beginnen hier im Ursprung. Wenn die. 
untere Integrationsgrenze x = a ist, beginnen beide Kurven im Punkt x =a 
- ine X-Achse. Die Mazahl 
jeder Ordinate (Abb. 17 

ts Ife) ae der zweiten pieced 
ist das statische Moment 

i 4 der links von ihr befind- 
pf es[finjaz lichen Flache des Kurven- 
é @ trapezes beziiglich der 
Ordinate selbst als Achse. 

Die letzte Ordinate y, 

miBt das statische Mo- 

p oe ment der ganzen Flache 
Abb. 17. Mehrfache graphische Integration. Schwerpunktordinate. beziiglich der Achse X=E, 


t : Das statische M 
der ganzen Flache beziiglich einer anderen Achse x = east ea 












s 


M (x4) = [ (ee, —x)ydx. 
Penn 0 
) Hartner-Dotezat, H 
IZAL, and- und Lehrbuch der Nied. Geodasie. S. 1053. Wien: 
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Da 


dM (x) f 
dx, =|ydx 


0 





von *, unabhangig ist, muB M (x,) eine lineare Funktion von x, sein, also eine 
Gerade, deren Richtung gegeben ist durch / yax, durch den Richtstrahl, der 
0 


zur letzten Ordinate der ersten Integralkurve gehért, in Abb. 17 als PQ ein- 
getragen. Die Parallele hierzu, welche man durch die letzte Ordinate der zweiten 
Integralkurve legt, in Abb. 17 die Gerade RS, stellt durch ihre Ordinaten die 
Werte von M(x,) dar. Ihr Schnittpunkt S mit der X-Achse bestimmt jene 
Achse, beziiglich welcher das statische Moment der ganzen Flaiche Null ist, 
die Ordinate in S geht durch den Schwerpunkt der homogen vorausgesetzten 
Flache. s 

Das Tragheitsmoment der Flache [ydx beziiglich der Achse x = é ist 

0 


s 


T(e)={(E—x)Pydx. 





ist ersichtlich, daB man das halbe Tragheitsmoment durch Integration von M (é) 
erhalt, d. i. dadurch, da8 man die Kurve y = /(«) dreimal graphisch integriert. 

Eine Verschiebung des Polpunktes P auf der X-Achse andert den Mafstab 
der Ordinaten der ersten Integralkurve. Uin die richtigen Werte der Ordinaten 
zu erhalten, miissen die abgelesenen mit. einem Faktor mw multipliziert werden. 
Ahnlich sind die Werte der Ordinaten der zweiten Integralkurve mit einem 
Faktor jw? zu multiplizieren, die der dritten mit 3. 

13. Graphische Volumberechnung. Die Flache z =/(xy) sei durch ihre 
Hohenschichtenlinien z= konst. graphisch gegeben. Man bestimmt durch 
graphische Integration den Flacheninhalt der einzelnen Héhenkurven z = konst. 
Die Endordinaten der Integralkurven tragt man als Ordinaten, die zugehérigen 
Hohen z als Abszissen auf und verbindet die Ordinatenendpunkte durch eine 
glatte Kurve, deren Integration einen genaherten Wert des Volumens ergibt. 
Auf diese Art bestimmen die Geographen die mittlere Hohe eines Gebirges?). 

14. Hilfskonstruktionen zur graphischen Differentiation. Zu einer ge- 
gebenen Kurve Y = F(x) soll jene gesucht werden, deren Integralkurve die 
gegebene ist. Die Ordinaten der gesuchten Kurve y = f (x) miissen in jedem 
Punkt gleich der Steigung Y’ der gegebenen Kurve in der gleichen Abszisse sein. 

Eine Ungenauigkeit der Urkurve war auf die Konstruktion der Integral- 
kurve von geringem Einflu8, dagegen ist sie von erheblichem Einflu8 auf die Zeich- 
nung der Differentialkurve, denn die Steigung der Urkurve wird ungenauer er- 
mittelt als bei der Integration die Lage der flachenteilenden Ordinaten. Fiir 
die Zeichnung der Integralkurve wurde die Urkurve durch Auswahl der Intervall- 
punkte: A,, 42,0. geteilt, hier ist es oft besser, zu Tangenten vorgegebener 
Richtung die Berithrungspunkte aufzusuchen. Der Berithrungspunkt wiirde durch 
Anlegen eines Lineals an die Kurve zu unsicher bestimmt, man bedient sich 
zu einer scharferen Festlegung einfacher Hilfskonstruktionen. 


1) C, RunGE-F, A, Witters, Enzyklopadie d. Math. Wissensch. Bd. II C2, S. 137. 
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a) Aufsuchung des Beriihrungspunktes einer Tangente vorgegebener Richtung. 

In der Umgebung des Beriihrungspunktes zieht man eine Anzahl zur ge- 
wiinschten Tangentenrichtung paralleler Sehnen (Abb. 18). Ihre Mittelpunkte 
werden durch eine stetige Kurve verbunden und diese bis zum Schnitt mit der 
gegebenen Kurve fortgesetzt, der Schnittpunkt ist der Beritthrungspunkt. 





Abb. 18, Konstruktion des Beriihrungspunktes Abb. 19. Konstruktion des Beriihrungspunktes einer gegebenen 
zu gegebener Tangentenrichtung. Tangente, 


Eine andere Konstruktion ist folgende (Abb. 19): Man zieht durch Anlegen 
des Lineals in der Umgebung des gesuchten Berithrungspunktes einige Tangenten, 
so daB ihre Schnittpunkte a,, a,, ... mit der gegebenen Tangente ¢ auf beiden 
Seiten des Berithrungspunktes liegen. Von diesen Schnittpunkten tragt man auf 
den Tangenten eine beliebige konstante Strecke a,b, = a,b, = --- immer nach 
derselben Seite auf und verbindet die Endpunkte 0,, 6,,... durch eine stetige 
Kurve. Von dem Schnittpunkt 6 dieser Kurve mit der Tangente ¢ tragt man die 
konstante Lange nach riickwarts ab und erhalt so den Berihrungspunkt a. 

b) Konstruktion der Tangente im gegebenen Berithrungspunkt. 

Man legt durch den Beriihrungspunkt a (Abb. 20) Sehnen 0,4, b,a, ... und 
tragt von den Endpunkten 0,, b,, ... immer nach der einen Seite die gleiche 
(beliebige) Lange d auf, 
die Hndpunkte 0,30, ee 
verbindet man durch eine 
stetige Kurve. Diese wird 
durch den Kreis, der mit 
a als Mittelpunkt und d 
als Radius beschrieben 
wird, in einem Punkt c¢ 

DC Ge Bae J geschnitten, welcher ein 
‘ Abb, 20. K re ee eS te im gegebenen zweiter Punkt der Paae 
a gente in a ist. 

15. Konstruktion der Differentialkurve. Zu einer Anzahl Kurvenpunkte 
A,, A, A;,... konstruiert man mit der im vorausgehenden unter b) beschrie- 
benen Hilfskonstruktion die Tangentenrichtungen und zieht im Pol P die 
Parallelen oder man nimmt ein Richtbiischel und sucht nach a) die Tangenten 
der Urkurve, welche zu den Strahlen des Richtbiischels parallel sind. In den 
Schnittpunkten aufeinanderfolgender Tangenten T,, Tz,... (Abb. 21) zieht 
man die Ordinaten, welche als Vertikalabschnitte der Stufenkurve dienen sollen. 
Die Steigung der gegebenen Kurve Y = F (%) ist die Ordinate der Differential- 
kurve y = f(x) in derselben Abszisse zufolge 

Yoss ys 


Extremen der Urkurve entsprechen Nullstellen der Differentialkurve, Wende- 
punkte der gegebenen Kurve entsprechen Extremstellen der abgeleiteten. 
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ae Der Richtstrahl Pc, ist pararallel der Tangente in A,, Oc, gibt den Wert von 
Y" im Punkte A, an, in c, = B, hat die Differentialkurve zu beginnen. Fiir diese 
zeichnet man Zuerst eine Stufenkurve. Man zieht in c, die X-Parallele bis zum 
Schnitt M, mit der Ordinate von T,. In der Héhe Cy (Steigung in A,) fihrt man 
die X-Parallele M{ M, zwischen den Ordinaten von T, und T, usw. Die Schnitt- 
punkte c, = B,, By, Bs... der X-Parallelen mit den Ordinaten der Abschnitts- 























Differential- 
kurve 
Abb. 21. Konstruktion der Differentialkurve. 


punkte A,, Ay, As,... sind Punkte der Differentialkurve. Man verbindet sie durch 
eine glatte Kurve derart, da8 die entstehenden Kurvendreiecke flachengleich wer- 
den, also B,M,R, = R,M{B, usw. Die Konstruktion wird hier umgekehrt aus- 
gefiihrt wie bei der Zeichnung der Integralkurve mittels des Tangentenverfahrens. 

Im selben Verhaltnis, wie die Differentialkurve zur Urkurve, steht die 
zweite Differentialkurve zur ersten. Bei ihrer Konstruktion kénnen sich leicht 
Fehler haufen. 

Alle Zeichnungen wird man in Milli- 
meterpapier durchfiihren. 

16. Konstruktion der Differentialkurve 
nach Srasy?). Die Differentialkurve wird durch 
die Differenzenkurve ersetzt. Man benotigt V 
keine Zeichnung der Richtstrahlen und der = 
Stufenkurve. Die in Millimeterpapier gezeich- 
nete Kurve wird auf Pauspapier kopiert und, Differential 
um die kleine Strecke 4 auf der XAchse nach 
rechts verschoben, wieder neben die erste Abb. 22. Konstruktion der Differentialkurve 
Kurve gezeichnet. Die Differenzen der Or- et aa SL aeae 
dinaten der urspriinglichen Kurve weniger den Ordinaten der neuen Kurve 
tragt man wieder als Ordinaten auf, wobei man jede Ordinate um die Strecke h 
auf der X-Achse nach links verschiebt. Die so entstandene Kurve entspricht 
auch der Lage nach sehr genau der Differentialkurve. Man sieht in Abb. 22, 


1) R. StaBy, ZS. d. Ver. d. Ing. Bd. 58, S. 821. 1913; O. Pr6tss, Graphisches Rechnen. 
S. 102; RuNGE-WILLERS, Enzyklopadie d. Math. Wissensch. Bd. II C2, S. 139. 
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wie Extreme und Nullstellen der Differentialkurve Wendepunkten und Extremen 
der Urkurve entsprechen. Bei dieser Methode ist je nach Wahl der Strecke h 
der MaBstab der Differentialkurve ein anderer. Dieser laBt sich aber leicht fest- 
stellen, indem man wie in Abb. 21 einen Punkt c des Richtbiischels zeichnet und 
die Strecke Oc mit der entsprechenden Ordinate der abgeleiteten Kurve vergleicht. 

Das Verfahren von SLABY ist besonders in folgendem Fall empfehlenswert. Eine 
Funktion sei nur durch Beobachtungswerte gegeben, man legt durch die Endpunkte 
der Ordinaten eine glatte Kurve. Soll auch y’ keine zu raschen Anderungen auf- 
weisen, so priift man ihren Verlauf durch die Differentialkurve. Kleine Anderungen 
in der Linienfithrung der Urkurve machen den Verlauf der y’ gleichférmiger. 

17. Mechanische Hilfsmittel zur Konstruktion der Differentialkurve. Von 
Hilfsgeraten zur Konstruktion von Tangenten oder Normalen einer Kurve 
seilen genannt das Spiegellineal von ReEnscu!), der Tangentenzeichner von 
PFLUGER!) und der Spiegelderivator von WAGENER?). 

Uber Apparate zur mechanischen Differentiation berichten GALLE’), CRANZ 
und HARLEN‘), af af 

Die graphische Ermittlung partieller Ableitungen ple oe und des Gradienten 
einer Funktion z = f(xy) bespricht RUNGE®). z: 

18. Graphische Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung. 
Methode der Isoklinen. Methode der sukzessiven Approximation. Durch die 
Differentialgleichung erster Ordnung 

y= f(x,y) 
ist jedem Punkt x, y der Ebene eine Richtung y’ zugeordnet (Richtungsfeld). 
Die Punkte, in welchen y’ einen konstanten Wert hat, y’ =k, liegen auf einer 
Kurve /(«y) =, welche Isokline oder Isogone heiBt. 

Zur Integration der Differentialgleichung zeichnet man mehrere Isoklinen 
f(%,) =a, b,... (Abb. 23), tragt auf der Y-Achse die Strecken a, b,... auf 


My) ra) 








Abb. 23. Graphische Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung. 





1) R. Meumxg, Leitfaden zum graphischen Rechnen, S. 109. 


2) R. MeuMKeE, Leitfaden zum graphischen Rech : 
1909; ZS. f. Instrkde. Bd. 29, S. 123. 1900, eg es 


3) A. GaLtez, Mathematische Instrumente, S. 59. 


*) H. Cranz u. H. Hire i 1 
nee es ree Uber Apparate zur mechanischen Differentiation. ZS. 


5) C, Runcez, Graphische Methoden, 2. Aufl., S. 104. 
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und verbindet ihre Endpunkte mit dem Polpunkt P, der um die Einheitsstrecke 
links von O auf der X-Achse liegt. Die Richtstrahlen Pa, Pb,... sind parallel 
den Richtungen y’ = a, b,... auf den Isoklinen. : 

Aus der Schar der Lésungskurven der Differentialgleichung soll diejenige ge- 
sucht werden, welche durch den Punkt A der Isokline a geht. Man zieht in A 
die Parallele zum Richtstrahl Pa, etwa bis in die Mitte zwischen den Isoklinen a 
und 6, bis zu einem Punkt M,, von diesem aus eine Gerade in Richtung Pd 
bis zu einem Punkt M, in der Mitte zwischen den Isoklinen 6 und c usw. Wiirde 
man den Polygonzug AM,BM,C... durch eine stetige Kurve derart ersetzen, 
daB sie durch A, B,C,..., die Schnittpunkte des gebrochenen Zuges mit den 
Isoklinen, geht und dort die vorgeschriebenen Richtungen hat, d.h. AM,, M,M,, 
M,My; zu Tangenten, so wire diese Kurve schon eine erste Naherungslésung?). 
Doch wird man sie nicht zeichnen, sondern mit Hilfe der graphischen Methode 
der sukzessiven Approximation von RUNGE?) verbessern. Bezeichnet man 
mit y,(*) die erhaltene Naherungsgleichung, so erhalt man als zweite Naherung: 


Vo(X) = V4 +7 (59, )a%. 


Die Kurve, deren Ordinaten f(x, y,) sind, ist graphisch zu integrieren, 
mu also zuerst gezeichnet werden, sie heiBt die ,, Verwandelte“) der Naherungs- 
lésung y,(x). Die Ordinaten f(x, y,) in den Abszissen der Punkte A, B,C,... 
sind die Strecken a,b,c,..., welche das Richtbiischel aus der Y-Achse aus- 
schneidet. Die X-Parallelen in den Héhen a,b,c,... treffen die zugehdrigen 
Ordinaten in den Punkten a’, b’,c’,..., deren stetige Verbindung die Kurve 
y =f|x, y,(x)], ist. Sie wird nach dem Tangentenverfahren graphisch integriert. 
Die Integralkurve beginnt im Punkte A mit der Ordinate y,. Die erste Y-parallele 
Mittellinie schneidet die Gerade AM,, die Parallele zum ersten Richtstrahl Pa, 
in M{, von diesem Punkt aus zieht man eine Gerade parallel zum Richtstrahl 
Pb bis zur nachsten Y-parallelen Mittellinie, also bis M3. Die Gerade M; M3 
schneidet die Isokline b in B’, welcher Punkt der zweiten Naherungslésung 
der Differentialgleichung angehért. Auf die gleiche Weise findet man die Punkte 


C’, D’,... der zweiten Naherungslésung. Letztere braucht man durch stetige 
Verbindung der Punkte A, B’, C’, D’,..., mit Beibehaltung der Tangenten- 
richtungen AM{, M{M3,...in diesen Punkten, noch nicht zu zeichnen, sondern 


man verbessert sie neuerlich auf die besprochene Art mit Hilfe von 


ys (2) =ya + | fe ya(x)] 42, 


wobei man wieder die Kurve y = /[%, y2(x)] graphisch zu integrieren hat. Dieser 
und weitere Schritte gehen sehr rasch vor sich, da die Richtstrahlen und die 
X-Parallelen der Stufenkurve schon gezeichnet sind, es treten nur seitliche 
Verschiebungen der Punkte 0’, c’, d’,... und der Y-parallelen Mittellinien ein. 
Das Verfahren wird fortgesetzt, bis mit Riicksicht auf die graphische Ge- 


1) Eine Anzahl Aquidistanter Ordinaten dieser Kurve sind brauchbare Anfangswerte 
fiir numerische Methoden der Integration (Iteration, Summation) (Kap. 15, Ziff. 36). 

2) C. Runceg, Jahresber. d. D. Math. Ver. Bd. 16, S. 270. 1907; Graphische Methoden, 
S. 107; R. MeumKE, Leitfaden zum graphischen Rechnen, S. 107. 

3) Allgemein hei®t die Punkttransformation der Ebene, welche dem Punkt #,y den 
Punkt ¥ = x, y =} (x,y) zuweist, die ,,Verwandlung nach /(%, y)". 
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nauigkeit ein Lésungszug sich vom vorhergehenden nicht mehr unterscheidet. 


Dann ist x Pe 
Yn (x) a Wate 1(*) yA + [flr (x)] dx oder ax = f(X, Vn) , 


A 

d.h. y,(x) ist die Lésung der Differentialgleichung. Man zeichnet sie durch 
stetige Verbindung der Punkte A,B), C™,... mit den durch die Geraden AM™), 
M) M® usw. gegebenen Tangentenrichtungen. ; 

Aus dem Verfahren selbst wird man durch die Anderungen, welche die 
aufeinanderfolgenden Naherungen bewirken, tiber die Konvergenz und deren 
Bereich unterrichtet. Die analytische Bedingung der Konvergenz ist die Lip- 
schitzbedingung!), hier in der Form 


| £9) — 1%) | — yg 
| Dn a, al eae 
und der Bereich der Konvergenz ist begrenzt durch 








Diese Beschrankung des Bereiches stért bei der Konstruktion nicht weiter. Soll 
die Lésungskurve iiber ein gréBeres Gebiet erstreckt werden, so teilt man dies 
in Abschnitte und konstruiert die Losungskurve fiir den ersten Abschnitt. Der 
mit entsprechender Genauigkeit gefundene Endpunkt der Kurve im ersten 
Teilbereich wird wie oben der Punkt A sofort zum Anfangspunkt der Lésung 
im zweiten Teilbereich gemacht usf. 

Die rascheste Annaherung wird erzielt, wenn die Lésungskurve im Mittel 
parallel der X-Achse verlauft. Durch Drehung des Koordinatensystems in eine 
solche Lage fiihrt man raschere Annaherung herbei. Beim graphischen Ver- 
fahren ist man hier im Vorteil gegeniiber dem numerischen. Bei letzterem miiBte 
man, wenn ein ¢, 7-System an Stelle des x, y-Systems treten soll, die Differential- 
gleichung a = f(x,y) durch eine Zwischenrechnung in 2 = (é, n) trans- 
formieren. Hier aber bleiben die Isoklinen und die Lésungskurve an ihrem 
Platze, nur die aus dem Richtbiischel ausgeschnittenen Ordinaten werden andere. © 
In Abb. 23 lieBe sich rascheste Annaherung erzielen, wenn man das gestrichelt 
gezeichnete Achsenkreuz &, 1 zugrunde legte. Die im &, 7-System gefundene 
Lésungskurve ist auch die Lésung im X, Y-System, man braucht nur die Ordi- 
naten in diesem System abzugreifen. 

__ In singularen Punkten werden die Richtungen y’ unbestimmt, es schneiden 
sich dort unendlich viele Isoklinen. Das Verhalten der Loésungskurven in der 
Nahe singularer Stellen bespricht WILLERS2). 

Eine graphische Anwendung der numerischen Integrationsmethode 
von RuncE-KuTta gibt RuncE’) 

Die durch graphische Integration gewonnenen Ordinaten der Lésungskurve 
sind brauchbare Naherungen fiir numerische Methoden, mit denen die Lésung 
weiter angenadhert wird. 

5 19. Graphische Integration von Differentialgleichungen zweiter und 
hoherer Ordnung. Die im vorigen besprochene Methode der sukzessiven Approxi- 
mation ist auf Differentialgleichungen héherer Ordnung oder Systeme von Diffe- 
Tentalgleichungen erster Ordnung anwendbar‘). Die graphische Anwendung der 


1) Vgl. Kap. 9, Ziff. 4 *) F. A. WILLERS, G i i 
K lie cA , Graphische Int 3 55. 
8) C. RunGE, Graphische Methoden, S. 116. ‘ papi aerate 


Sak: i : 
“ie ree Graphische Methoden, S. 121; R. Mrumxs, Leitfaden zum graphischen 


. 
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Methode von RuNGE-KutTa auf eine Differentialgleichung zweiter Ordnung oder 
zwei erster Ordnung findet man bei RUNGE), 
W. THomson?) schreibt die Differentialgleichung zweiter Ordnung 
bn dy 
as = (x, a a 
mit Hilfe von 





dy : ax 
aa — tana, Ge = OSH, 
ee ae AG met 
j dx* costa dx’ aS oe 
in der Form { 
— = cos* & f(x, y, tana). (1) 


Die Differentialgleichung zweiter Ordnung bestimmt fiir jeden vorgegebenen 
sieea und vorgegebene Tangentenrichtung den zugehorigen Kriimmungs- 
radius. 

Der Anfangspunkt A und die Tangentenrichtung in A seien gegeben (Abb. 24). 
Mit (1) wird der Kriimmungsradius 94 berechnet und im Punkte A nach GréBe 
und Vorzeichen senkrecht zur Tangente auf- 
getragen. Im Endpunkt M, als Mittelpunkt 
zieht man mit dem Radius M,A den Kreis- 
bogen AB. Wird ein zu groBer Bogen ge- 
zeichnet, ist die Naherung schlecht, bei zu 
kleinen Bogenlangen haufen sich wieder die 
Konstruktionsfehler. 

Mit den Koordinaten von B und der 
Tangentenrichtung des Kreisbogens in B 
berechnet man aus (1) den Kriimmungs- 
radius oz, der in B auf der Normalen bis x eee nat eae 
My aufgetragen wird. Mit og beschreibt “” Zyeiter Oninung nach W. Tuono 
man den Kreisbogen BC, berechnet og und 
erhalt den Kriimmungsmittelpunkt Mg usw. Die Lésungskurve la8t sich etwas 
verbessern. In der Abb. 24 war der Radius AM, zu klein fiir den ganzen 
Kurvenbogen AB, der Radius BM, ist fir denselben Bogen zu groB. Man 
tragt den mittleren Kriimmungsradius $(04 + 0g) auf der Normalen in A auf 
und zieht mit ihm den Kreisbogen AB’. Der Punkt B’ ist nur wenig von B 
verschieden. Mit dem Radius $(04 + @z,) zieht man wieder einen Kreisbogen AB” 
und setzt das Verfahren so lange fort, bis keine Andernng mehr eintritt. 

Diese Integrationsmethode wurde von THomson auf die Kapillaritaéts- 
gleichung und Spezialfalle des Dreikérperproblems angewandt’). 

Uber mechanische Apparate zur Lésung bestimmter Differentialgleichungen 
beliebig hoher Ordnung berichten GALLE‘) und WILLERS'). 

Hinsichtlich der graphischen Behandlung partieller Differentialgleichungen 
findet man eine Literaturzusammenstellung von RUNGE-WILLERS in Enz. d. 


1) C. RuNGE, Graphische Methoden, S. 127. 

2) W. THomson, Phil. Mag. (5) Bd. 34, S. 443. 1892; Math. u. phys. papers Bd. 4, 
S. 516. 1910; R. MeumkeE, Leitfaden zum graphischen Rechnen, S. 139; C. RUNGE, Gra- 
phische Methoden. S. 119; F. A. WILLERS, Graphische Integration, S. 99. 

8) Literaturangaben in RuNGE-WILLERS Enzyklopadie d. Math. Wissensch. Bd. II C2, 








52 145. 
4) A. GALLE, Mathematische Instrumente, S. 161. 1912; ZS. f. Instrkde. 1922, S. 232, 
253, 300, 326. 


5) F, A. WILLERS, Mathematische Instrumente, S. 108. 1926. 
660 


564 Kap. 14. K. Maper: Graphisches Rechnen. Ziff. 20. 


Math. Wiss. Bd. 2 C. 2, S. 159; Konstruktion von Potential- und Str6émungs- 
“linien. ferner der Greenschen Funktion nach RuNnce gibt WILLERs*). Uber 
mechanische Lésung von Randwertaufgaben sei auf WILLERS, Math. Instrumente 
§ 20 und 21 verwiesen. 
Literatur zum Abschnitt Il: R. MeuMkE, Leitfaden zum graphischen Rechnen. 


1924; C. RunGE, Graphische Methoden. 2. Aufl. 1919; RUNGE-WILLERS, Enzyklopadie d. 
Math. Wissensch. Bd. II C2; F. A. WittERs, Graphische Integration. 1920. 


III. Nomographie. 


a) Nomographische Darstellung funktionaler Beziehungen 
zwischen zwei Veranderlichen. 


20. Einleitung. Wahl des Mafistabes. Der Gegenstand der Nomographie 
ist die geometrische Darstellung funktionaler Beziehungen zum Zweck der Kon- 
struktion graphischer Rechentafeln. Die gebrauchliche Darstellung der Funktion 
y = f(x) als Kurve in kartesischen rechtwinkligen Koordinaten (Millimeter- 
papier) ist schon eine graphische Rechentafel. Zum Punkt % der Abszissen- 
achse wird der zugehérige Funktionswert y gefunden, indem man in x die Y- 
Parallele bis zum Schnittpunkt mit der Kurve zieht, von hier die X-Parallele 
bis zur Y-Achse, wo der y-Wert durch Interpolation zwischen die Teilungs- 
punkte der Ordinatenachse gewonnen wird. Der umgekehrte Weg fiihrt von 
gegebenem y zum zugehorigen x. 

Eine solche Kurve hat als Rechentafel auBer Mangeln, tiber die in der 
folgenden Nummer gesprochen wird, noch den Nachteil, daB die Genauigkeit 
der Ablesung je nach der Steigung der Kurve eine verschiedene ist. Im Durch- 
schnitt kommt eine solche Rechentafel bei handlichen Dimensionen an Genauig- 
keit etwa einer dreistelligen Logarithmentafel gleich. Durch VergréBerung des 
Mafstabs, wobei man ferner nur den in Betracht kommenden Teil der Kurve 
zeichnet (Unterdriickung des Ursprungs), laBt sich die Genauigkeit natiirlich 
erhéhen. 

Unter MaBstab soll die Lange der Einheitsstrecke auf einer Koordinaten- 
achse verstanden sein. Auf den zwei Koordinatenachsen braucht der MaBstab 
nicht gleich zu sein. Wenn er auf der X-Achse festgesetzt ist, kommt man durch 
folgende Betrachtungen zur Wahl des giinstigsten MaBstabs der Ordinaten. Mit 
freiem Auge wird die Lange einer Strecke an der Millimeterteilung bis auf 0,1 mm 
genau abgemessen. Der Schwellenwert 4x, der fiir zwei benachbarte Punkte noch 
zu verschiedenen MaBangaben fihrt, betragt also 4x = 0,1 mm. Die Lange der Ein- 
heitsstrecke auf der X-Achse sei l, = 1, die der Ordinaten sei, in derselben Einheit 
gemessen, gleich J, = 4, die Ordinaten haben daher in Einheiten der Abszissen die 
Lange. y = Af (x). Soll der Schwellenwert Ay seinem Zahlenwert nach dem gerade 
noch merkbaren Zuwachs Ax entsprechen, so muB wegen ay Ay (a)eeerd 
1 


i (x) (f (*) == 0) 


sein, Die Kurve steigt unter 45° an. Dies 4 ist der giinstigste MaBstab fir 
einen kleinen Bereich der y, welche zu Abszissen in der Umgebung von * ge- 
héren. Soll die Rechentafel aus einem langeren Kurvenstiick bestehen, wird 


man abschnittsweise einen solchen MaBstab wahlen, daB die Kurve in jedem 
Abschnitt genahert unter 45° ansteigt 





A= 


1) F. A. WILLERS, Graphische Integration, S. 104. 
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Abb. 25 zeigt éine solche Ma8stabanderung bei der Konstruktion einer 
Quadrattafel y = %2. Mit Unterdriickung des Nullpunktes ist die Kurve zwischen 
%*=1 und *=4 mit einem 
solchen Ma8stab der Ordinaten 
gezeichnet, daB sie fiir * = 2,5 
unter 45° ansteigt. Also, da 
lL, == 4 cm, mit 

dy 

le = ¥ (2,5) = 0,2cm. 

Zwischen *=4 und x= 10 
ist der Mafstab /, der Ordinaten 
so gewahlt, daB die Kurventan- 
gente bei x= 7,5 die Neigung 
45° hat, also 

dy 1 
Cera 

Die Zeichnung ist als Quadrat- 
tafel der Zahlen von 1 bis 10 
brauchbar und zum Quadrat- ee 
wurzelziehen aus den Zahlen 1 

bis 100, fiir alle wbrigen Zahlen durch Multiplikation mit einer passenden 
Potenz von 10, eine bemerkenswerte Eigenschaft der Potenzfunktion, 

Die gewohnliche Darstel- 
lung von y = x? durch eine 
Parabel fiir * = 1 bis x = 10 
hatte einen .rechteckigen Be- 
reich, zehnmal so hoch als breit, 
verlangt, dieAblesung nahe den 
Randern ware sehr ungenau. 

21. Die Funktionsskala. 
Zur Konstruktion einer gra- 
phischen Tabelle fiir y = “log x 
wird die Kurve in Millimeter- 
papier!) gezeichnet (Abb. 26), 
die Einheitsstrecke der x ist 
4cm, die der y aber 10cm. 
Logarithmen anderer Basis 
haben in diesem System nur 
eine andere Lange der Ordi- 
naten. Bei Einfithrung eines 
solchen Ma8stabs, daB die 
Strecke 10cm der Ordinaten 
statt der Zahl 1 der Zahl 2,3026 
entspricht, sind die Ordinaten : 3 3 oS SS 
derselben Kurve die natiir- app. 26. Konstruktion der Fuuktionsskala y=log*. Anamorphose. 
lichen Logarithmen. ; 

Die Abbildung ist eine graphische Rechentafel, ein ,»Nomogramm", sle 
ersetzt eine dreistellige Logarithmentafel. Fiir x = 4,65 z. B. liest man den 
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Quadrattafel. Ma8stabanderung. 































































































1) Um die Deutlichkeit des Bildes zu erhohen, wurde bei dieser und spateren Abbildungen 
das Millimeternetz nicht mitgedruckt. 
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Logarithmus 0,667 ab. Hierbei sind zwei Interpolationen auszufithren, und der 
Blick mu8 zweimal iiber gréBere Strecken im Koordinatennetz des Millimeter- 
papiers gefithrt werden, wobei ein Gleiten in eine benachbarte Masche des Netzes 
leicht méglich ist. In der Zeichnung ist viel Raum tiberfliissig. Zusammen- 
gehorige x- und y-Werte werden auf die Kurve projiziert, welche ein eindimensio- 
nales Gebilde ist, wahrend man bei dieser Darstellung im Zweidimensionalen 
operiert. Zu einer einfacheren Gestalt der graphischen Tabelle kommen wir 
folgendermaBen. Fir runde x-Werte 1,0, 1,1, 1,2,... projiziert man die zu- 
gehérigen Kurvenpunkte auf die y-Achse. Die MaBzahl der Entfernung jedes 
Punktes der Ordinatenachse vom Anfangspunkt stellt den Mlogx dar. Diese 
Punkte werden nun nicht mit den y-Werten, die sie darstellen, beschrieben, 
sondern mit den zugehérigen Argumenten x. So gelangt man zur Funktions- 
skala, hier speziell zur logarithmischen Skala. 

Das Wesen der Funktionsskala ist: auf einer Geraden werden vom Anfangs- 
punkt die Strecken y = f/(«) abgetragen, man bezeichnet sie aber nicht mit 
den Werten der Funktion, sondern der zugehérigen x, so daB der Punkt x den 
Endpunkt der Strecke f(x) markiert, wie bekanntlich beim logarithmischen 
Rechenschieber der mit a bezifferte Punkt die Strecke Mloga begrenzt. Der 
Vorteil dieser Einrichtung ist, daB man alle Operationen, welche man an den 
mit x bezifferten Strecken ausfihrt, schon an den zugehGdrigen Strecken / (x) 
durchfihrt. 

Markiert man an dem einen Ufer der Geraden die mit x beschriebenen 
Strecken der y-Werte, am anderen Ufer die mit y beschriebene gleichmaBige 
Skala der Y-Achse (Abb. 26)1), dann erhalt man die eine graphische Tabelle 
in der einfachsten Form darstellende Doppelskala, hier der logarithmischen 
(Abb. 27), an welcher man den Wert des Mlogx zu gegebenem x abliest und 
umgekehrt. Die Bezifferung wird so eng vorgenommen, dafSi zwischen die 
Teilungspunkte nur linear interpoliert zu werden braucht. 

y o£ Diese Doppelskala entstand durch Aneinanderlegen einer un- 
j0+-70  gleichférmig geteilten und einer gleichférmigen Skala. Eine Doppel- 


9 : ° : 
gg Skala kann auch gebildet werden durch Nebeneinanderlegen zweier 
ole: ungleichférmiger Funktionsskalen y = f(x) und z= g(x), jede mit 
“+6 den zugehdrigen x-Werten beschrieben. Der Wert x, welcher in 
g7-+-5  beiden Skalen denselben Punkt bezeichnet, ist die Wurzel der Glei- 
g6--y . chung /(*) — g(*)=0. Man kann weiter zwei Funktionen verschie- 
ia dener Argumente zu einer Doppelskala verbinden, z. B. die Skalen 
“T3  p{a) und y (8). In diesem Falle bedient man sich praktisch einer 
o4 gleichférmigen Verbindungsskala. 

G3 -- 2 Sin 06 = 45 sinfa 
g2 a 70 20 JO 40 50 60 0800 oc 
Q7 tpt} + — 4 
G0 G2 OY 06 G8 40 42 She 
got; 
Abb. 27. ig) 70 20 30 ¥0 50 60 a0? 
Logarithmi 
Pose he Abb. 28. Brechungsgesetz. 


Beispiel. Die Brechung ei Li rine 
emiG ine deni Gao g el aS petal: folgt beim Ubergang von Luft 
sno® =1,5sinf. 


ae dritte Veranderliche u wird eingefithrt mittels sina = 1,5sin B = 4 (Abb, 28). 
van Zeichnet mit der Langeneinheit von 5 cm die regelmaBige Skala u, ober- 


*) Uber die weiteren Konstruktionen in Abb. 26 s. Ziff. 24. 
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halb dieser in gleichem Mafstab die Funktionsskala sina =u, welche mit 
« in Graden beschrieben wird; unterhalb der u-Skala im selben MaBstab die mit 
f zu beschreibende Skala w= 1,5sinf. Diese ist um die Halfte linger als die 
der «. Winkeln 6 > 41°,8 steht kein « gegenitber (Totalreflexion). Direkte 
Verbindung der «- und f-Skalen lat zusammengehorige Einfalls- und Brechungs- 
winkel ablesen. 

22. Der Rechenschieber. Wenn die Anfangspunkte zweier nebeneinander- 
liegender Funktionsskalen g(a) und w(f) gegeneinander verschoben sind, ent- 
spricht diese Lage einer funktionalen Beziehung: 

pla) = (A) +C. 
Darauf beruht die Verwendung der Rechenschieber, insbesondere des logarith- 
mischent). Der letztere erméglicht bei Ausgleichsproblemen, oder wenn sonst 
in einem Problem Naherungswerte der Lésung bekannt sind und deren Ver- 
besserungen berechnet werden sollen, eine wesentliche Erleichterung und Ab- 
kiirzung des Rechenvorgangs. 

Die Genauigkeit des logarithmischen Rechenschiebers ist bei der Lange 
der logarithmischen Skala von 25 cm etwa 0,1%. Zur Erhéhung der Genauig- 
keit hat man verschiedene Wege eingeschlagen. Eine zu groBe Ausdehnung 
der Skalenlange ist nicht praktisch, die Skalen sind schwer wirklich kongruent 
herzustellen und erleiden durch die Luftfeuchtigkeit Verzerrungen und Ver- 
biegungen. Man kann mit der Lange der logarithmischen Skala nicht iiber 
50cm hinausgehen, dann ist der Rechenschieber noch handlich. Weiter hat 
man die Skalen geteilt und getrennt untereinander angebracht, die erste Skala. 


ist von 1 bis 10 beziffert, die zweite von 10 bis 10, dadurch sind auf einem 
Rechenschieber von 25cm Lange 50cm lange Skalen untergebracht (System 
Prazision). Beim Columbus-Kalkulator ist die Skala von 160cm Lange in 
10 Teilen abgesetzt, die untereinander angebracht sind, die Genauigkeit ist die 
einer vierstelligen Logarithmentafel. Bei den Rechenscheiben sind die Skalen 
auf den Peripherien konzentrischer Kreise aufgetragen. Die Lange einer Skala 
ist 3,14mal der des Durchmessers, der ganze Apparat braucht nicht groB dimen- 
sioniert zu werden. 

Die Rechenrdder sind Scheiben von gleichem Radius, auf der gleichen 
Achse gegeneinander drehbar angebracht; sie tragen die Skalen auf ihrer Mantel- 
flache. ; 

Bei den Rechenwalzen sind entweder mehrere Skalen abgeteilt auf dem 
Mantel eines Zylinders angebracht oder sie sind kontinuierlich als: Schrauben- 
linien auf dem Mantel gefiihrt. Solche sind von BILLETER, NESTLER, THACHER 
usw. konstruiert, haben Skalenlangen bis 15 m mit der Genauigkeit einer fiinf- 
stelligen Logarithmentafel. Die handlichste Type eines zylindrischen Rechen- 
schiebers mit Schraubenlinien als Skalentragern ist der Otis King’s Patent 


1) Literatur titber den Rechenschieber: A. Gatie, Mathematische Instrumente. 
Leipzig u. Berlin: Teubner 1912; E. Hammer, Der logarithmische Rechenschieber und sein 
Gebrauch. 3. Aufl. Stuttgart 1908; A. RoHRBERG, Theorie und Praxis des logarithmischen 
Rechenstabes. Leipzig u. Berlin: Teubner 1925; C. RunNGE-H. Konic, Vorlesungen tiber nume- 
risches Rechnen. Berlin: Julius Springer 1924; H. v. SANDEN, Praktische Analysis. 2. Aufl. 
‘Leipzig u. Berlin: Teubner 1923; L.v.ScurutKa, Theorie und Praxis des logarithmischen 
Rechenschiebers. Leipzig u. Wien: Deuticke 1911; F. A. WILLERs, Mathematische Instru- 
mente. 1926. Sammlung Géschen Nr. 922. 

Deutsche Rechenstabfabriken: Dennert & Pape, Altonaa. d. Elbe. — A. W. Faber, 
Stein bei Niirnberg und Heroldsgriin in Oberfranken. — Koch, Huxhold u. Hannemann, 
Hamburg. — Albert Nestler, Lahr i. Baden. — R. Reif, Liebenwerda (Sa.). — Schacht 
& Westerich, Hamburg. — K. Schuster, Kaindorf b, Hartberg (Steierm.). — Gebr. Wich- 
mann, Berlin. 


568 Kap. 14. K. Maver: Graphisches Rechnen. Ziff. 23, 24. 


Calculator?). Bei einer Skalenlange von 165 cm ist das Resultat einer einfachen 
Rechnung auf vier Stellen genau abzulesen; der Durchmesser des Zylinders 
ist 2,5 cm, die Hohe 15 cm. 

23. Krummliniger Skalentrager. Der Trager einer Funktionsskala braucht 
nicht wie in Ziff. 21 eine Gerade zu sein, er kann allgemein irgendeine Kurve 
sein. Die Gleichung der Kurve (Abb. 29 
schematisch) sei in Parameterform: 


c=), y=). 


Zu cinem Wert ¢ gehort ein Wertepaar x, y 
und damit ein Punkt in der Ebene. Werden ¢ 
fortlaufende Werte erteilt, dann beschreibt 
der Punkt x, y die Kurve, den krummlinigen 
Skalentrager. Seine Gleichung y = f(x) er- 
halt man durch Elimination von ¢ aus den 
zwei obigen Gleichungen. Die Bezifferung 
der Skala geschieht, indem man zu runden, 
Aquidistanten Werten ¢ die zugehérigen x, y berechnet und die sie darstellen- 
den Punkte auf der Kurve markiert und mit den zugehdrigen ¢-Werten be- 
schreibt. 

Die Gleichung der Kurve braucht man zur Konstruktion der Skala nicht zu 
kennen, die Elimination von ¢ wird meist nicht oder nur schwer durchfiihrbar 
sein. Man berechnet zu engeren ¢-Werten die x, y-Punkte, tragt sie im ¥%, y- 
System auf und verbindet sie durch eine glatte Kurve. 

24. Das Funktionsnetz. Die Anamorphose. In Abb. 26 muBte die logarith- 
mische Kurve punktweise gezeichnet werden. Die Konstruktion wiirde sehr 
vereinfacht, wenn durch eine Verzerrung der Ebene die Kurve zu einer Geraden 
gestreckt werden kénnte. Diese Verzerrung, die ,Anamorphose™, wird aus- 
gefiihrt, indem man Anfang und Ende der Kurve durch eine Gerade verbindet 
und jeden Kurvenpunkt durch eine X-Parallele auf diese Gerade projiziert. 
Die so erhaltenen Punkte der Geraden werden auf die X-Achse projiziert, auf 
der eine logarithmische Teilung entsteht (in Abb. 26 unterhalb der X-Achse 
gezeichnet). Wenn im rechtwinkligen Koordinatensystem die Y-Achse regel- 
maBig geteilt ist, die X-Achse aber nach der logarithmischen Funktionsskala, 
so ist in diesem anamorphosierten Netz die logarithmische Kurve zu einer Geraden 
gestreckt. Die Marken der X-Achse grenzen die Strecken logx ab, sind aber 
mit x beziffert. 

Man operiert in einem solchen Netz wie im regelmaBigen kartesischen. Auf 
der X-Achse wird der mit x beschriebene Punkt (der die Strecke log markiert) 
aufgesucht, seine Ordinate gibt einen bestimmten Punkt der Geraden, dieser 
wird auf die Y-Achse projiziert und man liest dort den Wert y, d. i. logx ab. 
Von einem y-Wert ausgehend, findet man umgekehrt auf der X-Achse den zu- 
gehorigen Numerus. 

LALANDE?) hat bei der Geradstreckung der Hyperbeln xy = konst. im 
logarithmischen Netz den Begriff der Anamorphose entwickelt. Sind im kar- 
tesischen Koordinatensystem eine oder beide Achsen nach Funktionsskalen 
geteilt, z. B. nach f(x) bzw. g(y), die aber mit x und y beschrieben sind, dann 
liegt ein ,anamorphosiertes kartesisches Netz‘‘ vor. In jedem solchen Netz 
gehen gewisse Kurven in Gerade iiber, die man ebenso zeichnet (aus 2 Punkten 





Abb. 29. Krummliniger Skalentrager. 


*) Hergestellt von Carbic Limited. London. 
*) Ann. des Ponts et Chauss. 1896. 
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oder 1 Punkt und Richtung) und mit denen man genau so operiert wie mit 
Geraden im regularen kartesischen Netz. 

Um im Funktionsnetz rasch zu arbeiten, mu8 man sozusagen vergessen, 
daB die Achsen ungleichférmige Teilungen tragen. Die Bezifferungen x und y 
auf den Achsen begrenzen die Strecken £ = /(x) und » = g(y); die Gleichung 
der Geraden ist » = « + b& oder g(y) = g(a) + df (x), wo g(a) = « gesetzt 
ist. Bei einiger Ubung sieht man von der Ungleichférmigkeit der Teilungen 
ab und liest die Gleichung der Geraden in der Sprache der Anamorphose als 
y =a- bx, womit man zur vollen Ausniitzung der Vorteile des Funktions- 
netzes gelangt. 

25. Das halblogarithmische Netz. Darstellung von Exponentialkurven 
durch Gerade. Durch die Anamorphose ging in Abb. 26 die Kurve yy =x Wloex 
oder 10” = x in eine Gerade iiber. Vertauscht man die Bezeichnung der Achsen 
oder bringt man auf der X-Achse regulare Teilung, auf der Y-Achse Bezifferung 
nach einer logarithmischen Skala an, dann werden in diesem Netz die Kurven 


y=ai0’* Wlogy = Moga + bx 
y= at Wlogy = Moga +BMx (M = loge = 0,4343) (4) 
y=mqe logy = Mogm + x-logg 


zu Geraden gestreckt. Als Typus dieser Exponentialkurven betrachten wir die 
dritte Form “logy = logm + x'logg, in der Sprache der Anamorphose wird 
diese Gleichung gelesen als 
y= m+ qx, (2) 


wobei man mit den ungleichen Bezifferungen auf der Y-Achse wie mit gleich- 
maBigen verfahrt. Die in Millimetern gemessenen Koordinaten wiirden einer 
Gleichung 7 = u + yé geniigen, wobei 


E=x, 9 = logy, w= Mlogm, y= Mlogg 
gesetzt sind. 

Ein Koordinatenpapier mit regelmaBiger X-Teilung und logarithmischer 
auf der Y-Achse ist auf Vorschlag von R. MEHMKE von der Firma Schlei- 
cher & Schill?) unter Marke Nr. 3671/, gedruckt in den Handel gebracht, es 
heiBt halblogarithmisches oder einfach logarithmisches Papier. Die Einheits- 
strecke ist auf beiden Achsen 25cm. Zum Einzeichnen der Geraden (2) in 
dieses Netz konstruiert man sie wie im regelmaBigen kartesischen Netz. Die 
Ursprungsordinate ist m, man markiert auf der Ordinatenachse den Punkt mit 
der Bezifferung m, seine Ordinate ist logm. Die GroBe g ist Richtungstangente, 
man tragt sie als Ordinate im Punkte x = 1 auf (in Millimetern gemessen ware 
sie logg), verbindet den Punkt 1, gq durch eine Gerade mit dem Ursprung 0,1 
und zieht durch den Punkt m der Y-Achse die Parallele, welche Gerade in dem 
Netz die Exponentialkurve y = mq* darstellt. 

Sicherer wird die Gerade mittels zwei ihrer Punkte konstruiert. 

Beobachtungswerte y, bei welchen man vermutet, daB sie einem Exponential- 
gesetz gehorchen, tragt man als Ordinaten zu den zugehérigen x in das halb- 
logarithmische Netz ein und versucht, ob die Ordinatenendpunkte auf einer 
Geraden liegen. Ist dies genahert der Fall, dann greift man die Ursprungs- 
ordinate m und die Richtungstangente g aus der Zeichnung ab und hat damit 
die zwei Konstanten der Gleichung y = mg*. Wenn scharfere Bestimmung 
erwiinscht ist, dann legt man die graphisch erhaltenen Werte als Naherungs- 
werte einer Ausgleichung?) zugrunde. 


1) Diiren im Rheinland. *) Kap. 13, Ziff. 14. 
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Beispiel1). Eine Leidener Flasche wurde durch einen Leinenfaden langsam 
entladen. Es wurde folgende Abnahme des Potentials V mit der Zeit ¢ beobachtet: 


t in Sekunden 


0 30 | 60. 298 120 sete 180 
V in Volt | 


1640 1350 1120 , 930 780 | 660 550 





Die Auftragung dieser Werte wiirde zwei der kongruenten Felder des Netzes 
verlangen. Man kénnte mit einem Feld ausreichen, wenn man fir die drei ersten 
V-Werte auf der Ordinatenachse die Bezifferung 1000 bis 10000 ausschreiben 
wiirde, fiir die vier folgenden aber eine zweite Bezifferung 100 bis 1000. Die Ge- 
rade, welche unten aus dem Netz herausfiihrt, wirde in derselben Abszisse 
wieder am oberen Rand mit der gleichen Richtung beginnen. Man reicht aber 
mit einem Netz aus, wenn man alle Ordinaten durch 2 dividiert. Dies fiihren 
wir aus und schreiben die entsprechende Bezifferung an die Y-Achse (Abb. 30) ?). 
An der Gleichung V = V,-q' wird dadurch nichts Wesentliches geandert, 

V und Vy sind in Einheiten von 
2 Volt gemessen, ¢ und die Rich- 
tung g der Geraden bleiben unge- 
aig andert. Mit Riicksicht auf die 
700 neue Bezifferung der Ordinaten 
ware die abgegriffene Richtungs- 
konstante g mit 2 zu multiplizie- 


1000 
900 














600 





500 ren. Diese Bestimmung von q ist 
aber zu ungenau. Man gewinnt sie 
‘400 za besser aus einem zweiten Punkt 





der Geraden, welche man durch die 
Beobachtungswerte der Ordinaten 























300 — gelegt hat, und findet zu x = 180 
die Ordinate 273 oder 
280 50 60 90 720 D0 780 180 /——— 
Abb. 30. Darstellung der Exponentialfunktion als Gerade im I= zis ; 
halblogarithmischen Netz. 820 


wobei V, = 820 schon in der neuen Einheit von 2 Volt angegeben ist. Logarith- 
mische Rechnung ergibt g = 0,994, so daB die Entladung der Leidener Flasche 
sehr genahert dem Gesetz 


Voz Vo rs 0,994! 


folgt, d. h. das Potential vermindert sich pro Sekunde um 0,6% seines jeweiligen 
Werts zu Anfang der Sekunde. 


Wenn eine Erscheinung nach einer e-Potenz 
y = % ert 


abklingt, hat die Gerade, welche die Beobachtungswerte verbindet, im aes 
ape hae es Netz die Ursprungsordinate « und die Richtungskonstante 
ESE 

_ 26. Das logarithmische Netz. Darstellung von Potenzkurven als Gerade. 
Hier tragen beide Koordinatenachsen logarithmische Teilung im gleichen MaB- 
stab. Bei dem von Schleicher & Schill’) unter Nr. 3751/, gedrucktem logarith- 


i) PaILUCKBY. Einfihrung in die Nomo i 
” A graphie, Bd. II, S. 16. 1920 (II. Aufl. 192 ; 
S: oye Se eC uneen Lehrbuch der Physik. 10. Aufl., Bd. IV io: oo 1909. oa 
m Aaum zu sparen, wurde nur der fiir die Zeichnung der G i 
kommende Teil des Netzes in der Abbildung gedruckt. emer 
®) Diiren im Rheinland. 
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mischen Netz, welches auch doppeltlogarithmisches genannt wird, ist die Ein- 
heitsstrecke auf beiden Achsen 25cm. Die Gerade in diesem Netz hat in der 
Sprache der Anamorphose die Gleichung: 


y=a-t bx. (3) 


Wenn die Koordinaten in Millimetern unter Beriicksichtigung des MaBstabes 
gemessen werden, hat die Gerade, da die Punkte x und y auf den Achsen die 
Strecken logx und logy abgrenzen, die Gleichung 


logy = Mloga + blogx 
oder ny Se nl (3") 
Das logarithmische Netz streckt die Potenzkurve gerade. Der Ursprung ist 
mit 1,1 beziffert. Fir x= 1 ist nach (3’) y =a, die Konstante a wird also 
wieder als Ursprungsordinate abgegriffen. Die Richtungstangente 6 ist hier 
im selben Sinn wie im kartesischen Netz zu verstehen, sie ist die Tangente des 
Winkels, den die Gerade mit der positiven X-Richtung bildet. Man gewinnt 
sie, indem man einen Y-Zuwachs durch den zugehorigen 
X-Zuwachs, beide in Millimetern gemessen, dividiert, oder 7 
man rechnet sie mit Hilfe der graphisch gewonnenen 9 
Koordinaten eines zweiten Punktes der Geraden. 

Im logarithmischen Netz erscheinen alle Potenzfunk- 
tionen, auch die mit gebrochenem Exponenten, alsGerade. 7 

Von Schleicher & Schill wurden weiter Funktions- 
netze mit den Teilungen logsinx und logtanx mit der 
Bezifferung x in Geraden hergestellt). 

Beispiel. Versuche O. LuMMERS?) iiber die Ab- 
hangigkeit der absoluten Temperatur T des Kohlefadens 
einer Glithlampe und der von der Oberflache 1cm? in y 
4 Sekunde ausgestrahlten Energie S (gemessen in Gramm- 
kalorien) hatten folgendes Resultat: 


he . 1309 | 1471 1490 | 1565 1611 1680 3 
ea 2s Aon, || 3,807 | 4.340) | 4,882 | 5,660 


SEMA SET LE a 


























Es werden ae als Abszissen, S als Ordinaten in das 


logarithmische Netz eingetragen (Abb. 31). Die Punkte 
liegen sehr nahe auf einer Geraden, deren Ursprungs- ? 
ordinate 0,725 ist. Man erhalt letztere, da die Gerade aus 
dem Feld heraustritt, durch Parallelverschiebung, wobei 
man im oberen Teil der Figur die angeschriebene Be- 75 
zifferung durch 10 zu dividieren hat. Die Steigung der 
Geraden ist 3,96 oder nahe gleich 4. Die Strahlung des 
Kohlefadens geniigt also sehr nahe dem Stefan-Boltz- 
mannschen Gesetz: 



































ih 4 
S = 0,725 (a5 "4942 BIS «47~« 
Oot Abb. 31. Darstellung der 
Potenzfunktion im  logarith- 


Das Beispiel wird in Kap. 13, Ziff. 18, weiter behandelt. mischen Netz. 


1) Ein Verzeichnis der von Schleicher & Schill, Diiren im Rheinland, gedruckten 
graphischen Papiere gibt W. GrossE, Graphische Papiere und ihre vielseitige Anwendung. 
Diiren 1917; weiter P. SCHREIBER, Grundziige einer Flachennomographie, Bd. VE ol, LENG 
Braunschweig 1921. 

2) NeHieeeaae der Kohle und Herstellung der Sonnentemperatur, S. 44—48. 

Vieweg. Braunschweig 1914; P. Luckey, Einfiihrung in die Nomographie. Bd. II, S.19. 1920. 
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27. Meumxes graphische Additions- und Subtraktionslogarithmen. Im 
logarithmischen Netz wurde die Kurve y = ax’ geradegestreckt. Eine Funktion 
y=ax text... 
14Bt sich nicht direkt logarithmieren. R. MEHMKE?) ermoglichte mittels graphischer 
Additions- und’ Subtraktionslogarithmen die Behandlung derartiger Polynome 
im logarithmischen Netz. 
28. Die projektive Skala. Darstellung der linear gebrochenen Funktion. 
Die Skala der linear gebrochenen Funktion 
Mx +N mn 
Y= 10) = oy 44 lpq|*° 
wird aus der regularen durch Zentralprojektion abgeleitet (homographische 
Skala). Die Projektivitat der zwei Skalen ist durch drei Paare entsprechender 
Punkte bestimmt (Abb. 32). Der 
Verbindungsstrahl x eines beliebigen 
vierten Punktes X der reguliren 
Skala mit dem Zentrum O schneidet 
auf der f(x)-Skala den entsprechen- 
den Punkt X’ aus. Man muB8 zu drei 
bestimmten #-Werten die zugehéri- 
gen y = f(x) berechnen, die erhalte- 
nen Werte tragt man von einem 
Anfangspunkt auf der Geraden g’ in 
passendem Ma8stab auf. Praktisch 
Abb. 32. Projektive Skata tragt man die Punkte A’, B’, C’ auf 
den Rand eines Papierstreifens auf 
und verschiebt denselben so lange im Strahlenbiischel, bis die Punkte A’, B’, C’ auf 
die Verbindungsstrahlen a, b, c von A, B, C mit O zu liegen kommen. Die weiteren 
Verbindungsstrahlen von Punkten x der regularen Skala mit O schneiden auf g’ die 
zugehérigen Punkte der /(x)-Skala aus, die man mit ihren x-Werten beschreibt. 
Mit Hilfe der Zentralprojektion kann man gewisse Teile der regularen Skala 
vergroBern oder verkleinern und den unendlich fernen Punkt im Endlichen abbilden. 
Beispiel. E. Rascu?) gab fiir den Zusammenhang der in Hefnerkerzen 
pro Quadratmillimeter gemessenen Helligkeit ®y, einer Lichtquelle und ihrer 
absoluten Temperatur T folgende Formel an: 
> log nat Dy x = 12,943 (1 = Be : ‘). (4) 
dt 
te Sth +) Der lognat®yx ist also eine 
yest (1° linear gebrochene Funktion 
a” ait yet {(T) von T. Wir zeichnen zu- 
o BN Fl erst die regulare’ 7-Skala 
(Abb. 33) im MaBstab 0,3 cm 
fiir 100°. Fir die drei T-Werte 
1000°, 1500° und 2500° be- 
rechnet man die zugehérigen 
f(I) als —13,828, —4,905, 
00g? Lae : ‘ +2,234. Wir lassen die An- 
Abb. 33. ee Sate. Pe igi da Rascn. fangspunkte (1000°) beider 















90° 





*) R. MEuMKE, Civilingenieur Bd. 35, S. 6 uhrli i 
‘ - 35, S. 620. 1880; : 
Ee zum graphischen Rechnen, S. 26. Mrs 
- Rascu, Ann. d. Phys. 1904, S. 202; M. Prranr, G i i i 
3 oe ME, , Graphische Darstell - 
schaft und Technik, S. 66. 1914, (Sammlung Géschen Nr. 728) al 
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Skalen zusammenfallen, ziehen also durch den Punkt 1000° der T-Skala eine 
zweite Gerade, auf der wir mit der Einheitsstrecke 0,3.cm die Differenzen der 
{(Z)-Werte gegen den ersten auftragen und die erhaltenen Punkte mit 1500 und 
2500° beschreiben. Die Verbindungsstrahlen dieser zwei Punkte mit den gleich- 
bezifferten der T-Skala schneiden sich in einem Punkt O, und von diesem aus 
projizieren wir die auf der T-Skala markierten Punkte auf die {(7)-Skala. Zur 
Kontrolle rechnen wir einen vierten Punkt der /(Z)-Skala, {(2000°) = —0,443, 
und dieser Punkt mu8 mit dem durch Projektion gefundenen iiberein- 
stimmen. 

Fir lognat ®yx konstruieren wir eine Skala mit derselben Langeneinheit 
0,3 cm und legen sie an die /(T)-Skala so an, daB der mit ®yx = 1 beschriebene 
Anfangspunkt der logarithmischen Skala gegeniiber dem mit IT = 2068,4 be- 
schriebenen Punkt der /(T)-Skala zu liegen kommt. In dieser so erhaltenen 
Doppelskala liegen zusammengehérige Werte ®y, und T einander gegeniiber. 

Die Skala der natiirlichen Logarithmen kann man sich durch Vergro8erung 
aus der Skala der Briggschen Logarithmen herleiten (Abb. 34) gema8 


lognat 6 = a Wlog D = 2,3026- “log D. 


Durch eine solche Ahnlichkeitskonstruktion tibertragt man sich eine gegebene, 
z. B. gedruckte Funktionsskala in einen anderen Mafstab. 






Zehner—-Logarithiaes 
RTBRNG 







natirliche 
g=1 2 3 4 5 6 7839 19 tagarithimen 


Abb. 34. Anderung des MaSstabes einer Skala durch Zentralprojektion. 


Zu einer anderen konstruktiven Darstellung der Gleichung (4) gelangt 
man, indem man zur regularen T-Skala die reziproke fiir 1/7 durch Zentral- 
projektion ableitet oder indem man direkt die Werte 1/T auftragt und mit T be- 
ziffert. Die Gleichung (4) bildet sich in einem Funktionsnetz, dessen: Abszissen- 
achse nach 1/T und dessen Ordinatenachse nach lognat Oy x geteilt ist, als Gerade 
ab (Abb. 35). Auf der X-Achse soll 1cm der Strecke 0,0001 entsprechen, es 
wird also der mit JT = 2500° beschriebene Punkt auf die Abszisse 4 cm zu liegen 
kommen, T = 2000° auf 5 cm usw., T = 1000° auf 10cm. Die Y-Achse teilen 
wir nach Briggsschen Logarithmen und denken uns, da die verwendete Einheits- 


strecke von 0,5 cm den Wert ue = 2,3026 erhalten soll (itber den Mafstab jeder 


Achse kénnen wir beliebig verfiigen), wodurch die logarithmische Teilung in 
die der natiirlichen Logarithmen iibergeht, die Beschriftung mit den ®g ,-Werten 
bleibt, wir haben an der Skala nichts zu andern. Zwei zusammengehorige Dy x- 
und 7-Werte liefern zwei Punkte der Geraden, auf welcher wir durch eine Anzahl 
X- und Y-Paralleler eine Doppelskala ®y x, T anbringen. 
Wie die homographische Skala 
ee 
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durch Zentralprojektion aus der regularen abgeleitet wurde, so gewinnt man die 
projektive Skala me (x) +n mn| 
p(*) = saat 
pel) +4 Pq | 
durch Zentralprojektion aus der Funktionsskala von g(x). An dem friiher Ge- 
sagten dndert sich nichts, auBer daB die Skala g(x) nicht gleichférmig geteilt 
ist. Die Skala p (x) wird wieder mit den zugehdrigen Werten x beschrieben. Ist die 
(x)-Skala gegeben, so gewinnt man ebenso aus ihr durch Zentralprojektion die 
Skala g(x). 





_ 0 


$y 


700, 


2500° 2000° 





Y 5 6 Uf fof 9 crn 
Abb. 35. Konstruktion einer Doppelskala fiir das Gesetz von RAscu. 


Beispiel. Abb. 36 ist dem Buche von LACMANN!) entnommen. Zur Be- 
rechnung der Geschwindigkeit des Wassers in geschlossenen und offenen Fih- 
rungen dient die Formel vy = RVR J, wo v die Geschwindigkeit in m/sec, R den 
hydraulischen Halbmesser und J das Gefalle bedeuten, wahrend der Wert von k 
sich bei Wasserleitungen gleicher Art bei gro8en Gefallen nur mit R Andert. 


Fir J =0,0005 wird diese Beziehung zwischen k und R durch die ,,kleine 
Kuttersche Formel'‘‘ /R # 
100 Vk 


m+YR 


1) O. Lacm i i 
ae ee ANN, Die Herstellung gezeichneter Rechentafeln, S.7. Berlin: Julius 
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gegeben. Fir diese Formel und mit m= 2,5 ist die Zeichnung ausgefiihrt. 
Die mit R beschriebene Skala von YR wird aus einem Zentrum projiziert, die 
k-Skala, fir welche drei Werte 0, 28,57, 44,44 zu R = 0,1 und 4 gerechnet wurden, 
wird so in das Strahlenbiischel eingepaBt, da® die drei berechneten Punkte auf 









































































































































100VR 
2,5+VR 0 


Abb. 36. Nomogramm fiir K = 


die zugehérigen Strahlen zu liegen kommen. Zur leichteren Ablesung wurde 
eine Doppelskala hergestellt, indem die Schnittpunkte der Projektionsstrahlen 
mit der Tragergeraden der k-Skala mit ihren k- und R-Werten beschrieben 
wurden. 

29. Die Hartmannschen Dispersionsnetze sind Funktionsnetze mit pro- 
jektiver Teilung der Abszissenachse und regularer Teilung der Ordinatenachse. 
J. HARTMANN gab zur Interpolation von Brechungsexponenten n und Wellen- 
langen 2 im prismatischen Spektrum die Interpolationsformel an1) 

Cc C 


fi — te = Gas? beziehungsweise (A) — f(d4)) = Gay’ 


wo / (A) die beobachtete Funktion der Wellenlange ist, 2), c, 4), « zu bestimmende 
Konstante sind. Der Exponent « unterscheidet sich bei den gebrauchlichen 
Glassorten?) fast nicht von 1. Wenn « = 1, ist die Gleichung zwischen » und A 
eine gleichseitige Hyperbel und wiirde sich im logarithmischen Netz als Gerade 
darstellen, doch ware die Genauigkeit nicht vergleichbar mit der in den Hart- 
mannschen Netzen. Diese werden in zweifacher Ausfiihrung von Schleicher 
& Schill in Diiren hergestellt®), Type A (Nr. 3971/,) fiir das visuelle Spektrum 
von 2 = 7700 am linken Ende, bis 1 = 3750 A.-E. am rechten, Type B (Nr. 3981/,) 
fiir das photographische Spektrum von 4 = 5000 bis 4 = 3370 A.-E. 

Die Y-Achse tragt regelmaBige Teilung, die X-Achse ist projektiv nach 


6 
ex, rT geteilt und nach 4 beschrieben. Wenn A, in der Nahe von 


HarTMANN, Publ. Astrophys. Obs. Potsdam Bd. 12, 1902 (Anhang). 


ap a. 
A. HnaTex, Annalen der Univ. Sternwarte in Wien Bd. 25, Nr. 1, S. 45 u. 48. 1913. 
a 


*) 
= 
S. 149. 


HartTMANN, Zeitschr. f. Instrkde. 1917, S. 166; W.GrossE, Graphische Papiere, 
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2000 A.-E. liegt, wird eine Funktion y = Vp) + = angenahert durch eine 
Gerade dargestellt, deren Gleichung lautet : 


y — Yo = €+10-8(% — Xp). 


Wenn 4, sich merklich, etwa mehr als 100 A.-E., von 2000 A.-E. unterscheidet, 
wird die Interpolationskurve eine schwach gekriimmte Kurve sein. Sie wird 
sich wieder geradestrecken, wenn man die Zahlung der Abszissen um eine ent- 
sprechende Konstante andert, so daB die Kurve nach ihrer konvexen Seite 
verschoben wird. 

Fiir rasche Interpolationen geniigt es, zwei beobachtete Werte von y = f(A) 
als Ordinaten in geeignetem Mafstab zu der aufgedruckten d-Teilung als Abszissen 
aufzutragen. Die geradlinige Verbindung der zwei Punkte gibt als Interpolations- 
kurve fiir die wbrigen 2 die zugehorigen y und umgekehrt. 

Will man die Interpolationsgerade genauer ermitteln, so tragt man zu 
drei 4 die beobachteten y ein. Liegen die drei Punkte nicht auf einer Geraden, 
dann verbindet man sie durch eine glatte Kurve. Durch zwei um 1000 A.-E. 
in Abszissenrichtung voneinander entfernte Punkte dieser Kurve legt man 
eine Gerade und zahlt den gré8ten Abstand D dieser Geraden von der Kurve 
parallel der Abszissenachse in A.-E. ab. Liegt die Gerade nach der Seite der 
groBeren (kleineren) Wellenlangen, so vermehrt (vermindert) man die vor- 
gedruckten 2 um + D-100 A.-E., wobei man 4D auf die nachste ganze Zahl 
abrundet. Wenn die drei Punkte noch immer nicht auf einer Geraden liegen, 
wiederholt man das Verfahren. 

Beispiel. Die genaue Messung der Brechungsexponenten eines Flint- 

_glases lieferte folgende Brechungsexponenten!): 








Linie A n 

B 6868,5 A.-E. 1,574359 
C 6563,1 1,575828 
a 6278,0 1,577377 
D 5893,2 1,579855 
by 5183,9 1,585999 
F 4861,6 1,589828 
Aly | 4340,7 1,598204 
& 4227,1 | 1,600543 
h 4102,0 | 1,603398 


Wenn die 6. Dezimalstelle noch gebraucht wird, mu8 numerisch interpoliert 
werden. Aus drei zu méglichst verschiedenen 4 gehérigen Beobachtungswerten 
miissen 7%, 47 und c bestimmt werden, bzw. muB noch ein vierter Wert mit- 
genommen werden, wenn auch der Exponent « berechnet werden soll. Ein 
ee Verfahren zur Bestimmung der Konstanten der Formel gab Hart- 
MANN), 

Reicht man mit der 5. Dezimale in m aus, dann tragt man die auf 5 Dezimalen 
abgerundeten Werte von m in das Dispersionsnetz Type A ein (Abb. 37 stark 
verkleinert). Auf der Ordinatenachse nimmt man 1 cm gleich 0,001 und beziffert 
die Teilung von 1,574 bis 1,604. Die Wellenlangen der Spektrallinien A, a, B, C, 
4D, usw. sind besonders im Netz vermerkt. Die Eintragung obiger Werte in 
das Netz liefert Punkte, die alle auf einer Geraden liegen, mittels welcher man 
nun zu jedem 4 das zugehérige m auf 5 Dezimalstellen ablesen kann. 


1) J. Hartmann, Publ. Astrophys. Obs. Potsdam Bd. 12, Anhang S. 8. 1898. 


*) J. Hartmann, Publ. Astroph Ob > 
Sony Rear phys. s. Potsdam Bd. 12, Anhang S. 5. 1898; ZS. f. 
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Zur Ausmessung eines Spektrums interpoliert eine analoge Formel zu jeder 
Lesung an der Mikrometertrommel die zugehdrige Wellenlainge?), namlich 


ser Hiei ee 


S— So 


Cc 








oder genauer A= A, 7 
(Ss — So) * 
worin Ag, Sg, c aus drei Messungen zu bestimmende Konstante sind, wenn numerisch 
interpoliert wird, « wird in der Regel gleich 1 gesetzt, s ist die Trommelablesung 
oder eine lineare GréBe, welche auf der photographischen Platte ausgemessen wird, 
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Abb. 37. Hartmannsches Dispersionsnetz fiir visuelles Spektrum. 


Beispiel. Bei einer photographischen Aufnahme des Sonnenspektrums?) er- 
gaben sich zu einigen Fundamentallinien folgende Schraubenablesungen: 





Jes A aeamag 5 
3953,0A.-E.| 81,060 
h 4101,9 111,542 
g 4227,0 133,685 
Hy 4340,6 151,535 
4405,0 160,793 
4668,0 193,579 
F 4861,7 2135523). 


1) J. Hartmann, Uber die Ausmessung und Reduktion der photographischen Auf- 
nahmen von Sternspektren. Astron. Nachr. Bd. 155, S. 104.1901; Publ. Astrophys. Obs. 
Potsdam Bd. 12, S. 21; Bd. 18, S. 23. 1908. 

2) J. Hartmann, Publ. Astrophys. Obs. Potsdam Bd. 12, Anhang. S. 24. 1898. 
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Soll die dritte Dezimale von s noch mitgenommen werden, dann muB nach 
obiger Formel numerisch interpoliert werden. Vernachliassigt man die letzte 
Stelle, dann kann die Interpolation im Netz Type B ausgefiihrt werden. Auf 
der Y-Achse nehmen wir eine Trommelumdrehung gleich 2mm und tragen 
die Werte ein (Abb. 38 stark verkleinert). Die Verbindung gibt eine schwach 
gekriimmte Kurve I. Die geradlinige Verbindung der Endpunkte liegt nach 
der Seite der groBeren 4. Die Kurve erstreckt sich nicht tiber 1000 A.-E. Wir 
verbinden die Kurvenpunkte 4 = 4000 und 4 = 4800 durch eine Gerade und 
finden die gréBte horizontale Abweichung von der Kurve mit 10 A.-E. Die im 
Netz oben angeschriebenen 4-Zahlen (in der Abbildung nicht gedruckt) sind 
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Abb. 38. Hartmannsches Dispersionsnetz fiir photographisches Spektrum. 


daher um 0,8-+°-4100 A.-E, = 200 A.-E..zu vermehren, die neue Bezifferung 
ist unten angeschrieben. Die in das neu bezifferte Netz eingetragenen Punkte 
legen jetzt auf einer Geraden II, langs der die zu den Trommellesungen s ge- 
horigen 4 entnommen werden. 


_ 80. Graphischer Ausgleich einer Geraden nach R. Meumxe. Wenn aus theo- 
retischen Griinden linearer Zusammenhang zwischen y und x vermutet wird, 
die Beobachtungswerte y aber um eine Gerade starker streuen, dann wird man 
die plausibelste Lage der Geraden durch Ausgleich bestimmen, der hier graphisch 
ausgefiihrt werden soll. 

Im regularen kartesischen Netz soll die Beziehung durch di = 
dargestellt werden. Es liegen x (n> 2) Bobatnpe ae I 


/ 


Ziff. 30. Graphischer Ausgleich einer Geraden nach R. MEHMKE. 579 


zu m Argumenten *,, ¥3,..., X, vor. Die scheinbaren Fehler der Beobachtungs- 
werte selen , , 
Wy SV ys Py V2 — Vea sss On = Vn — Vas 
Die plausibelsten Werte der Konstanten a und 6 der Geraden erhalt man aus 
den zwei Bedingungen: 

[vy] =O und [vv] = Min. 


(Die eckigen Klammern driicken die Summen aus, also [v] = 
vgl. Kap. 13, Ziff. 2.) Durch Einfiihrung von 4 


— / 
VU; = Vi — an, — 0; 


7 


\A3 


n 
%,, (00) ==> 0; 
1 FA 


in die erste Bedingungsgleichung wird diese zu 
1-7 a 
ee er os 
Die Gerade mui also durch den Schwerpunkt 


1 
t%H=—(], v=’ 

gehen, wobei alle Beobachtungswerte 4; gleiches Gewicht haben. Die erste 
Bedingung wird daher von jeder Geraden erfiillt, welche durch den Schwer- 
punkt geht. Man legt durch ihn 4 bis 5 Gerade (Abb. 39), die wenig gegen die 
voraussichtliche Lage der zu bestimmenden Geraden geneigt sind. Man greift 
fiir jede die Differenzen v; der beobachteten Ordinaten y; weniger den zu den- 
selben x; gehdrigen Ordinaten 
dieser Geraden ab und bildet 
[vv]. Vom Schnittpunkt jeder 
Probegeraden mit der Y-Achse 
tragt man ihr zugehoriges [vv] 
in beliebiger Einheit nach 
rechts auf und verbindet die 
Endpunkte durch eine parabel- 
ahnliche Kurve. Durch den 
Punkt dieser Kurve, welcher 
den kleinsten Abstand von der 
Y-Achse hat, zieht man die 
X-Parallele bis zum Schnitt 
mit der Y-Achse. Die Gerade 
durch diesen Schnittpunkt und 
durch den Schwerpunkt ist 
die gesuchte Ausgleichsgerade, 
fiir sie nimmt [vv] seinen 
Minimalwert an. 

Beispiel!). Die Lange 
eines Meterstabes fand man 
in Abhangigkeit von der 
Temperatur: 





Abb. 39. Graphischer Ausgleich einer Geraden. 


= 20° 40° 50° 60° 
1 = 1000,22mm 1000,65 1000,90 1001,25. 


Die MaBstabeinheiten auf den Achsen (Abb. 39)*) miissen so gewahlt werden, 
daB die Beobachtungsgenauigkeit von ¢ und / zur Geltung kommt, was durch 


1) H. ScuHwerpT, Lehrbuch der Nomographie, S. 83. Berlin: Julius Springer 1924; 
F, Kouirauscu, Leitfaden der praktischen Physik, S.12. 1896. , 
2) Entnommen aus H. SCHWERDT, Lehrbuch der Nomographie, S. 83. 
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die Einheitsstrecken 2mm fiir 1° und 10 mm fur 0,1 mm erreicht wurde. Die 
graphische Ausgleichung liefert die Gleichung des Meterstabes: 


1 = 999,805 + 0,02127. 


Der Ausgleich einer Geraden im anamorphosierten Funktionsnetz mit un- 
gleichen Achsenteilungen bedarf einer Modifikation, die man in H. SCHWERDT, 
Lehrbuch der Nomographie, S. 84, besprochen findet. Wenn die Y-Achse regu- 
lire Teilung tragt, wie bei den Hartmannschen Dispersionsnetzen, geht das Ver- 
fahren wie im regularen Netz vor sich. 

Im allgemeinen wird man einen Ausgleich selten graphisch ausfithren, da 
die Genauigkeit nicht erheblich gesteigert wird. Besser ist es, der Geraden eine 
mittlere Lage durch die Beobachtungspunkte zu geben und ihre Konstanten 
als Naherungswerte in einen numerischen Ausgleich?) einzufithren. Die Rechnung 
wird dann gréBtenteils auf dem Rechenschieber ausgefuhrt. 


b) Nomographische Darstellung funktionaler Beziehungen 
zwischen drei Veranderlichen. 


31. Rechentafeln mit Kurvenkreuzung. In der Nomographie ist es tiblich, 
die drei Verdnderlichen mit z,, 2), 2, Zu bezeichnen; weiter bedeutet /, eine 
Funktion von z,, f, eine andere Funktion von 2,, fs irgendeine von 2,, es sind 
also f,, fa, fg ganz verschiedene Funktionen. Ebenso ist /,, eine Funktion von 
z, und 29, fg eine von Z und 23, schlieBlich F,.3 eine Funktion aller drei Verander- 
lichen. Durch diese Schreibweise werden Determinanten und Systeme von 

Zp Gleichungen __ itibersicht- 


TAARARARSN licher. 
LMA CQL FaBt man 2, 22, % 
\N AAA NY MOOiiy ns als rechtwinklige karte- 
\A ANS NNN ische Koordi s f 
WARYARARY NN sische oordinaten aul, 
J dann - ist 2,=fje,, ade 
welche Form Jf 453=0 
gebracht sein soll, die 
Gleichung einer Flache. 
Fin anschauliches Bild des 
Verlaufs der Flache gibt 
die Darstellung durch 
H6henschichtenlinien in 
der 2,2,-Ebene. Man er- 
- teilt z, runde konstante ~ 
Werte und tragt die Schar 
der -Kurven /,. = Konst) 
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Z < = 4 in die z,2,-Ebene ein. So 
ae =sa==5 wird das hyperbolische 

4 = Seam Ss: = Paraboloid 2; = 2,2, im 
BEGkGa. = Set ee der 2z,2,-Ebene durch die 






0 LRM TA 3 oe 5 6 7 3 g 
Abb. 40. Maultiplikations- und Divisionstafel 2, z, = Z30 


0 Ly gleichseitigen Hyperbeln?) 


SY 


2,2, = konst. 


dargestellt (Abb. 40). Diese Abbildung kann als Multiplikations- und Divi- 
sionstafel dienen. 








1) Kap. 13, Ziff. 14. 


*) Uber die Bestimmung der H i i 
D yperbelkoordinaten mit dem Rechenschieber h 
RuNGE-K6nic, Vorlesungen iiber numerisches Rechnen, S. 6. abe 


Zit; 32. Allgemeine Form der Netztafeln. 581 


Bei dieser Art. von Rechentafeln schneiden sich drei zusammengehorige 
Kurven der drei Scharen z, = konst., zg = konst. und z, = konst. in einem 
Punkt (Rechentafeln mit Kurvenkreuzung, Netztafeln). Die Schar z, = konst. 
sind die Y-parallelen Geraden, die z, = konst. die X-Parallelen, welche man im 
Millimeterpapier schon vorgedruckt hat und nur zu beziffern braucht, wahrend 
die dritte Schar der z,;-Kurven gezeichnet werden mu8. Die Kurven der z,-Schar 
werden mit ihren z,-Werten beschrieben. Eine solche Rechentafel lit sich 
fiir jede Flache F,,,=0 zeichnen. Besonders empfehlenswert ist diese Form, 
wenn eine der drei Veranderlichen, z. B. z,;, durch Beobachtungen gegeben ist. 
Sonst haften dieser Darstellungsart gewisse Mangel an. Zur Aufsuchung eines 
Punktes im Netz, also dreier zusammengehériger Werte der Veranderlichen 
sind meist drei Interpolationen nétig. Man wird die drei Scharen so eng zeichnen, 
daB nur lineare Interpolationen nétig sind. Ein Abgleiten in ein Nachbarfeld 
ist leicht méglich. Weiter ist die Zeichnung der z,-Kurven mithsam, wenn sie 
krummlinig sind. Oft ist es auch nicht leicht, eine Veranderliche explizit als 
Funktion der beiden anderen darzustellen. Im Prinzip ist es gleich, welche 
Veranderliche man als abhangige wahlt, ein solches Nomogramm ist auf drei 
Arten herstellbar : 

@a=hhe %=hes, % = for- 

Man wahlt jene Form, die sich am einfachsten zeichnen laBt. Bei der Grund- 
gleichung der trigonometrischen Héhenmessung 

h 

a 
ist nur diese Form durch drei Geradenscharen darstellbar, die zwei Scharen 
der Achsenparallelen und das Biischel im Ursprung. Bei den zwei noch méglichen 
Arten der Darstellung im kartesischen Netz ist immer eine Schar krummlinig. 

Eine bezifferte Kurven- oder Geradenschar heiBt Kurvenskala. 

32. Allgemeine Form der Netztafeln. Zur allgemeinsten Form einer Netz- 
tafel gelangt man, wenn man darauf verzichtet, da8 zwei der drei Kurven- 
scharen z; = konst. (¢ = 1, 2, 3) durch die Scharen der achsenparallelen Geraden 
dargestellt werden. Es kénnen dann alle drei Scharen beliebige Kurvenscharen 
sein (Abb. 41). In einem beliebigen rechtwinkligen System wird die Gleichung 
der Schar der Kurven z, lauten: 


91 (*,V,%) = 0. 


Jede Kurve wird mit ihrem z,-Wert, beschrieben. 
Ebenso verfahrt man mit den zwei anderen Scharen. 
Die Gleichungen der drei Kurvenscharen lauten’): 


Py (%, 521) =, Do (%,V, 2s) =0, 
(1) 
P3(%,¥, 23) = 0. 


Die Ablesung von drei zusammengehérigen Werten 


= tana 





+ : * Abb. 41. Allgemeine Form einer 
21, 2%, %, welche fy\.3 =0 erfiillen, geschieht wieder Neuere Gchaaatschh 


mittels Interpolation, man sucht z. B. den Schnitt- 
_ punkt der zwei Kurven z, und z, und liest den z,-Wert jener Kurve der dritten 
Schar ab, welche durch denselben Punkt geht. Die Ausgangsgleichung Fy 23 = 0 


1) Zu dieser Darstellung gelangt man nach J. Massau (Mém. sur l’intégration graphique. 
Extrait de la Rev. universelle de mines (2) Bd. 16, 1884. Liége 1885, S.137) durch die 
allgemeinste Punkttransformation der Ebene * = fia(Z1> 22)» ¥ = B12(%1, %), welche die 
21, 2, Ebene in eine x,y Ebene iiberfiihrt. Die friiher achsenparallelen Geradenscharen 
werden dadurch zu beliebigen, gerad- oder krummlinigen Kurvenscharen. 
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ist das Resultat der Elimination von x und y aus den drei Gleichungen (1); 
Zwei der drei Gleichungen (4) sind beliebig wahlbar, z. B. die zwei ersten, die 
dritte qs = 0 ergibt sich dann durch Elimination von z, und z, aus den drei 


Gleichungen: @1(%,V,%) =0, Gal%, Vs %) = 9, Fey Oe 


33. Anamorphosiertes kartesisches Netz. In Ziff. 31 waren die Scharen 
y, =0 und y, = 0 die achsenparallelen Geradenscharen x = 2 und y = 2p, 
hierdurch war die Schar z, vollkommen bestimmt. Die Zeichnung einer solchen 
Tafel ist miihsam, wenn die z,-Kurven krumm sind, sie wird sehr vereinfacht, 
wenn es gelingt, auch die z,-Schar durch eine Geradenschar darzustellen. Dies 
fiihrte LALANNE!) bei der Gleichung 2; = 2,22 mittels Anamorphose aus. Durch 
Logarithmieren wird sie logz, = logz, + logzp. 


Die Gleichungen y, = 0 und vy, = 0 sind im logarithmischen Netz x = logz, 
und y = logz,, die z- und 2% -Scharen sind wieder die Achsenparallelen, doch 
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Abb. 42. Anamorphosierte Multiplikations- und Divisionstafel 2,2, = 25. 


sind die Achsen nicht mehr regular, sondern nach der logarithmischen Funktions- 
skala geteilt. An Stelle des regulaéren kartesischen Netzes haben wir hier ein 
anamorphosiertes kartesisches Netz. Die z,-Schar ist zu einer Geraden- 
schar geworden, und zwar hier speziell zu einer Parallelschar. Die z,-Geraden 
sind mit ihren z,-Werten beschrieben, sie steigen unter 135° an (Abb. 42), in 
der Sprache der Anamorphose lautet ihre Gleichung % + y = konst. Der Ver- 
gleich der raschen Ausfiihrung dieser Zeichnung mit der Konstruktion der z,- 
Kurven in Abb. 40 zeigt die Vorteile der Anamorphose. Abb. 42 kann wieder 
als dreistellige Multiplikations- und Divisionstafel dienen. 


1) L. Laranne, Par. C. R. 16. 1843. S. 1162 u. Ann. des Ponts et Chauss. Bd. 11, S. 30. 1846. 


Ziff. 34. Dreieckstafeln. 583 


Um die Bedingung zu erhalten, daB Fy23 = 0 in einem anamorphosierten 
Netz durch die Schar der Achsenparallelen z, und %, und die Geradenschar (im 
allgemeinen nicht Parallelschar) z, darstellbar ist, nehmen wir an, daB die X-Achse 
nach der Funktionsskala f,, die Y-Achse nach f. geteilt ist, so daB 


Sm ty me ly (2) 


die Gleichungen der z- und z,-Scharen sind. Soll auch die z,-Schar geradlinig 
sein, dann miissen die z,-Kurven im x, y-System eine in x und y lineare Gleichung 


annehmen: 
= fsx + gy + hg = 0. (3) 
Die Koeffizienten sind Funktionen des Parameters z,. Einsetzen von (2) in (3) gibt 
hfs + fe83 + hg = 0 (4) 


als die Form, auf welche sich Fy); = 0 bringen lassen muB, damit diese Beziehung 

zwischen den drei Veranderlichen durch eine anamorphosierte kartesische Rechen- 
tafel dargestellt werden kann}). 

Soll hierbei auch die Geradenschar z, eine Parallelschar sein, dann diirfen 

in (3) die Koeffizienten von x und y nicht von z, abhangig sein, so daB (4) 
in die typische Form iibergeht: 

Atfht+/s=0. (5) 

(5) 


Als notwendige und hinreichende Bedingung, daB sich F,5, = 0 in die Form 
ubersetzen 1aBt, fand DE Satnt ROBERT?) 





Clogr _ 
(a ee 
wobei 
Y _ OF 193 = OF 193 
OFM ae, 


Die Gleichung z, = 2,2, lieB sich durch Logarithmieren in die Form (5) um- 
wandeln und daher durch drei Parallelscharen darstellen. 

Eine andere Type von Rechentafeln mit drei Scharen paralleler Geraden 
sind die 

34. Dreieckstafeln®). Fiir einen Punkt im Innern 
eines gleichseitigen Dreiecks (Abb. 43) ist die Summe 
der drei Abstande z,, z., z3 von den Seiten konstant 
und gleich der Héhe / des Dreiecks. Liegt der Punkt 
auBerhalb, so erhalten die Lote derjenigen Dreiecks- 
seiten das negative Vorzeichen, beziiglich welcher 
Punkt und Dreieck an verschiedenen Ufern liegen, in 
Abb. 43 ist z. B. 23 negativ. Eine Gleichung der Form 


ay + 49 + 45 — k Abb. 43. Dreieckstafel. 





ist durch eine Dreieckstafel darstellbar, wobei die Héhe / in einem geeigneten 
MaBstab gleich k zu machen ist. In demselben Mafstab tragt man auf drei sich 


1) Die Abbildung einer derartigen Rechentafel unterblieb, da fiir diese Gleichungstype 
die Darstellung durch eine Fluchtlinientafel (Ziff. 43) viel einfacher ist. Beispiele solcher 
kartesischer Netztafeln mit nichtparalleler z,-Schar sind LALANNEs Darstellungen der trino- 
mischen Gleichungen; in d’OcaGNneE, Traité de Nomographie, Kap. II, im Calcul graphique. 
S. 183, findet man eine solche Tafel fiir die reduzierte kubische Gleichung z* + pz + q =0 
entworfen, in P. WERKMEISTER, Das Entwerfen der graphischen Rechentafeln, S. 35 eine 
Tafel fiir die Gleichung 2. Grades. 

2) P. DE SAINT RoBERT, Mem. di Torino 1871, S. 53. 

8) O. Lacmann, Die Herstellung gezeichneter Rechentafeln, S. 38; H. ScHweErpr, 
Lehrbuch der Nomographie, S. 143. 
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unter 60° schneidenden Strahlen (nicht Halbstrahlen unter 120° wie in Abb. 43) 
regulire Skalen auf, die Zeichnung wird aut durchsichtigem Papier ausgefihrt. 
Diese bewegliche Ablesevorrichtung wird immer so eingestellt, daB die Strahlen 

senkrecht zu den. Seiten stehen. 
Um die bewegliche Ablesevorrichtung zu vermeiden, zeichnet man zu den 
Dreiecksseiten die Parallelen. Zu jeder Geraden schreibt man den Wert des 
Abstandes von der zu ihr parallelen Drei- 

ecksseite an (Abb. 44). 

Statt der regularen Skala kann man 
nach 2,, 2, 23 bezifferte Funktionsskalen 
, ti, fe, fg auftragen, die Rechentafel lost 


lee dann Gleichungen der Form 


LSI ERT RIS joe Nee aay (6) 
AANA ANAS ; ie 
DUINTS I XG SR - Der rig eres mk ies a oe a 
SNL ENT AS z, daB die Abstaénde von den Seiten im Mab- 
DEINE IT 


stab der Hohe gemessen werden. 


0,70 









70 Y 6 3 a Die Dreieckstafeln finden Verwendung 
Za zur Darstellung der Gleichgewichtszustande 
Abb. 44. Bezifferte Dreieckstafel. terndrer Systeme. Bei der Berechnung der 


Konzentration dreier Stoffe setzt man die 
Summe konstant gleich 100, die Anteile der drei Komponenten werden in Pro- 
zenten angegeben. Jede Ecke des Dreiecks ist mit 100 beziffert und entspricht 
dem Fall, daB nur ein Stoff vorhanden ist, jede Dreiecksseite dem Fall, daB 
nur zwei Stoffe vorhanden sind. Der Schwerpunkt des Dreiecks charakterisiert 
die Konzentration, bei welcher alle drei Stoffe in gleicher Menge vorhanden sind. 
Eine ganz analoge Verwendung stellt das Newtonsche Farbendreieck dar. Der 
Mittelpunkt entspricht der Empfindung ,,reines WeiB“‘, die Eckpunkte reinem 
spektralen Rot, Griin und Blau (R, G, B). Bezeichnen a, f, y Prozente, also 
«+ 6-+ y= 4100, dann entspricht dem Punkt «, f, y eine Farbenmischung 
aR + BG + yB. 
Im Fall k = 0 geht die Dreieckstafel in die Hexagonaltafel tiber, die aber 
nicht viel praktische Bedeutung hat. Ihr Gleichungstypus ist 


2, + 2% + % =0 oder fit fet+is=0, 


also derselbe wie (5), er wird besser durch Fluchtlinientafeln mit drei parallelen 
Skalentragern (Ziff. 38) dargestellt. 

35. Allgemeine Anamorphose. Der in Ziff. 33 besprochene Typus von 
Fi3 = 0, namlich /,/s + fogs + 4; =0 lieB sich im anamorphosierten kar- 
tesischen Netz durch drei Geradenscharen darstellen; zwei Scharen waren die 
Achsenparallelen, wenn auch nicht gleichabstandig; die dritte Schar war im 
allgemeinen keine Parallelschar. Dies ist noch nicht der allgemeinste Fall einer 
Rechentafel, bei welcher drei Gerade, die mit drei zusammengehorigen 2,, 2, 237 
Werten beschrieben sind, sich in einem Punkt schneiden. Im allgemeinsten 
Fall ist keine der drei Geradenscharen eine Parallelschar. 


__ Fur die Darstellung von F,,,;=0 durch drei Kurvenscharen wurde in 
Ziff. 32 gefunden: 


P1(%, ¥, 2%) = 0, P2(%, VY, %) =0, Wax, y, 23) = 0. 


Wenn diese Kurvenscharen drei beliebige Geradenscharen sein sollen, miissen 
ihre Gleichungen in x, y linear sein, also von der Form: 


th +8 th =0, xXfo+ yeo+he=0, xf, tyes +h, =0. (7) 


ZREPS6. Netztafeln mit Kreisscharen. 585 


Die Gestalt, in welche sich fiir eine solche Darstellung F,.; = 0 bringen lassen 
mu8, erhalt man durch Elimination von «, y aus (7), also: 





hh &1 My 
fo 82 hei =O. (8) 
fs 8&3 fg 








Die Transformation von Fy; = 0 in Form (8) heiBt ,,allgemeine Anamorphose“, 
sie fand Massau?) 1884. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung, da® sich Fy); = 0 in Form (8) 
lubersetzen laBt, gab GRONWALLY), es miissen zwei partielle Differentialgleichungen 
ein gemeinsames Integral haben. Um bei gegebenem F,,3 = 0 die f;, g; und h; 
(« = 1, 2, 3) zu erhalten, gaben GRONWALL und SorEau einfachere Wege an, 
weiter LUCKEY). 

Praktische Bedeutung haben die Netztafeln, bestehend aus drei beliebigen 
Geradenscharen, nicht, dafiir um so mehr die duale Umformung dieser Tafeln 
von D’OcAGNE, bei welchen drei zusammengehérige Punkte dreier Punkt- 
skalen auf einer Geraden liegen (Fluchtlinientafeln, Ziff. 37 ff.). 

36. Netztafeln mit Kreisscharen. Mit derselben Scharfe und Einfach- 
heit wie eine Gerade 14Bt sich auch ein Kreis zeichnen, daher sind Tafeln mit 
Kurvenkreuzung, bei welchen eine, zwei oder alle drei Kurvenscharen Kreis- 
scharen sind, leicht herstellbar. Im Falle, daB zwei der Scharen Geradenscharen 
sind, die dritte eine Kreisschar, gehen die Gleichungen (4) iiber in 


xh tye th=0, *fe+ e+e =0. 
att y2 + xfs + V2 + hg = 0, 


Wahlt man die mit z, und z, bezifferten Geradenscharen zu achsenparallelen 
Scharen, dann nimmt (9) die Form an 


4—W,=0, V—ye=0, + 9+ Xfg + Ve, + Ay = 0. (10) 


(9) 





Es muB also F,,3 = 0 von der Form sein: 
Vit yo + Vile + Woes + hg = 0-~ 


Die x- und y-Achse sind nach den Funktionsskalen y, und wy, geteilt und mit 
z, und z, beschrieben. Sollen die mit z, und z, beschriebenen Skalen auf den 
Achsen regular sein, dann mu8 (10) von der einfacheren Form sein 


ha a =, 2, = 0, x2 + y? + xfs + yg, + hs = 0 
und F,,; = 0 mu8 die Gestalt haben: 
Zit + 24/3 + 2283 + My = 0- 


Auf dieselbe Art behandelt man die Falle, bei denen die Netztafel aus einer 
Geraden- und zwei Kreisscharen oder aus drei Kreisscharen besteht. Eine 
Besprechung dieser Typen findet man in dem Buche von WERKMEISTER‘*). 


1) J. Massau, Mém. sur l’intégration graphique. Ann. de l’assoc. des Ing. sortis des 
Ecoles spéciales de Gand. 1878, 84, 86, 87 u. 90, 1900. 

2) T.H.GrRonwa Lt, Journ. d. Math. pures et appl. 1912, S.70; R. SorEAU, Nomographie. 
Bd. II, S. 241. 1921; O. D. Kettoa, ZS. f. Math. u. Phys. Bd. 63, S. 159. 1914. 

3) P, Luckey, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 4, S. 66ff. 1924. 

4) P. WERKMEISTER, Das Entwerfen von graphischen Rechentafeln. S. 43. 
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37. Allgemeines iiber Fluchtlinientafeln. In Ziff. 35 haben wir in Glei- 
chung (8) jene Form gefunden, auf welche sich 1230 bringen lassen mu, damit 
sie durch eine Netztafel mit drei Geradenscharen dargestellt werden kann. Auf 
die Ebene dieser Tafel denken wir uns eine duale reziproke Transformation aus- 
gefiihrt. Jeder Geraden in der urspriinglichen Ebene entspricht ein Punkt in 
der neuen, jeder Geradenschar eine Kurve. Die Bezifferung, welche jeder Geraden 
einer Schar zukam, schreibt man neben dem ihr entsprechenden Kurvenpunkt 
(Punktskala, bezifferte Skala). Wahrend frither drei mit zusammengeh6rigen 
Z1, 2, 2g-Werten beschriebene Gerade einen gemeinsamen Schnittpunkt hatten, 
liegen hier drei zusammengehérige Punkte der drei im allgemeinen krummlinigen 
Skalentrager auf einer Geraden (Abb. 45). Solche Rechentafeln heiBen Tafeln mit 
Punktskalen oder nach MEHMKE!) Fluchtlinientafeln oder Fluchttafeln. 

Der allgemeine Fall der Tafeln mit Kurvenkreuzung, bei welchem die drei 
mit 2, 2), 23 bezifferten Scharen krummlinig waren (Ziff. 32), oder der in Ziff. 34 
behandelte Fall, wo die z,- und z,-Scharen die Achsenparallelen waren, die z,- 
Schar eine Kurvenschar, laBt sich, wenn die Tafel nicht anamorphosierbar, 
d. h. nicht in eine Rechentafel mit drei Geradenscharen verwandelbar ist, nicht 
durch drei Punktskalen mit einer Geraden als Ablesekurve darstellen, sondern 
nur der spezielle Fail der Netztafeln mit drei Geradenscharen. Doch lassen sich 
fiir die meisten praktisch vorkommenden Gleichungen zwischen drei Verander- 
lichen Fluchtlinientafeln entwerfen. 

Da sich fiir jede Flache F,., = 0 eine Netztafel nach Ziff. 31 zeichnen laBt, 
bei der die z,- und z,-Scharen die Achsenparallelen sind, die z,-Schar aber eine 
Kurvenschar ist, ist es von Interesse, zu untersuchen, in welche Tafelform 
diese Type durch die duale reziproke Transformation wbergefithrt wird. Diese 
Frage beantwortet TH. Scumip2) durch seine Methode der direkten Uberfithrung 
einer aus drei Geradenscharen bestehenden Netztafel in eine Fluchtlinientafel 
mittels der Polaritat in bezug auf eine Parabel. Wendet man diese Methode 
auf eine nichtanamorphisierte Netztafel nach Ziff. 31 an, so verwandeln sich 
die zwei Scharen der Achsenparallelen in zwei geradlinige, bei spezieller Lage 
der Parabel parallele Punktskalen, die z;-Schar der Hohenschichtenlinien (Punkt- 
orte) geht wieder in eine mit z, zu beziffernde Kurvenschar (Tangentenorte) 
uber. Die Hyperbelschar der Abb. 40 wiirde in eine Schar von Ellipsen iibergehen. ~ 
Zur Aufsuchung eines zu bestimmtem z, und z, gehdrigen z,-Wertes wird die 
Gerade an die zwei entsprechenden Punkte der z,- 
und z,-Skala angelegt, sie berithrt dann die mit dem 
zugehorigen z, beschriebene Kurve der z-Schar. 

Zur Konstruktion einer Fluchtlinientafel 
(Abb. 45) denken wir uns die Gleichungen der 
die Skalen 2,, %, 2, tragenden Kurven nach 
Zitf. 23 in Parameterform gegeben: 





ay: Bo: &3: 
X= Py(%),  %. = Yo (%), %3 = Pg (2g), (44) 
Abb. 45. Schema einer Fluchtlinientafel. Vi, (z,) 5 Vo = We (2) ) V3 = Ws (Zs) 5 


1) R. MEHMKE, Beispiele graphischer Rechentafeln. ZS. f. Math. u. Phys. Bd. 44, 
1899. Bei den Franzosen heiBen diese Tafeln abaques & points allignés, die Netztafeln 
(Tafeln mit Kurvenkreuzung) abaques a entrecroisement oder a lignes concourrantes. Abaque 
tSchacnieer) ist die Bezeichnung fiir eine graphische Rechentafel, fiir ein , Nomogramm'“, 

: ) Tu. Scumip, Darstellende Geometrie. Bd. II (Sammlung Schubert 66), 2. Aufl., 
S. 336. 1923; H.Scuwerpt, Lehrbuch der Nomographie. § 43 u. 44. Die Erweiterung 


seiner Methode auf Netztafeln mit H6henschichtenlinien teilte mir Herr Hofrat Prof. Dr 
SCHMID miindlich mit. ; 
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wobei %,,Y, einen Punkt der mit z, beschriebenen Skala bezeichnet, ebenso 
% 2,2 einen Punkt der z,-Skala und x3, ys einen Punkt der 2,-Skala). 

Wenn drei Punkte 2,, 2, 23 auf einer Geraden liegen sollen, miissen ihre 
Koordinaten (x1, 1), (9, >), (%3, V3) der Gleichung geniigen: 


| v4 PY, Yy 1 
Hy Me 1)=0, (12) oder Me Wa Lise 0; (13) 
| Ys 1 3 Ws 1 


In diese Form 1a8t sich (8) immer iiberfiihren. Man kann durch entsprechende 
Operationen erreichen, da8 sdmtliche 4; von Null verschieden sind. Durch 
Division mit h,h,hs geht (8) in (13) tiber. Damit man F453 = 0 durch eine 
Fluchtlinientafel darstellen kann, muB es sich in Form (13) wberftthren lassen. 
Was in Ziff. 35 iiber die Darstellung von F423 = 0 durch drei Geradenscharen 
gesagt wurde, bleibt hier aufrecht. Wenn wir die Rechentafel einer projektiven 


Transformation unterwerfen, d. h. wenn wir (13) mit einer von Null verschiedenen 
Determinante 





ic 4t 


a 
b y b” 
Cc Cc Cc’ 


multiplizieren, geht sie nach Division mit den Elementen der dritten Spalte 
uber in 








ie ¥4 i Pi = ae es 

Ge Vs t= 0, O OP Oe C7 ad 
sy Oi 2s eee tees 
3 Ws 3 Wi ae a’ yp, + by, + 0” 


Durch derartige Substitutionen vermag man der Fluchtlinientafel eine ge- 
winschte Form zu geben, unendlich ferne Punkte der Skalen im Endlichen 
abzubilden, gewiinschte Partien der Skalen allein in einem bestimmten Rahmen 
zur Abbildung zu bringen, Teile der Skalen vergréBert oder verkleinert darzu- 
stellen, schlieBlich von vornherein die Flache der Tafel zu begrenzen, indem 
man die Randpunkte der zwei auBeren Skalen z. B. auf die Ecken eines Recht- 
ecks abbildet. 

Den speziellen Formen der allgemeinen Gleichung (13) entsprechen spezielle 
Typen von Rechentafeln?), deren einfachste im folgenden besprochen werden, 
vor allem die Fluchtlinientafeln, bei welchen alle drei Skalentrager Gerade 
sind. 


1) d’OcAGNE, dem man die duale Auffassung der Netztafeln mit drei Geradenscharen 
und der Fluchtlinientafeln verdankt, bediente sich urspriinglich einer eigentiimlichen Form 
von Geradenkoordinaten, der Parallelkoordinaten. Seine Darstellung iibernahmen F. Scuit- 
LING, Uber die Nomographie von M. d’OcaGne. 1900 und C. RunGgE, Graphische Methoden. 
1919. R. SoREAv gibt schon die Darstellung in kartesischen Koordinaten, ebenso O. LACMANN, 
H. SCHWERDT und P. WERKMEISTER. 

2) Man findet hieriiber Ausfiihrliches in den Monographien von d’OcaGNE und R.SoREAU. 
Einblick in den inneren Zusammenhang zwischen den Gleichungen dreier Veranderlicher 
Fy23 = 0 und den auf sie anwendbaren Anomorphosen und méglichen Gattungen von 
Rechentafeln gewann man durch den Begriff der nomographischen Ordnung. Siehe hieriiber 
auch das Referat von P. Luckey, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 4, S. 61. 1924. Anleitung 
zum Zeichnen von Rechentafeln an Hand instruktiver Beispiele geben die Biicher von O. Lac- 
MANN, H. ScHWERDT und P. WERKMEISTER. Eine Zusammenstellung der Gleichungsformen 
und der zugehérigen Rechentafeln findet man in der Schrift von B. M. Konorsxt. 
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Diese Tafeln mit nur geradlinigen Skalentragern ordnen sich in vier 
Gruppen: 

4. die drei Geraden sind parallel, 

2. zwei Gerade sind parallel, 

3. die drei Geraden schneiden sich in einem Punkt, 

4, die drei Geraden haben keinen gemeinsamen Schnittpunkt, keine zwei 
derselben sind parallel. 

38. Fluchtlinientafeln mit drei parallelen geradlinigen Skalentragern. 
Die Ablesegerade schneidet in Abb. 46 aus den drei mit z,, 2,, 2, beschriebenen, 
in gleichem MaBstab gezeichneten Funktionsskalen (Punktskalen) 91, %2, 93 
Abschnitte aus, fiir welche man sofort 
abliest “7 23 

(P1 — Ps): Mz = (Ps — Py: My 
oder 


My Py + My Pz — (mM, + My) Ps = 0. (14) 8 


Die Gleichungstype dieser Rechen- 7 
tafeln ist daher 


Ath+h=0, (15) 


wobei die Skalen nach den Funktionen ~~ 





Z. 4 
Zp Zo 


Z 


2 





Abb. 46. Fluchtlinientafel mit drei parallelen Abb. 47. Fluchtlinientafel fiir 2,2, = 24. 
Skalentragern. 


‘A fs pee 


a P2 ns? OE ae 





(16) 

geteilt sind. 
Beispiel. Die Gleichung: 

21 85 = a3 


ist logarithmiert von der Form (45): 
log2z, + logz, — logz, = 0. 


Entsprechend (16) ist hier in beliebigem Mafstab mM, =m, = 1, die z,-Skala 
liegt genau in der Mitte zwischen den z,- und z,-Skalen, wegen der dritten Glei- 
chung (16) ist die Einheitsstrecke von logz,; nur die Halfte der fiir logz, und 
logz, gewahlten (Abb. 47). Man sieht den Vorteil der Fluchtlinienmethode aus 


der Einfachheit dieser Multiplikations- und Divisionstafel gegeniiber den Netz- 
tafeln Abb. 40 und 42. 


li 
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Beim geometrischen Mittel z, = Yz,z,, oder 
logz, + logz, — 2logz, = 0, 


sind alle drei Skalen kongruent, die z,-Skala befindet sich wieder in der Mitte. 
Abb. 48 gibt fiir einen Schwingungskreis den Zusammenhang zwischen Wellen- 


cm 
1-107 OOH 


8 


6 
5:108 





2 a 
Abb. 48. 4, = Ta | liens (OP. 


lange 2, in Metern, Selbstinduktion LZ, in cm und Kapazitaét Cy, in cm zu- 
folge?): 
ye Shs Saal 
m 100 cm “cm 
1) Die Abbildung ist entnommen aus L. Bercmann, Nomographische Tafeln fiir den 
Gebrauch in der Radiotechnik. S. 34. Berlin: Julius Springer 1925. 
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39. Rechentafeln mit zwei parallelen und einer schneidenden Geraden als 
Skalentrager. Nach ihrer Form (Abb. 49) heiBen diese Tafeln auch Z-Tafeln. 
Mit den Einheitsstrecken /,, /,, /, sind auf den drei mit 2, 2), 2, beschriebenen 
Geraden die Funktionswerte 91, q2, @3 aufgetragen, die Anfangspunkte der 
Bezifferung sind 0,, 0,, 03, wobei 0, mit 0, zusammenfallt. Die Strecke 05 0, 
ist 7 cm oder im MaBstab /, ist 7 = al,. Man liest unmittelbar ab: 

LP ee. ls Pg 
lop. b — IgGs" 
Wahlt man /, = /, und ersetzt / durch a/,, so wird diese Gleichung zu 








hie Ope eh (17) 
2 4— G3” 
Setzt man a 
QM=h, CVr=fhe, rami GAC 
dann lat sich die fiir diese Tafelform typische Gleichung (17) auch schreiben als 
f= fale. (18) 


Beispiel. Bei Messungen mit der Wheat- 
stoneschen Briicke sei w, der gegebene, w, 
der gesuchte Widerstand, w, sei die Ablesung 
am Me8draht, dessen Lange a = 100 cm sein 
soll. Die Beziehung zwischen den drei GréBen 
w ist dann Wy W3 











We a— Ws’ 








27 





UB Gy O,=03 



































Pi eeiln cose 


ee 00 a 


Abb. 49. Fluchtlinientafel aus zwei parallelen und einer x ‘3 Wi _ Ws 
athneidend@y" Gade Abb. 50. Wheatstonesche Briicke a = Geo 





hat also ganz die Form der Gleichung (1 7). Wir wahlen 1, =/,= 41cm und 
verfiigen tiber den MaBstab der Strecke 0, 03 so, daB diese Strecke gleich a = 100 
MaB8stabeinheiten sein soll. In dieser Einheit ist w, aufzutragen, wobei wz die 
am MeSdraht abgelesenen cm bedeutet. Entsprechend der Gleichung 

Wy 4 Wy 

W, 100 — ws 


sind die drei Skalen gleichformig (Abb. 50). Am einfachsten ist die Zeichnung 
dieses Nomogramms in Millimeterpapier, weil darin die drei Skalentrager schon 
regular geteilt sind und nur die Bezifferung anzuschreiben ist. 

Von der Form (18) ist die Gleichung fiir die Korrektion Rk, welche von 
dem in mm abgelesenen Barometerstand } wegen der Temperatur ¢ (in Celsius- 
graden) des Quecksilbers abzuziehen ist: 


k = 0,00016- d-¢. (19) 
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Wir wahlen & = y, = z, und die Streckeneinheit 1 cm fiir k = 1mm, weiter 
soll b = y, = z, sein und die Streckeneinheit 1. cm soll 50 mm des Luftdrucks 
entsprechen. Fiir ¢ ware entsprechend 
0,00016¢ = —"3_ 
Ge Bs 
eine projektive, mit ¢ zu beziffernde Skala aus der reguldren @3-Skala abzu- 
leiten. Man kann aber die mittlere Skala (Abb. 54) einfach dadurch teilen, daB man 
an den Schnittpunkt der Verbindungsgeraden von b- und k-Werten mit der 
5 Transversalen den ihm nach (19) 
800 zukommenden ¢-Wert anschreibt. 
ros In Abb. 54 sind nur die in Be- 
tracht kommenden Teile der 
Skalen gezeichnet. 


700 





600 
500 
is 
WT Le 
Abb. 51. Barometerkorrektion wegen Temperatur des Quecksilbers Abb, 52. Schema einer Fluchtlinientafel aus 
k = 0,00016 bt. drei sich in einem Punkt schneidenden Geraden. 


40. Fluchlinientafeln mit drei geradlinigen Skalentragern, welche durch 
einen Punkt gehen. Auf den drei Geraden sollen vom Schnittpunkt O als Anfangs- 
punkt (Abb. 52) die drei Funktionsskalen ,, g2, vy; aufgetragen sein, der Einfach- 
heit halber nehmen wir an, im gleichen MaBstab. Eine Gerade schneidet drei 
zusammengehorige Punkte aus und beziiglich der Flacheninhalte der drei ent- 
stehenden Dreiecke gilt 


PoP3Sin& + P3Y,Sinf = Y,y2SInNy , 





es sin sinf _ sin 
Sw (20) 
1 2 Cee 
Der allgemeine Typus dieser Rechentafeln ist 
1 1 1 
— — —— 6 21 
leg aE iy 
Wahlt man « = 6 = 60°, so geht (20) direkt in die Form 
1 1 1 
= 4. —— Ss 


Pr 2 Vs 
iiber. Ist « = 8 = wm + 60°, dann nimmt (20) auch die Form (21) an, wenn 
fiir die Skala gw, die Einheitsstrecke /; = /- 2cos ~. gewahlt wird, worin / die 
Einheitsstrecke der g,- und q,-Skala bedeutet. 
Beispiel. Der resultierende Widerstand w, zweier parallel geschalteter 
Stréme mit den Einzelwidersténden w, und w, ist 


4 ab 4 1 
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Da hier die Argumente an Stelle der Funktionen von (21) auftreten, sind alle drei 
Skalen regelmaBig. Auf den Winkel w und seinem EinfluB auf die Wahl des 
MaBstabs der w,-Skala braucht man nicht zu achten, wenn man die Kon- 
0 struktion in Millimeterpapier aus- 
fithrt (Abb. 53). Man wahlt eine 
vertikale Gerade des Netzes als 
w,-Trager und verwendet die Milli- 
meterverteilung als w,-Skala, zeich- 
net von O aus unter gleichen 
Winkeln zur w,-Geraden die zwei 
Geraden der w,- und w,-Skala. Jede 
die w,-Skala in einem mit x be- 
zifferten Punkte schneidende Hori- 
zontale des Netzes trifft die zwei 
anderen Skalentrager in Punkten, 
die mit 2% beschrieben werden, da- 
durch sind die Teilungen der zwei 
schragen Geraden auch durch die 
Netzteilung schon gegeben. 
180 Dieselbe Tafel istverwendbar zur 
Berechnung derresultierendenSelbst- 
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<2o _|__ligo 400 induktion L, zweier parallel geschal- 
704 73 m2 teter Selbstinduktionen L, und Ls: 
Hl 1 1 : 1 1 1 
Abb. 53. —=—+—. = 
W, Wr We Ta K, © Ti 


ferner zur Bestimmung der Gesamtkapazitaét zweier in Serie geschalteter Kon- 
densatoren mit den Kapazitaéten C, und C, 
1 1 fi 





Cie Capea 
schlieBlich zur Auflodsung der Linsenformel: 

ee 

i Tbe oe Oe 


41. Nomogramme mit drei geradlinigen Skalentragern in beliebiger Lage. | 
Auf den drei Geraden (Abb. 54) seien im gleichen Mafstab die mit 2,, 2, 25 
bezifferten Skalen der Funktionen 91, 2, Ps 
von den Anfangspunkten O,, O,, O, in der 
durch die Pfeile angegebenen Richtungen auf- 
getragen. Eine Ablesungsgerade schneidet die 
drei zusammengehorigen Punkte P, Q, R aus 
und nach dem Satz des Menelaus ist 
O.P 0,0. 0,8 
O; PO, 0 Ok 
oder, went’ 0,0, = 4, 0,0, = 6) 0,0, =o 
gesetzt wird: 
Fi Y2 ¥3 


JE 





= 1 











7 . ee 
Py AG, — OG, — 
Abb. 54. Schema einer Fluchtlinientafel D i i 
drei Geraden in beliebiger ee eooe - earners Tete i 
‘f if of go (22) 


und die Skalentrager sind nicht nach /,, f,, fs zu teilen, sondern 
i » Ia» , nach 1, %e, Ps» 
die aus den / berechnet werden Boney : aes 


Oe Le Nee LS Sos 


tea fom aa sey este 
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Wenn im Variabilitatsbereich, der fiir die Tafel in Betracht kommt, eine der 
Funktionen f gleich 1 wird, dann wird das entsprechende g unendlich, die Tafel 
wide sich ins Unendliche erstrecken. Angenommen, es geschihe dies fiir f,, 
dann wird /, ersetzt durch k/,, wo die Konstante k > 1; entsprechend (22) 
mu8 dann fiir f, eine Funktion = eingefiihrt werden. Ebenso bildet man, falls 
f#, und f, den Wert 1 annehmen, das Produkt der Funktionen k/,, kf, und it 


42. Zusammenstellung der Gleichungstypen fiir Fluchtlinientafeln mit 
drei geradlinigen Skalentragern. 


4. Die drei Geraden sind parallel fit fot fs = 0; 





2. zwei Gerade sind parallel dy = tales he een De 
; Pe Cane 
3. die drei Geraden gehen durch einen Punkt < -+ = = = : 
1 2 3 
4. die drei Geraden haben keinen gemeinsamen Schnittpunkt, keine zwei 


von ihnen sind parallel hiofs = 1. 


Die erste Type ist von der Form, welche im kartesischen anamorphosierten 
Netz durch drei Scharen paralleler Gerader darstellbar ist. Auf diese Form 
sind auch die drei anderen Typen durch einfache algebraische oder transzendente 
Substitutionen (Logarithmieren) itiberfiihrbar. Fiir alle vier Arten der Flucht- 
linientafeln mit drei geradlinigen Skalentragern ist daher eine duale Abbildung 
im (anamorphosierten) kartesischen Netz moglich, wo auch die z,-Schar eine 
Schar paralleler Gerader ist [Ziff. 33, Gleichung (5)]. 

43. Fluchtlinientafeln mit zwei parallelen geradlinigen und einem krumm- 
linigen Skalentrager. Diese Type ist die duale Umformung der kartesischen 
(anamorphosierten) Netztafeln, bei denen 
zwei Geradenscharen achsenparallel, die 
dritte Geradenschar aber keine Parallel- 
schar ist, ihr Gleichungstypus ist (4) in 
Ziff. 33. 

Die X-Achse eines rechtwinkligen 
Systems wahlen wir senkrecht zu den 
beiden parallelen Skalentragern (Abb. 55), 
deren Abstand 2a ist, die Y-Achse in 
der Mitte zwischen ihnen; nach Ziff. 32 
sind die Gleichungen der Skalen in 





Parameterform, wenn /, und /, die Ein- Oe eee x 
heitsstrecken der geradlinigen Skalen- Abb. 55. Schema einer Fluchtlinientafel aus zwei 
tri ind gerad- und einem krummlinigen Skalentrager. 
rager sind: 
isd, Ny =a, X= Xz (Zs) , (23) 
My=hh, Vo = fele, V3 = Vs (2s) - 


Die Gleichung der Geraden, welche drei zusammengehérige mit 2, 2, 23 be- 
schriebene Punkte der drei Skalen verbindet, ist Gleichung (12) in Ziff. 37 oder 
in entwickelter Form 


3 (%_ — %3) + V2(%3 — %4) + 3 (%1 — %_) = 0, 
welche durch Einsetzen von (23) wird: 
fil, (a@ — 4% (23)) + fete (%3 (23) + 4) — Ys (Zs) 24 = O. 
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Die allgemeine Type ist AAA (24) 
dieselbe Gleichung wie (4). Hierbei ist gesetzt: 


fy = h(a — %s) 83 = /o(%3 +4) Ny =—24Ys. (25) 
Durch Elimination von x, aus den zwei ersten Gleichungen wiirde man eine 
Bezichung zwischen f, und g, erhalten, welche in der allgemeinen Gleichung (24) 
nicht erfiillt sein muB. Um dem auszuweichen, denken wir uns die Gleichung (24) 
mit einem Faktor kg(z,) multipliziert und erhalten statt (25) 





Rgfy = (a — %s) Ps 8s = I,(%g + 4) Rghg = —2aY3.- (25’) 
Hieraus folgt be cae 
3 lofs + 418s 
Y hg 
70 10 zy 
g I = 
-1 
8 8 
: -6 
Z 5 
6 6 hy 
5 5 p e 
4 y 2 
3 3 
2 2 
fs 
—- © Y 
x a SO AF 7. 
\ \ | | (54 od: Mi 
—2 x 2 
we 
-3 hse Ee 
+4 
a ee me 
ao 4 +6 “5 
7 
-6 SA wee esa 
mh we +8 a 
-8 Ss 9 -8 
779 +239 
“/-10 ee) 
-7 - pe 
Abb. 56. Tafel zur Auflésung der quadratischen Gleichung 22+ pz+q=0. 
und die Parametergleichung des krummlinigen Skalentragers 
a (183 — leafs) Llghg 
Ne = EF = — >. 26 
p lofs + 418s Ys lots + 483 23) 
Werden die Mafstabe gleich gewahlt, 1, = 7, =1, dann wird (26) zu 
Csias fs Ths 
Ne en 5 ee 27. 
: &st+fs he &3 + fs (27) 


Aus dieser Parameterdarstellung ist zu jedem z,-Wert das x, und y, zu berechnen 
und so die Kurve punktweise zu zeichnen und mit diesen z,-Werten zu beziffern. 
Durch Elimination von z,; aus (27) erhalt man die Gleichung des krummlinigen 
Skalentragers ys; = y3(%3), welche man aber nicht zu berechnen braucht. 

Beispiel. Die quadratische Gleichung z? + pz + q = Oist von der Form (24), 
wenn man nach Umstellung identifiziert: 


h=0. h=G f—1) &=% Maa 
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Mit der Einheitsstrecke / = 0,5 cm tragen wir (Abb. 56) die zwei regularen 
Skalen /, = 2z,=q und f,=2z,= > auf zwei Parallelen auf, deren Abstand 
2a = 61 =%3cm genommen ist. Die Gleichung der Kurve ist (mit 7 = 1 und 
2a = 6 im MaBstab der Einheitsstrecke / = 0,5 cm) nach (27): 


z—1 ie 
ee es as term (28) 
oder nach Elimination von z aus diesen zwei Gleichungen 
RC ate 28 
Olt = 3}? 


ist also eine Hyperbel. Wir tragen sie punktweise nach (28) auf und schreiben 
den zugehérigen z-Wert neben die Punkte. 

Die eingezeichnete Lage der Ablesegeraden entspricht der Gleichung 
z21+2z—8=0 mit den Wurzeln +2 und —4. Zur Auflésung einer 
quadratischen Gleichung reicht auch der untere Zweig der Hyperbel allein aus. 
Um die negativen Wurzeln kleiner ¢ 
als —4 (der mit z =—41 beschrie- 7 
bene Punkt liegt im Unendlichen) 7 
zu erhalten, ersetzt man in der 
Gleichung zweiten Grades z durch 
—z. Die gestrichelte Ablesegerade 
gibt die Wurzel 4 fiir die Gleichung 
22 — 2z— 8=0 oder +4 fiir die 
urspriingliche. 

Wenn die Werte der Koeffi- 
zienten p und q so groB sind, dab 
sie auBerhalb des Gebietes der Tafel 
fallen, dann fiihrt man ein Viel- 
faches von z, z. B. 3z, 402, 1002, als 
neue Verdnderliche € in die Glei- 
chung ein; bei sehr kleinen , q er- ~ 
héht man die Genauigkeit der Ab- - 
lesung durch Einfiithrung von 2/10 ~3 
usw. als neue Veranderliche. Durch - 4 
dies Nomogramm erhalt man die -5 
reellen Wurzeln aller quadratischen -6 4-3 
Gleichungen auf 2 bis 3 Stellen ge- -7 
nau. Durch ahnliche Diagramme, -, 
welche aus zwei parallelen, geraden, [ 
regular geteilten Skalentragern und 
einer krummen Punktskala_ be- _ 
stehen, lassen sich die reellenWur- _, 
zeln der trinomischen Gleichungen _ 


s+ pz + ¢=0 ay 


ae 














‘genadhert bestimmen. Als Beispiel _ =} 
diene die kubische Gleichung in oe ‘ 35 
reduzierter Form: -¢ Zz -72 
a + pz a i= O. (29) Abb. 57. Tafel zur Auflésung der reduzierten kubischen 


0 Gleichung z+ pz+q=0. 
Entsprechend (24) setzen wir 


4= q=h, 2 = p=, fs=1, aod hg = 2°. 
In Abb. 57 sind die MaBstiabe der reguléren Skalen J, = 0,5 cm, J, ='1 cm, der 
38* 
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Abstand 2a = 8cm gewahlt. Wenn 1 fiir /, geschrieben wird, ist die Parameter- 
gleichung des krummlinigen Skalentragers: 
psec ants] Ya = — 228 ; 
3 ye Zg +2 
Damit wird die z-Skala punktweise konstruiert. Es sollen die reellen Wurzeln von 
2—7z+4=0 


genahert bestimmt werden. Die Verbindungsgerade von g = 4 und p= 
schneidet die z-Kurve in den Punkten z = 0,6 und z = 2,3. Um die negative 


Wurzel zu erhalten, wird in der vorgelegten Gleichung z durch —z ersetzt. Die 
Verbindungsgerade von g = —4 und # =—7 schneidet die z-Kurve sehr nahe 
bei z = 2,9. Die Gleichung hat also Wurzeln nahe +0,6, +2,3, —2,9, die auf 
numerischem Wege weiter anzunahern sind (Kap. 15, Ziff. 3). 

Die Tafel hat fiir #,q und z beschrankte Skalen; wenn #, q, z auBerhalb 
dieses Bereiches fallen oder so klein sind, daB eine scharfe Ablesung nicht médglich 
ist, ersetzt man in (29) z durch kz, wobeik passend groB oder klein gewahlt wird. 

44. Fluchtlinientafeln mit zwei oder drei krummlinigen Skalentragern. 
Von diesen Nomogrammen behandeln wir nur die Type, bei welcher zwei Skalen 
auf demselben Kegelschnitt angeordnet sind, der Trager der dritten Skala gerad- 
oder krummlinig ist. Man verdankt sie CLARK!). Die typische Gleichung dieser 


Rechentafeln ist fies Pe. ee (30) 


Die spezielle Type, bei welcher ein Kreis der Trager der zwei Skalen ist, fand 
SoREAUv?). In letzterem Fall sind die Gleichungen, nach welchen die Skalen- 
_punkte aufgetragen werden, in Parameterform: 

















ne oe 2a: 

xy —— 4 7 fC = 1 ye. = fs 
ee oa G 1S 5 3 fg + hs 
ht fe = 83 











eT ae ac at 

Durch Elimination von /, aus den zwei Gleichungen fir z, folgt die Gleichung 
des Tragers x? -+ y?=4%x,, ebenso erhalt man durch Elimination von /, aus 
dem zweiten Gleichungspaar *3 + y3 = *,, woraus man sieht, da8 der Trager 
beider Skalen derselbe durch den Ursprung gehende Kreis ist, denn die Indizes 41 
und 2 bei x und y sollen nur die Trennung der Skalen erleichtern. Durch Eli- 
mination von z3; aus dem dritten Gleichungspaar er- 
halt man die Gleichung des Tragers der dritten Skala, 
der gerad- oder krummlinig sein kann. 

Wahilt man als Trager der z,- und z,-Skala dieselbe 
Parabel y = x? (Abb. 58), dann sind die Skalenpunkte 
zu konstruieren aus den Gleichungen in Parameter- 






form: 25: 2: 2g: 
m= fh, X= fe ws wis 
2 h 
0 x Ya Eh at Slate a ale cae 


Abb. 58. Schema einer Fluchtlinien- : : : : 
tafel, bei welcher 2wei Skalen auf dem. Die Gleichung, welche durch dies Nomogramm ge- 


selben Kegelschnitt aufgetragen sind. 6st wird, ist wieder (30). 


» J. CvarK, Revue de Mécanique 1907, ferner d’Ocacne, Calcul graphique, S. 290. 
a ) R. SorEau, Nomographie 2, S. 16. Mém. et comptes rendues de la Soc. d. Ing. 
civils de France A 906; ferner O. Lacmann, Die Herstellung gezeichneter Rechentafeln S. 70, 
die Zeichnung einer solchen Tafel S. ER 
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45. Andere Ablesevorrichtungen bei Tafeln mit drei Punktskalen. Bei den 
Fluchtlinientafeln wird die Ablesung zusammengehoriger 2,, 2), 2;-Werte der 
drei Skalen durch eine Gerade vorgenommen, welche man sich als Kante eines 
Lineals, geraden Strich auf durchsichtigem Papier oder durch einen gespannten 
Faden realisiert denkt. Bei den Dreieckstafeln in Ziff. 34 haben wir eine Ablese- 
vorrichtung, bestehend aus drei sich unter Winkeln von 60° schneidenden 
Geraden, kennengelernt. Durch andere Ablesevorrichtungen ist man in der 
Lage, Rechentafeln mit drei Punktskalen zu entwerfen fiir Gleichungstypen, 
fiir welche eine Fluchtlinientafel nicht herstellbar ist. Als Ablesekurven?) 
dienen hierbei ; 


zwei Gerade, die sich unter einem rechten Winkel schneiden, 
zwei parallele Gerade mit veranderlichem’ Abstand, 
ein Kreis. ; 


Bei Netztafeln ist auch die Parabel als bewegliche Ablesevorrichtung in Ver- 
wendung, wenn eine der drei Scharen aus kongruenten Parabeln besteht, die 
durch Parallelverschiebung der Parabel y = x? entstehen; ein Beispiel hierzu 
in Ziff. 46. 

46. Graphische Rechentafeln fiir funktionale Beziehungen zwischen vier 
und mehr Veradnderlichen. Man konstruiert solche durch Verbindung von zwei 
oder mehr Rechentafeln fiir drei Veranderliche. Es werden entweder nur Netz- 
tafeln untereinander verbunden oder nur Tafeln mit bezifferten Skalen, oder 
beide Gattungen kombiniert?). Es soll hier nur ein Beispiel von REUSCHLEs?) 
graphisch-mechanischer Methode zur Auflésung von Gleichungen gegeben 
werden. Bei der vollstandigen kubischen Gleichung 


8 + bx? + cx =d (31) 
wird gesetzt 
y= x*+ Ox +, (32) 
womit (31) tubergeht in 
St (33) 


Werden x,y als kartesische rechtwinklige Koordinaten aufgefaBt, so ist (33) 
bei veranderlichem d eine Schar gleichseitiger Hyperbeln*) (Abb. 59). (32) ent- 
steht durch Verschiebung der Parabel y = x?, die Achse bleibt parallel der 
Y-Achse. Die reellen Wurzeln der Gleichung (31) werden erhalten als die Schnitt- 
punkte der Parabel (32) mit der Hyperbel, welche zum Wert d gehort. Man 
zeichnet die Parabel y = x? auf durchsichtiges Papier und legt sie entsprechend 
(32) auf die Hyperbelschar. 

Bei der Gleichung x? — 6x2 — 31x-+120=0 kommen die Parabel 
y = x2? — 6x — 31 und die Hyperbel xy =—120 in Betracht. Da hierzu die 
Tafel nicht ausreicht, substituiert man eine neue Veranderliche & mittels x = 2é 
und erhalt nach Division mit 8 die Gleichung 


Ca Fh a ee 85. 


1) Naheres in den Biichern von R. SOREAU und P. WERKMEISTER. 

2) Die Herstellung solcher Tafeln besprechen d’OcaGneg, O. LAcCMANN, R. SOREAU 
und P. WERKMEISTER in ihren Monographien. Weiter findet man viel hieritber in der 
ZS. fiir angew. Math. u. Mech. ; 

3) R. MeHMKE, Numerisches Rechnen; Enzyklopadie d. Math. Wissensch. Bd. I, F., 


S. 1045. 
4) Uber die Ablesung zusammengehoriger 7, y bei konstantem d auf dem Rechenschieber 


siehe RuNGE-KOniIG, Numerisches Rechnen, S. 6. 


598 Kap. 14. K. Maprr: Graphisches Rechnen. Ziff. 46. 


Die der Gleichung 7 = ( — 3)2— 10 entsprechende Parabel ist in Abb. 59 
gezeichnet. Die Schnitte dieser Parabel mit der Hyperbel $4 = —45 haben 
die Abszissen —2,5, +1,5, +4, daher sind die Wurzeln der urspriinglichen 


Gleichung —5, +3 und +8, 


410 





5 














Abb. 59. Tafel zur Lésung der vollstandigen kubischen Gleichung 2° + ba2+ca=d. 


Diese Methode der Auflésung vollstandiger kubischer Gleichungen ist eine 
einfache Weiterbildung der Auflésung von Gleichungen durch zwei Kurven, 
welche in Ziff. 5 und speziell 6 besprochen wurden. Gerade dies Beispiel zeigt, 
welch 6konomische Hilfsmittel die Nomogramme im Zahlenrechnen sind. 


Literatur zum Abschnitt III. M.d’Ocaenz, Traité de Nomographie. 2. Aufl. 
Paris 1921; B.M. Konorsxi, Die Grundlagen der Nomographie. Berlin: Julius Springer 
1923; O.Lacmann, Die Herstellung gezeichneter Rechentafeln. Berlin: Julius Springer 
1923; P. Lucky, Einfihrung in die Nomographie. Teubners Math. Physik. Bibl. Bd. 28 
und IT. Aufl. Bd. 59/60. 1927; R. MzeHmxKer, Numerisches Rechnen. Enzyklopadie d. Math. 
Wissensch. Bd. I, F.; H.ScuweErpt, Lehrbuch der Nomographie auf abbildungsgeometri- 
scher Grundlage. Berlin: Julius Springer 1924; R. SorEAU, Nomographie ou Traité des 
Abaques. 2 Bde. Paris 1921; P. WERKMEISTER, Das Entwerfen von graphischen Rechen- 
tafeln. Berlin: Julius Springer 1923. 


Kapitel 45. 


Numerisches Rechnen. 


Von 


KARL MADER, Wien. 


1. Einleitung. Rechenhilfsmittel. Funktionstafeln. Der Physiker mu8 meist 
ein Problem bis zum numerischen Ergebnis durchrechnen. Die fiir die Lésung 
geforderte Genauigkeit wird von vornherein festgesetzt und danach die Rechnung 
angelegt. Wielfach wird man fir die Lésung zuerst einen Naherungswert aut 
graphischem oder numerischem Wege ermitteln und ihn dann numerisch weiter 
verbessern. Bei Verwertung von Beobachtungsergebnissen ist die Genauigkeit 
des Resultats durch die der MeBmethode selbst begrenzt, den Rechenvorgang 
fiihrt man am besten nach der GauBschen Methode der kleinsten Quadrate durch 

Von der numerischen Rechnung ist zu fordern, daB sie 

4. die angestrebte Genauigkeit einhalt, 

2. auf kiirzestem Weg zum Ziel fuhrt, 

3. daB bei jedem Schritt Klarheit tiber die Abweichung von der strengen 
Lésung herrscht. 

Wenn fiir ein Problem geniigend Daten vorliegen, laBt es sich immer numerisch 
zu Ende fiihren, auch wenn eine analytische Lésung nicht gegeben werden kann; 
so ist ein Integral, das sich nicht in geschlossener Form auswerten 1aBt, einer 
numerischen Berechnung zuganglich, und eine Differentialgleichung 14Bt zu 
gegebenen Anfangswerten immer eine numerische Lésung zu. Das Problem 
der drei Kérper ist allgemein nicht lésbar, im speziellen Fall gestatten die Metho- 
den der Himmelsmechanik, den Ort eines Himmelskérpers fiir beschrankte 
Zeiten mit einer Genauigkeit zu berechnen, die nur begrenzt ist durch die Genauig- 
keit der Positionsmessung und gewisser astronomischer Fundamentalkonstanten. 

Weiter wird man jeden méglichen Gebrauch von maschinellen Hilfsmitteln | 
machen!). Von speziellen Einrichtungen der Logarithmentafeln?) seien ge- 
nannt die Tafeln der Additions- und Subtraktionslogarithmen, der Potenzen, 
die S- und T-Tafeln fiir die Sinus und Tangenten kleiner Winkel, Tafeln der 
Vielfachen des Moduls M und 1/M, um aus den Briggsschen die natiirlichen Loga- 
rithmen zu erhalten. 

Vierstellige Tafeln der gebraéuchlichen Funktionen wie Gammafunktion, 
Hyperbelfunktionen, elliptische, Besselsche und Kugelfunktionen sind zusammen- 
gestellt von JAHNKE und EMDE’). 

1) A. GALLE, Mathematische Instrumente. 1912; K. LENz, Die Rechenmaschinen 
und das Maschinenrechnen. 2. Aufl. 1924; R. MEHMKE, Numerisches Rechnen. Enzyklo- 
padie d. math. Wissensch. Bd. I, F.; F. A. Witrers, Mathematische Instrumente. 1926. 
Sammlung Géschen Nr. 922; M. d’OcaGNE, Le calcul simplifié. Paris 1928. 


2) L.v. ScurutTKA, Zahlenrechnen. 1923. . 
8) E. JAHNKE u. F. EMDE, Funktionstafeln mit Formeln und Kurven. 1909. Uber- 


sicht iiber alle existierenden Funktionentafeln gibt J. W. L. GraIsHER, Art. Mathematical 
Tables. Encyclopaedia Britannica. 11. Aufl. 1911. 
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I. Genadherte Auflésung algebraischer und 
transzendenter Gleichungen. 


2. Die Regula falsi. Nach dieser Methode gewinnt man die reellen Losungen 
einer algebraischen oder transzendenten Gleichung /(%) = 0 in_schrittweiser 
Annaherung mittels linearer Interpolation!). Uber die Lage der Wurzeln wird 
man genadhert auf graphischem Wege unterrichtet, man entnimmt aus der Zeich- 
nung der Kurve y = /(x) die Schnittpunkte mit der X-Achse als Naherungs- 
werte der Wurzeln oder erhalt solche durch ein besonderes konstruktives Ver- 
fahren?), speziell durch die Methode von LIL’) bei algebraischen Gleichungen. 
Bei letzteren wird man die Anzahl der reellen Losungen nach der Cartesischen 
Zeichenregel oder dem Sturmschen Satz bestimmen*). 

Fiir die Funktionswerte /(x) in der Nahe einer Nullstelle rechnet man eine 
kleine Tabelle. Es seien x, und x, zwei benachbarte Argumentwerte, zwischen 
denen f(x) sein Vorzeichen wechselt. Die Sehne zwischen den zwei zugehérigen 
Kurvenpunkten hat den Anstieg 

f(¥2) — fla) 
Mean T 


und den Schnittpunkt 
“5 V2 — *y 
*a = — 1%) Fee) — Ha) 





mit der X-Achse. xg ist ein besserer Naherungswert der Wurzel als x, und xp. 
Man beniitzt ihn mit demjenigen der Werte x, und x,, fiir den f(x) von ent- 
gegengesetztem Vorzeichen wie / (x3) ist, zur Berechnung eines weiteren Naherungs- 
wertes und setzt das Verfahren fort, bis die Grenzen, in welche man auf diese 
Weise die Wurzel einschlieBt, geniigend eng geworden sind. 

3. Das Newtonsche Verfahren. Auf graphischem Wege oder durch Rechnung 
einer Tabelle von /(«) oder durch irgendwelche rechnerische Uberlegungen ver- 
schafft man sich einen Naherungswert x, fiir eine reelle Wurzel der Gleichung 
(x) =0. Die Tangente im zugehérigen Kurvenpunkt schneidet die X-Achse in 








bess f (41) 
Ao Ree F(a)’ 
und x, dient als neuer Naherungswert der Wurzel, mit dem man den nichsten 
or, f(s) : 
iss Aaa I (¥2) 


berechnet. Man setzt das Verfahren fort, bis in der gewiinschten Genauigkeit 
ein Schritt kein vom vorausgehenden verschiedenes Resultat liefert. In nachster 
Nahe der Wurzel wird die Konvergenz sehr rasch'), 

Die analytische Bedeutung des Verfahrens ist: Man fiihrt in {(«) den Nahe- 
Tungswert x,, vermehrt um die unbekannte Verbesserung 6,, ein und entwickelt 
nach TAYLOR, wobei man nur die erste Potenz von 6, mitnimmt: 








O = f(a + 64) = f(%) + 6,f’(%), (1) 
woraus folgt 
ieee _ (1) ] 
: f (#4) (2) 
» Die Lésung einer Gleichung mittels héherer Interpolation: Ziff. 20 dieses Kapitels. 
) Kap. 14, I, 5 und Il, %) Kap. 14, 1, 2-4. 4) Kap. 2, Ziff. 48, S,.04, 


5) Uber Konvergenz- und Divergenzintervalle des Newtonschen Verfahrens: A. HUBER, 
Wiener Ber. IIa, Bd. 134, S. 405. 1925. 
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Der zweite Naherungswert ist 
Ny == % + O;, 


der noch nicht der genaue Wurzelwert sein kann, da in (1) nur die erste Potenz 
von 6, mitgenommen wurde. Zu x, rechnet man wieder eine Verbesserung ds, 
usf. Wenn in der Berechnung einer Verbesserung, z. B. bei 0; ein kleiner Rechen- 
fehler unterlauft, so daB 0 statt 6; berechnet wird, dann wird die Wirkung 
des Fehlers durch das weitere Verfahren beseitigt, denn x; + 0; ist immerhin 
ein brauchbarer Naherungswert, sofern der Fehler klein ist. Da die Verbesserungen 
bald klein werden und dann der Zahler in (2) eine kleine Zahl ist, gentigt es, 
die Ableitung auf wenig Stellen zu berechnen und den Quotienten auf dem 
Rechenschieber zu bilden. Wenn von einem Naherungswert x; an nur mehr 
kleine Anderungen eintreten, rechnet man die weiteren Verbesserungen mit 
dem ungeanderten Nenner /’(x;). 

Wenn die Differentiation von /(x) umstandlich ist, ersetzt man die Ableitung 
I’ (x) durch den Differenzenquotienten 


fe +h) — f(x) 
A 2 





worin / eine kleine GréBe ist, etwa eine Einheit der letzten Stelle von x,. 

Wenn die Berechnung von /’ (x) nicht langwieriger ist als die von f(x), fithrt 
das Newtonsche Verfahren rascher zum Ziel als das Sehnenverfahren (Regula 
falsi). Die Annaherung la8t sich noch auf folgende Weise?) beschleunigen. Man 
entwickelt (1) bis zur zweiten oder einer noch héheren Potenz von 6, und 
erhalt durch Reihenumkehr 


_ te) a) Be) 
= 1’ (%4) 2 f’(*) 3! f'(%) : G) 


welche Gleichung man durch Iteration?) lost. Man vernachlassigt in (3) zuerst 
die Glieder mit 67, 6? ... und erhalt fiir 6, einen Naherungswert, den man in die rechte 
Seite der Gleichung einsetzt, wodurch links ein neuer Wert 6, erhalten wird, 
den man wieder rechts einfiihrt usf., bis innerhalb einer gewissen Stellenzahl 
keine Anderung mehr eintritt. Man wendet diese Methode an, wenn die Ab- 
leitungen leicht zu bilden sind, also z. B. bei algebraischen Gleichungen, oder 
wenn /’ (,) klein ist. 

Weiter erhalt man raschere Annaherung durch Verbindung des Sehnen- 
verfahrens mit dem Newtonschen). 

Das Intervall (a,0,), das die Wurzeln einschlieBt, wird verengert durch 








On by 
CA a /(4) a =o Any , by ar by Es) (4) 


f (1) ° 
Aus (a,, 62) wird ebenso ein noch engeres Intervall (a3, 63) berechnet mittels 


(bs =~ A) _ bs ae b, f (bz) 


F (be) ’ 


bis schlieBlich zwei Intervallgrenzen a, und b, sich in der gewahlten Stellen- 
zahl nicht mehr unterscheiden. 





1) C. RunGE-H. Konic, Vorlesungen iiber numerisches Rechnen. S. 154. 1924; v. SAN- 
DEN, Praktische Analysis. 2. Aufl., S. 153. 1923. 


*) Ziff. 5 dieses Kapitels. ; 
3) H. WEBER, Lehrbuch der Algebra. S.162. Kleine Ausgabe 1912; WHITTAKER- 


Ropinson, The Calculus of Observations. S. 94. 1926. 
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Beispiel. In Kap. 14, Ziff. 3 wurde mit Hilfe des Lillschen Verfahrens x, = 2,2 
als Naherungswert der reellen Wurzel der Gleichung 
f(a) = 2° — 34" 4X 0 
gefunden. Es ist 


[@) = 34% — 62 + Ap) fh BY Omari 


Die Gleichung (3) 0,072 8 7,2 8& 6 
, ah eee s 
Olas 5,32 2 532 6 5,32 





oder 


fon | 
0, = 0,013534 — 0,6765 6} — 0,1880 6} (3’) 
ist durch Iteration zu lésen. Man setzt 6, = 0,013534 rechts ein und erhalt 
6, = 0,013534 — 0,0001239 — 0,0000004 = 0,013410. 


Das Glied mit 6? bleibt ohne Einflu8 auf die 6. Dezimalstelle und wird weg- 
gelassen. Durch Einsetzen des neuen Wertes fiir 6, in die rechte Seite von (3’) 


findet man 
6, = 0,013534 — 0,0001217 = 0,013412. 


Eine neuerliche Wiederholung fiihrt auf denselben Wert 6,. Man setzt als zweiten 
Naherungswert 


in (3) ein und erhalt fiir 0, die Gleichung 


é2 
a ee 2.28 _ —0,0000004, 





5,42 245 2 
63 braucht nicht mehr beriicksichtigt zu werden. Man erhalt weiter 
: 5s = +0,0000004 
und damit die Wurzel auf acht Stellen: 
% = 2,2134117... 


4. Das Newtonsche Naherungsverfahren bei zwei oder mehr Verdnder- 
lichen. Die Anwendung auf mehrere Gleichungen mit mehreren Unbekannten 
ist ganz analog der auf zwei Gleichungen, so daB wir uns auf diese be- 
schranken. Die zwei Gleichungen seien 


iG, Y= 0, g@d5) = 0; (5) 


%, VY; Naherungswerte fiir ein Wurzelpaar, ihre Verbesserungen /, und k,. Man 
entwickelt (5) nach TayLor und bricht nach den ersten Potenzen von /, und 
ky ab: 
O = flay + Ay, Ya + Ry) = F(1) + Afi Cada) + Ar fel%a 1) + °°, (6) 
O= e+, 1+ hy) = 8(%1V1) My 8a (% 1) + Py Bol%1 1) + °°, 


wobei die Indizes 1 und 2 bei f und g die partiellen Ableitungen nach x und y 
bedeuten. Man hat daher in (6) zwei lineare Gleichungen fiir die zwei Un- 
bekannten , und k,, die noch nicht die endgiiltigen Verbesserungen der Nahe- 
rungswerte sind, da nur die ersten Potenzen von hf, und k, mitgenommen 
wurden. Fiir die zweiten Naherungswerte 


4g =% +h, Ye=W+h 


id 
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rechnet man wieder analog (6) die Verbesserungen /, und k, und setzt das 
Verfahren fort, bis in der gewahlten Genauigkeit keine Anderung an den Wurzeln 
mehr eintritt. Da die Verbesserungen bald klein werden, geniigt es, die Ableitun- 
gen auf wenig Stellen zu berechnen und sie nicht mehr zu andern, wenn schon 
groBere Anna&herung erzielt ist. 

Diese Methode ist auf komplexe Wurzeln anwendbar. Es sei %, + 74 
der Naherungswert einer komplexen Wurzel von /(z) = 0. Man fiihrt in der 
Gleichung die unbekannten Verbesserungen 6x, und 7d, ein, nimmt in der 
Taylorschen Entwicklung nur die ersten Potenzen der Verbesserungen mit und 
erhalt durch Trennen des reellen und rein imaginaren Bestandteils zwei lineare 
Gleichungen fiir dx, und dy,, die man weiter verbessert. Die Rechnung ist ge- 
wohnlich langwierig. Wenn man von einer Gleichung auch die komplexen Wurzeln 
bestimmen will, ist es besser, von vornherein die Auflosung nach der Methode 
von GRAEFFE*) vorzunehmen. 

5. Die Iterationsmethode. Wenn sich die zu ldsende Gleichung auf die 
Form 


x = p(x) (7) 


bringen 1a8t, dann wird aus einem Naherungswert x, der Wurzel ein zweiter 
berechnet mittels 


Ro p(*1) ae (8) 


aus diesem ebenso ein dritter usf. 

Die Funktion g(x) darf sich in der Nahe der Wurzel x von (7) nur wenig 
andern. Um die Konvergenz des Verfahrens zu untersuchen, bildet man die 
Differenz von (7) und (8): 


4 — X= 92) — 9) = (& — ma) oI + Oe — mI], O<O <1. 


Angenommen, die Ableitung q’ (x) sei in dem Intervall zwischen der Wurzel x 
und dem Niaherungswert x, absolut kleiner als ein echter Bruch m, dann wird 


| * — %|<|%— x,|m. 
Weiter wird 
\w— x.) <|x—x,|m<|x— x, |m?, 
schlieBlich 


be ey Se ey ont 


oder die Abweichung des uten Naherungswertes ist kleiner als das m”~“fache 
des Fehlers des ersten Naherungswertes, wobei m als echter Bruch vorausgesetzt 
war. Ist die Ableitung y’(x) > 1, dann bildet man aus (7) die inverse Gleichung 


w(x) = %, 


welche durch Iteration gelést werden kann, da die Ableitung y’(x) zufolge 





WO) = aq 
wieder ein echter Bruch ist. 

Die Iterationsmethode wird vielfach in der Physik und namentlich in der 
Astronomie angewendet. Hier besteht oft p(x) aus einem von % freien Bestand- 
teil und einer Anzahl Korrektionsgliedern, die mit « nur wenig veranderlich sind. 
Durch Einsetzen eines Naherungswertes von x in die rechte Seite erhalt man 
einen besseren Wert von x. Aus der Bestimmung der Hohe eines Gestirns im 


1) Kap. 2, Ziff. 53, S. 97. 
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Meridian erhalt man die geographische Breite B des Beobachtungsortes; wird 
die Héhe etwas auBerhalb des Meridians gemessen, SO besteht fiir B eine Glei- 
chung, bei welcher rechts Korrektionsglieder auftreten, welche die Unbekannte B 
enthalten. Da fiir B immer ein genaherter Wert bekannt ist, gentgt die Ein- 
setzung desselben in die Zusatzglieder, um den genauen Wert von B zu er- 


halten. 
Weiter wird die Iterationsmethode bei der Reihenumkehr’) verwendet ; eine 


Anwendung wurde in Ziff.3 gegeben. Das Iterationsverfahren 1a8t sich. auf 
mehrere Gleichungen mit mehreren Unbekannten ausdehnen. 
4. Beispiel. Zur Bestimmung der reellen Wurzel von 


“3 — 2x2-+ 5% —0,8=0 
schreiben wir die Gleichung in der Form 
~ = 0,16 + 0,4x%2 — 0,2x° 
und fiihren rechts den Naherungswert x, = 0,16 ein, wodurch der zweite Nahe 


rungswert bestimmt wird: 
Ho = 0,10 -P-0,4> 0,107 — 0.22 0,163 = 0,16 + 0,01024 — 0,00082 = 0,1694. 


Weiter wird Xn OA7054; 
X4 = 0,170638, 
Xs = 0,170653, 


%_ = 0,1706548, 
Ky == 0,170055 23, 
Xe = 0,17065528, 
%_ = 0,17065528. 
2. Beispiel. Die Gleichung 
x — 0,2x%7 + 4% — 800 = 0 


hat eine reelle Wurzel nahe 9. Ein Ansatz wie im vorigen Beispiel ist hier nicht 
méglich, da | (9) | > 4. Es wird daher die Gleichung in der Form geschrieben: 


x = 800 — 4x + 0,2%?. (9) 





Man setzt = ) 800 = 9,3 in die rechte Seite von.(9) ein und erhalt nach- 
elinander 


x = 780,098 = 9,2056, 
%3 = 9,2056604, 
X4 == 9,2056604. 


Die Iterationsmethode dient weiter zur Berechnung irrationaler und transzen- 
denter Groen. Zur Bestimmung der Quadratwurzel aus einer Zahl N wahle 
man eine beliebige Zahl x, und rechne 


aa N 1 N 
=F [ult tg 5 (te +2). 
es ist) Lim 4, == /N ; 


*) Beispiel in Ziff. 20 dieses Kapitels. 


— ) ee : ~» 
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Weiter sei erwahnt die Berechnung des elliptischen Normalintegrals erster 
Gattung 


>n/g 





= (10) 


res eee Se 
V1 — k? sin? 
0 


durch das arithmetisch-geometrische Mittel nach Gauss. Man bildet 











R= yi — Pk 
hiermit 
Z 1+ k’ — 
aq=——, = Yt, 
und die zwei Folgen 
, a, + bi —_= # 
ay : > ? by = ya, 1) 
, as + b 5 eee 
= 2 ia) bs a Ae . 


Es ist nun lima’, = limd/, = M (1, R’) 
n=Co 


das arithmetisch-geometrische Mittel. Schon beim dritten oder vierten Schritt 
sind meist die beiden Mittel auf 6 Stellen gleich. Es ist nun das elliptische In- 


tegral 








at 1 
E= 7 MUP) 

und die komplementaére Funktion 

re & dq oat 1 

lear 2 M(1,k)° 

: 0 
Den Quotienten FM.) 
F M(,&) 


braucht man zur Berechnung der #-Reihen. 


C. RuncE-H. Kénic, Vorlesungen itber numerisches 
er 1924; C. RUNGE, Praxis der Gleichungen. 2. Aufl. 
H. v. SANDEN, Praktische Analysis. 9. Kap., 2. Aufl. 
The Calculus of Observations. 


Literatur zum Abschnitt I. 
Rechnen. Kap. 6. Berlin: Julius Spring 
Berlin u. Leipzig: W. de Gruyter 1921; 
Leipzig u. Berlin: Teubner 1923; WHITTAKER-ROBINSON, 


Kap. 6. London 1926. 


Ila. Differenzen- und Interpolationsrechnung bei 
ungleichen Intervallen des Arguments. 


6. Problemstellung. Die Interpolationsformel von Lacrance. Von einer 
Funktion, die in dem betrachteten Gebiet stetig vorausgesetzt ist, seien nur 
einzelne Werte durch Beobachtung oder Berechnung gegeben. Die Funktion 
wird, wenn ihr analytischer Ausdruck entweder unbekannt oder fiir die Rechnung 
zu kompliziert ist, zwecks Berechnung von Zwischenwerten durch eine ein- 
facher gebaute Naherungsfunktion ersetzt, die fiir die vorliegenden Argument- 
werte mit der gegebenen Funktion iibereinstimmt?) (Interpolation). 
nten einer Naherungsfunktion, die sich im ganzen Intervall der gegebenen 


gebenen Punkten iibereinstimmen zu missen, 
drate (Kap. 13 ds. Bandes) bestimmt. 


1) Die Konsta 
Funktion méglichst gut anschmiegt, ohne in ge 
werden durch die Methode der kleinsten Qua 
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Durch Differenzieren und Integrieren der Naherungsfunktion werden ge- 
niherte Ableitungen und Integrale der urspriinglichen Funktion gewonnen 
(numerische Differentiation und Integration). 

Wenn die Funktionswerte fiir aquidistante Argumentwerte gegeben sind, 
werden die Formeln einfacher als bei ungleichen Argumentintervallen. Im 
folgenden wird zuerst die Interpolation bei ungleichen Argumentintervallen 





besprochen. 

An den m Stellen x = a, b,c,..., & sei eine Funktion f(«) durch ihre Werte 
f(a), f(b), ..-, f(R) gegeben. Die ganze rationale Funktion m — 1ten Grades, 
welche an diesen Stellen die gleichen Werte annimmt, ist 

f(a) _v(*) f(2) _ v(*) F(R) p(F) 

| 84) = a x— at oO @—H WR)a—R’ (1) 

worin 


w(x) = (4 — alia — d)(% —c)...@—&). 


Wenn f(x) kein Polynom m— 1sten Grades ist, wird es an einer Zwischen- 
stelle x nicht genau mit (1) tibereinstimmen; der Fehler, der dadurch entsteht, 
daB f(x) durch g(x) ersetzt wird, ist um so kleiner, je naher * an einem der ge- 
gebenen Werte a, b, .. ., & liegt und je mehr es in der Mitte zwischen allen liegt?). 

‘7. Dividierte Differenzen. Interpolationsformel von Newron. Strich- 
regel von Gauss. Der Quotient 


f(a) — f(2) __f(a) 





f(®) 
a—b eb beg Oe eee 

heiBt die erste dividierte Differenz fiir die Argumente @ und 6?). Sie ist 
die mittlere Steigung der Funktion im Intervall (a, 6). Die dividierten Differenzen 
zweiter und hoherer Ordnung bildet man ebenso aus den dividierten Differenzen 
der nachst niederen Ordnung: 


6(ab) —d(bc) 
a—c 


slaicg 


O(abc) = 


Die dividierten Differenzen ordnet man in das Schema: 

















b H(b) d(abc) | 
(bc) | d(abcd) | 
6 C cd) | d(abcde 
f(c) d(bed ) 
- |} 8(cd) | d(bcde) 
d t(4) d(cde) 
O(de) 
é re) | | 


Die ganze Funktion (m — 1)-ten Grades, welche an an m Stellen a,b,...,h,k 
mit der durch die Funktionswerte /(a), f(b)... gegebenen iibereinstimmt, ist 


f(x) =f (a) + (w—a) 6(ab) + (x—a) (x—6) d(abc) + (x—a)(x—b) (a —c) 6(abcd) 
+ ++ + (% — a)(x — b)(% — ec) --- (% —h) O(abe --- hk). 


> Ale BAUSCHINGER, Enzyklopadie d. math. Wiss. Bd. I, D 3, S. 803. 
a8 ses der Symbolik von T. N. THIELE, Interpolationsrechnung. Leipzig: Teubner 1909; 
. F. Gauss (Werke Bd. 3, S. 265) schreibt [ab], dieselbe Schreibweise in N. E. NORLUND, 
Vorlesungen iiber Differenzenrechnung. Berlin: Julius Springer 1924. 


(2) 
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(Newtonsche Interpolationsformel). Das Restglied, das an den Stellen 
a,b,...,k verschwindet, ist 


(% — a) (% — b)...(% — k) O(x, a,b,c... hk). 


Die Formel (2) verwendet die schrag absteigenden dividierten Differenzen, 
die folgende die schrag aufsteigenden: 


T(x) = F(R) + (% — R){8 (hk) + (% — h) [8(ghh) + (x — g) (O(fghk) + ---)}}. G3) 


Wenn man wie in (3) Klammern setzt, beginnt man bequem die Rechnung 
von der innersten Klammer aus. Falls « ungefahr in der Mitte von a, b...k 
liegt, also z. B. in der Nahe von d, rechnet man nach den Formeln von Gauss, 
und zwar, wenn x zwischen c und d fallt, mit 


f(%) =f(a) + (x—d) {d(cd) +(x—c)[d(cde) +(x—e)[d(bcde) +(x—b)(O(bcdef)-+ «+ il} 
und, wenn x zwischen d und e gelegen ist, mit 
I(x) =f(@) + («—d){6 (de) + (x—e)|5(cde) + (xc) [d(cdef) +(x—f)(O(bedef)+- ---)]}. 


Die dividierten Differenzen, die in den zwei Formeln auftreten, liegen zu beiden 
Seiten eines Horizontalstriches an der Stelle x, der zwischen c und d bzw. d und e 
zu denken ist. Man beginnt die Berechnung der Formeln von riickwarts und korri- 
giert, ohne auf die Vorzeichen zu achten, jede Differenz durch die nachst héhere 
derart, daB sie ihrer Nachbardifferenz auf der andern Seite des Horizontalstrichs 
nadher gebracht wird (Strichregel von Gauss). 

8. Sdtze liber dividierte Differenzen. Erganzung des Schemas einer 
ganzen rationalen Funktion. 1. Ein konstanter Faktor einer Funktion ist 
konstanter Faktor ihrer simtlichen dividierten Differenzen. 

2. Ist f(*) die Summe von zwei oder mehr Funktionen, dann sind ihre 
dividierten Differenzen die Summe der dividierten Differenzen der Summanden. 

3. Ist f(x) eine ganze rationale Funktion mten Grades, so ist die dividierte 
Differenz mter Ordnung (m <n) eine ganze rationale symmetrische Funktion 
(~ —m)ten Grades. Die (m — 1)te dividierte Differenz ist eine lineare Funktion 
der Summe der » Argumente, aus denen sowie aus deren Funktionswerten die 
Differenz gebildet ist; die ute dividierte 











Differenz ist konstant und gleich dem Ko- % 1 (x) by 3 
effizienten des Gliedes nter Ordnung; alle “| | 1 
hdheren dividierten Differenzen sind Null. 3,5 
Diese Eigenschaften erleichtern die 5 | 15 | 0,5 
Berechnung eines Schemas, die letzte be- | | 6,5 | 
nutzt man zur Erganzung eines Schemas, ho 28 mG 0,5 
um weitere Werte einer ganzen rationalen 8 36 : 0,5 
Funktion zu berechnen. 7,5 
Beispiel!). Eine Fallmaschine, von 6 21 0,5 
der vorausgesetzt ist, daB sie die Falltiefe ae Aa 555 ae 
als quadratische Funktion der Zeit gibt, 4,0 ‘ 
zeigt nach Verlauf von 1,5, 7Sekunden die 3 6 0,5 
Falltiefen 1, 145 und 28cm. Um die Fall- 3,0 
tiefen fiir die ersten 8 Sekunden zu ge- 2 3 AG 0,5 
winnen, bildet man das im Druck hervor- 0 0 : 0,5 
gehobene Schema, erganzt in der ersten 0,5¥ + 0,5 
Spalte die gewiinschten Argumente und * |0,54%-+ 0,5% 


1) T. N. Ture.e, Interpolationsrechnung. Spell 
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setzt in die letzte Spalte konstant 0,5 ein. Die aut 6,5 folgende erste unbe- 
kannte dividierte Differenz 6(7, 8) mu8 mit 6,5 kombiniert, 0,5 als zweite 
dividierte Differenz ergeben: 


AS Eh 0,5 oder 6(5,.8) = 3,0. 





ate) 
Mit ihrer Hilfe berechnet man /(8) aus 
i)—* = 80... “aie See 


Ebenso findet man . 
O10; 8) == 755 und (0) 2k ast, 
schlieBlich fiir das Argument * 


ODA) Ss 
%—2 





O55: Os, 2Y= 0524-05 
und f(x) aus 


HA — © 0,54 +0,5 zu f(%) = 0,527 + 0,5%. 





Bei gleichen Argumentintervallen ist die Rechnung viel einfacher. 
9. Numerische Differentiation mittels dividierter Differenzen. Wenn in 
der ersten dividierten Differenz 


6(%a) = BAe ie 


x— a 





a unbegrenzt an x heranriickt, geht sie in die erste wiederholte Differenz uber 
6 (xx) = 6 (x) = f'(#), 

also in die Ableitung an der Stelle x. Mit Einschaltung eines Zwischengliedes 

6(x'x) erhalt man die zweite Ableitung 


po eersteay = Re 


. = 26 (% 4x) = 206@) (x) 

















x I (*) oy 0g 03 
1 1 F allgemein f(x) =n! 6 (2). 
: 19 ; 1 Man erhalt so alle Ableitungen der ganzen 
3 27 10 rationalen Naherungsfunktion an der Stelle x; 
2 ee 49 a 4 wenn die Funktion selbst ein Polynom von nicht 
ee ; hoherem als mten Grad ist, berechnet man auf 
3 | 542 my diesem Weg ihre wirklichen Ableitungen. 
192 4 Beispiel. Eine Tafel fiir x® ist durch die 
8 | 512 24 dritten Potenzen der ersten vier Primzahlen 
e lees te MA ‘ bestimmt, gesucht werden der Funktionswert 
192 und alle Ableitungen an der Stelle x= 8. 
8 | 542 Man bildet das im Druck hervorgehobene Diffe- 


: renzenschema aus den gegebenen x und /(x) 
und erganzt die letzte Spalte durch lauter 1, und von diesen aus das Schema 
nach links, wodurch man findet 


(8) = 512, — f'(8) ="492,,-f'"(8) = 48, f"(8) = 6. 


Ziff.10, 11. Taylorsche Reihe. Allgemeinere Formulierung des Interpolationsproblems. 699 


10. Die Taylorsche Reihe. In diese geht die Newtonsche Interpolations- 
formel durch Gleichsetzen der Argumente a=) =... =k (Ziff.7) itber, die 
dividierten Differenzen werden zu wiederholten dividierten Differenzen: 











Ix) = f(a) + (% — a) 0 (a) + (%—a)?d® (a) + (% — a)86@ (a) + 
+ (= a)™-15™-29(a) + Ry). } 4 

Es ist Rn(x) = (x — a)™O™ (aaa... x) 
genau das Restglied der Taylorschen om F ; 5 - 
Reihe, nur in anderer Form geschrieben. : Z 

11. Allgemeinere Formulierung des ee 
Interpolationsproblems. Es sind die | 3 
Werte einer Funktion und einiger ihrer : | sits ne%, = 5 
sukzessiven Ableitungen fiir bestimmte Gb =F 4 =5 ens 
Argumente gegeben, gesucht wird die 3 a 
ganze Funktion niedrigsten Grades, welche Le Be hen Te : 
fir die gleichen Argumente dieselben Oe 7 E = : 1 
Werte und Ableitungen hat?). 1 | fares 

Beispiel. Von einer Funktion sind 5 aie, hy 8 ee: 
drei Werte (0) =—7, f(1)=—6, ane ee Wee he 
/(2)= +411 und die zwei Ableitungen $60 fs 








/'(0) =3, f’(2) =39 gegeben. Damit laBt an Ca 
sich eine ganze Funktion vierten Grades | 

bestimmen. Man bildet das im Druck hervorgehobene Schema, in welchem die 
Stellen 0 und 2 einmal wiederholt sind: Man ergainzt das Schema nach rechts und 
hierauf durch die viermal angeschriebene konstante vierte dividierte Differenz 1 
nach oben. Die in der ersten schrag 





absteigenden Zeile stehenden Zahlen g iia) 51 3a 9 
sind die Koeffizienten der Taylor- 0 0 
schen Entwicklung an der Stelle 0, 0 
es ist daher 0 0 5 | 0 , 
f(x) =x? + 2x8 — 5x2+3x%—7 0 0 — 25,8 | 
die gesuchte Funktion vierten Grades. od ie eee Vi eee han 
z : = ; Wert 2550 
12. Auflésung einer algebra- | 464,17 oe 
ischen Gleichung mittels desSche- 2 — 225,70 19,6 | 
mas der dividierten Differenzen?). | 84,97 hevet 
Zur Lésung der Gleichung 7 eas 55,76 joer | as ; 
; 














x8 — 25,8x" 4- 241,77% —554,04=0 5 | — 15,19 = 41,3. | 
faBt man das Polynom als Mac- ,, | _ 33 ce eae a : 
Laurinsche Reihe an der Stelle 0 auf, | 18,72 | { 
schreibt die Koeffizienten schrag 5,5 | — 3,38 | — 9,1 
aufsteigend an, erganzt nach oben 16,90 f 1 
lauter 0 und die letzte Spalte durch somal 4 $50 mat ; 
lauter 14. Von rechts her berechnet 7 | + 7,45 ere 

man versuchsweise (2); alle Diffe- — 6,23 | 1 
renzen und der Funktionswert sind’ ® | + 0,92) ance 2,8 ; 
absolut kleiner geworden. Man be- — g Bee aa = 8 Lugs 
rechnet ebenso {(4) = —55,76. Die | — 9,20 

rasche Abnahme zeigt, daB man einer 8,1 a) | 


1) MarkorfF, Differenzenrechnung. Kap.1—3; T.N. THIELE, Interpolationsrechnung. S.15. 
2) Die Auflosung einer Gleichung mit Hilfe des Differenzenschemas bei aquidistanten 
Argumenten wird in Ziff. 20 dieses Kapitels besprochen. 
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Wurzel schon nahe ist. Man versucht mit x = 5 und 5,5. Es ist (5,5) =—3,38 
schon klein, man wiederholt das Argument 5,5, um die erste Ableitung an der 
Stelle 5,5 zu erhalten. Bezeichnet w, die Wurzel, so ist bei Beschrankung der 
Taylorschen Formel auf die zwei ersten Glieder (Newtonsche Naherungsmethode) 
w, zu bestimmen aus 

f (wy) = 7 (5,5) + (1 — 5,5) f°(5,5) = 0 
oder 

W,~ 5,7. 

Ein Versuch mit 5,7 gibt /(5,7) = 0, also ist 5,7 die erste Wurzel. Ware /(w,) 
noch nicht Null, so wiirde man durch mehrmalige Wiederholung des Verfahrens 
die Wurzel weiter annahern. In derselben Weise erhalt man fiir die zweite 
Wurzel wz: 


} (W2) = + 0,92 + (w2 — 8) (— 9,03) = 0 


oder wW. = 8,1, schlieBlich ws = 12. 
13. Numerische Integration). Man gewinnt th /(x)dx am einfachsten durch 
gliedweise Integration der Taylorschen Reihe (4): 


[idx =C + (@—a)fla) + pe 5(a) + pany sites ae (2) 
ve [Rnax. 


14. Harmonische Analyse”). Eine periodische Funktion /(¢) sei durch 
2n + 1 Beobachtungswerte /(¢;), die wir zuerst als nicht aquidistant annehmen, 
gegeben. Als Interpolationsfunktion dient die trigonometrische Reihe 


y(t) = <2 + a, cost + a, cos2t + ++» a,cosnt + | 5) 
+ b,sint + bgsin2¢-+ --- b,sinnt. 


Mit Hilfe der 2” + 1-Werte f(é,) lefert die Interpolationsformel von LAGRANGE 
fiir q(t): 








sin $(¢ — ¢,) sin} (¢ — zs)... sin $(¢ — fgn44) 
() = (a) = : : 
gl!) = fa) sin $(t, — ¢,) sin} (t, — ts)... sin} (¢, — ton41) 6) 
 f(te) sin $(¢ — 4) sing (¢ — Z,) ... sin} (¢ — tgn43) 
2" sin $ (2 — 4) sin $ (te — tg)... Sin} (te — tangs) 


Uberfithrung von (6) in (5) gibt die Koeffizienten a; und 0; von (5). Bei aqui- 
distanten Argumentintervallen, wenn also 


2% 25 2% 
Wake Bag pai OS = Hi sie re age tenga = by tN ae 
sind die a; und 6; einfacher zu berechnen: 
2 ; : : : 
cee yr [7 (t,) cost t, + f(t_) costty +--+ f (long) COSt ton 41] 1= 0,45 25ereeaitee 
2 





O = Fe Uh) sine ty + f(t) sind ty +--+ f (longs) Sint fengi] 4=4,2,...,0. 


» Eine andere Methode gibt T. N. TuHrIELz, Interpolationsrechnung. S. 21. 
) Ausfihrliche Besprechung und Literaturangaben bei H. BURKHARDT, Enzyklopadie 
d. Math. Wissensch. Bd. II, A 9a, ferner bei J. BAUSCHINGER, ebenda Bd.I, D3, S. 8145. 


Andere Interpolationsformeln als (6) auch bei WuITTAKER-RoBINSON, The Calculus of 
Observations. S. 283. 


Ziff 5. Symbolik. Das Differenzenschema. 614 


Wenn die Anzahl der gegebenen Ordinaten nur 2n ist, kann 6, nicht bestimmt 
werden, die Koeffizienten sind: 


b; = —-[f (4) sind t, + f(¢,) simdz, + --- f (ten) sind tg,] = 4, 2,...,n—1, 
f . ‘ ‘ A 
a; = 7 Uf (r)costt, + f (te) cost ty + +++ f (ten) COSttan] 7=0,1,2,...,0—1, $ (7) 


cosn t, 


Ay = Tf) — Fa) + Fla) + — Fond 


Meist wird man tiber die Verdnderliche so verfiigen, daB ¢, =O und damit 
ton = 20% wird. Vielfach ist es iiblich, z. B. in den Rechenformularen von 
C. RunGe, den ersten Koeffizienten a) und nicht wie oben a /2 zu schreiben; 





dann darf 7 in der zweiten der Formeln (7): nur die Werte 1, 2,...,” —14 
annehmen und fiir a, gilt 
i 
ay = 5 Uf) + Fle) +> Flan. 


Weiteres iiber ,,Harmonische Analyse“ in Kap. 13, Ziff. 26. 


Literatur zum Abschnitt Ila: T.N.Tuere, Interpolationsrechnung. Leipzig 
1909; WHITTAKER-Ropinson, The Calculus of Observations, Kap. II. London 1926. 


IIb. Differenzen- und Interpolationsrechnung bei 
gleichen Argumentintervallen. 


15. Symbolik. Das Differenzenschema. Das Argument schreitet nach 
einer arithmetischen Reihe mit der konstanten Differenz w fort. Die Formeln 
werden symmetrischer, die Symbolik einfacher als im vorausgehenden Abschn. IIa. 
In der Bezeichnung von ENCKE?) bezeichnet /!(a + 3) die erste nach vor- 
warts gebildete Differenz?) 


f(a + w) — f(a) = Pla + 3). 


Das Argument a-+ $ (in Abkirzung fiir a + w/2) bezeichnet die Horizontale, 
in welcher die Differenz im Schema zu stehen kommt. Ebenso wird bezeichnet 


f(a — 4) =f@—fa—w). 


Die zweite Differenz wird aus den ersten gebildet wie diese aus den Funktions- 
werten 





PT (a) = F(a + 4) — Fa — 4) = fa +e) — 2f@) + i@—w), (8) 
die dritte Differenz ebenso aus den zweiten 


PR (a +4) =f(a+1)— (a) =f (a+ 20) —3f(a+w)+3f(@)—fa—w), (8) 





1) J. F. Encxe, Berliner Astron. Jahrbuch 1837; J. BauscuincER, Enzyklopadie d. 
Math. Wissensch. Bd.I, D3, S.807. Beziiglich der Bezeichnung durch das Symbol 4 


i ap. 12). Zikts 3: > 
oe 2) Pace Beare, Vorlesungen tiber numerisches Rechnen. S. 107 schreiben hierfir 


Afa, fiir die nach riickwarts gebildete Differenz f(a) — fla — w) = Aj (a), fir die zweite 
Differenz 4 Af(a) usf. Eine andere Symbolik bei H. Bruns, Grundlinien des wissenschaft- 
lichen Rechnens. Leipzig 1903. 
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wobei f(a + 1) in der Horizontalen von a + w anzuschreiben ist. Um das Argu- 
ment a als Mitte gruppiert sich das Differenzenschema: 








Argument Funktion 
a—2w | fa — 2w) 
a— wW | f(a — w) 
a | f(a) 
at+tw fa + w) 
a+ 2w fa + 2w) 














1. Differenz | 2. Differenz | 3. Differenz 4, Differenz 
} 
| | | 
f(a — #) . | 
fala — 1) | | 
fi(a — 4) | fi! (a — 4) 

eA ae |  #7(a) 
Pa+4) | f(a + 3) 
| - f*(erpit)s | 
fi(ia+?) | 


Jede Kolonne des Schemas wird aus der vorhergehenden gebildet wie die erste 
aus den Funktionswerten. Die Summe aller Differenzen einer Kolonne ist gleich 
der Differenz der beiden auBersten Werte der vorhergehenden Kolonne, diese 
Eigenschaft verwendet man als Rechenkontrolle. 


Funktion mwten Grades. 


5 
6 


ist usf., 


1(2) 
O 


O 


0 


O 


Uv 


6; 











ph MN gi 
| 

1 
6 

qf 
12 

19 
18 

37 
24 

61 
30 

91 





Bs dg 
O 
O 
(0) 
v 
U 
— 3u 
— 2v 
| Se eye) 
Uv 
oN 
O 
O 





pL 


Os 


16. Schema einer ganzen rationalen Funktion. /(«) sei eine ganze rationale 
In ihrem Differenzenschema bilden die » — 1sten 


Differenzen eine arithmetische Reihe, die 
mten Differenzen sind konstant, die 
n-+4sten und alle héherer Ordnung sind 
Null. Dies benutzt man zur Berechnung 
einer Tafel der Funktionswerte, speziell 
fiir Tafeln der Potenzen. Um z. B. eine 
Tafel fiir x? zu rechnen, schreibt man die 
dritten Potenzen von 0, 1, 2, 3 an und bildet 
das Schema (im Druck hervorgehoben). Die 
dritte Differenz ist konstant 6, man setzt 
sie nach unten fort und erganzt das Schema 
nach links bis zu den Funktionswerten. Da 


Pat 1) =f (a+)+P@ 


hat man nur zu jeder Zahl die links von ihr stehende zu addie- 
ren, welche um eine Halbzeile héher steht. 


17. Fortschreiten eines Fehlers im 
Differenzenschema. Uberpriifung einer 
Tabelle. An einer Stelle in der Kolonne 
der Funktionswerte sei ein Rechenfehler 
begangen worden. Um seine Wirkung 
auf das Differenzenschema ersichtlich zu 
machen, schreiben wir in die Kolonne der 
Funktionswerte an einer Stelle v und sonst 
lauter Nullen und bilden die Differenzen. 
Der Einflu8 des Fehlers strahlt facher- 
formig aus und ist am gr6éBten in und 
neben der Horizontale, in welcher der 
Fehler begangen wurde, man kann daher 
aus einer Sprungstelle im Differenzen- 
schema auf den Ort des Fehlers in der 
Tabelle schlieBen. Hierbei mu8 man auf 


die icine 4 von Abrundungsfehlern der letzten Dezimale der Funktionswerte 
achten. Die Abrundung ruft maximal einen Fehler von 0,5 Einheiten der letzten 


Ziff. 18, 19. Halbkonvergenz der héheren Differenzen, Interpolationsformeln. 613 


Stelle hervor, in der Kolonne der vierten Differenzen kann er bis 6- 0,5 = 3 
Einheiten anwachsen. 
Die Koeffizienten von v in einer Kolonne des Schemas sind bis auf das 
Vorzeichen die Binomialkoeffizienten, die in den Formeln (8) und (8’) schon 
aufgetreten sind. 
18. Halbkonvergenz der hdéheren Differenzen. Die ersten Differenzen 
sind nach dem Mittelwertsatz proportional dem Intervall w 


Pa+3)=f(a+w) — fa)=of'(a+ uv) |8\/<1. 





Die zweiten sind proportional w? usf. Durch entsprechende Verengung!) 
des Intervalls laBt sich erzielen, daB die Differenzen mit steigender Ordnung 
zuerst rasch abnehmen. Damit auch die héheren Differenzen immer weiter 
abnehmen, muf im allgemeinen die Zahl der Funktionswerte begrenzt sein und 
diese diirfen in ihrem Gesamtgebiet eine obere Grenze nicht iiberschreiten. 
Mit Ausnahme weniger Klassen von Funktionen, wie z. B. der ganzen rationalen 
und der ganzen transzendenten, fiir welche die Differenzenentwicklung konver- 
gent ist, hat jede Funktion reelle Polstellen und singulare Stellen, von denen 
aus unendliche Werte facherfo6rmig iiber das ganze Differenzenschema aus- 
strahlen. Bei entsprechender Wahl des Intervalls w nehmen die Differenzen 
zuerst ab, sie miissen aber wieder zunehmen, wenn man das Schema so weit 
fortfiihrt, daB sich eine Unendlichkeitsstelle der Funktion fiihlbar macht. Die 
Differenzen haben daher im allgemeinen halbkonvergenten Charakter. Man 
kann sich davon leicht ein Bild machen, wenn man das Differenzenschema der 
Logarithmen der natiirlichen Zahlen betrachtet; der unendlich groBe Wert an 
der Stelle Null muB sich durch das Anwachsen der Differenzen entsprechend 
hoher Ordnung an jeder Stelle bemerkbar machen. Fir die praktische Rechnung 
kommt diese asymptotische Eigenschaft des Differenzenschemas nicht in Be- 
tracht; man entwickelt das Schema, bis die Differenzen geniigend klein ge- 
worden sind und bricht dort ab. 

Bei der Berechnung einer Tabelle wird)» man das Intervall so eng 
wahlen, daB bei der Interpolation nur die ersten Differenzen mitgenommen 
werden miissen; fiir vielgebrauchte Tabellen, z. B. Logarithmentafeln, wird 
man mehr Rechenarbeit aufwenden und die Funktionswerte so dicht tabu- 
lieren, da8 nur linear interpoliert zu werden braucht. Bei seltener ge- 
brauchten Tafeln, z. B. den astronomischen, nimmt man das Intervall gr6Ber; 
meist braucht man aber auch hier tiber die zweite Differenz nicht hinaus- 
zugehen. 

19. Interpolationsformeln. Aus m zu aquidistanten Argumenten gehérigen 
Funktionswerten kénnen die m Konstanten einer ganzen rationalen Funktion 
m —41sten Grades berechnet werden. Mit dieser neuen Funktion, der Inter- 
polationsformel, berechnet man Zwischenwerte, ebenso differenziert und inte- 
griert man sie und erhalt dadurch genaherte Werte der Ableitungen und Integrale 
der Urfunktion. 

Fiir einen Zwischenwert des Arguments 


x=atnw, n = echter Bruch 


1) Aus einem Differenzenschema, dessen letzte Spalte als konstant angesehen wer- 
den kann, leitet man mittels einfacher Formeln ein Schema fiir ein engeres Argument- 
intervall her und bestimmt die zugehdérigen Funktionswerte. J. BAUSCHINGER, Enzy- 
klopadie d. Math. Wissensch. Bd. I, D3, 5.813 und T.N, THIELE, Interpolationsrechnung, 


S. 88. 
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erhalt man den interpolierten Funktionswert nach der Interpolationsformel 
von NEWTON: 


(a+ nw) = f(a) +("\Pa t+ 3)+(3)era +1) +(5 Jet (a+ 3) +. 
und fir *=a—n-w, n = echter Bruch 3 
fone) =to—(i)Hle~ 3) +0) te =) 3) 


Die erste Formel verwendet nur die schrag absteigenden Differenzen (Inter- 
polation nach vorwarts), die zweite nur die schrag aufsteigenden (Interpolation 
nach riickwarts). Man rechnet mit ihnen, wenn nahe dem Rand der Reihe der 
Funktionswerte zu interpolieren ist, sonst sind die folgenden Formeln genauer, 
in welchen nur Differenzen auf oder neben dem Horizontalstrich durch f(a) 
auftreten. Alle diese Formeln gewinnt man nach EULER durch unbestimmten 
Ansatz, indem man /(x) = e* setzt und die Koeffizienten durch Vergleich be- 
stimmt. 





Gauss I: : 
fla + nw) =a) + ("F(a +S) + (5 )e@ + ("2 ema t 2) 
+P )Pr@ + (57) (e+ 5) + (22) + 
Gauss II: | | 
ta we)— H+ (Sele 3) +(°5 tens 3 Jame 9 


HPO HPD CP) 


Durch Einfiihrung der Mittelwerte der auf den Halbzeilen stehenden 
Differenzen mit der Bezeichnung 


Ha) = Aa + H+ fad), fa) = 49a + H + fa — BH) 
erhalt man aus den zwei vorhergehenden die Formel von STIRLING: 
fla + nw) = Hla) + m fila) + pra) + CPN D perriq) | 
ie (n+ = (n— 1) AV (@) ps (m+ 2)(m + in @= 1)(n — 2) F(a) ane 


Diese Formel findet wie die folgende Formel von BESsEL Verwendung bei 


der numerischen Differentiation und Integration. In der Formel von BESSEL 
werden die Mittelwerte 





(9) 








Pa + 3) = 3a +1) + PMa), P@+ 2) = 4a +1) + Ma), ... 
eingefiihrt, sie lautet: 


fla + nw) = f(a) + nf'(a [. =} man g(a + 4) 


2! 
_(n — 1)n(n — 3) 1 a = 
mat ee 
(n= 2)(m—=1 st 
e n ere Pratt) 4... 














Ziff. 20. Bestimmung des Argumentwertes zu gegebenem Funktionswert. 615 


Fuhrt man fiir das Mittel der Funktionswerte die Bezeichnung ein 

f(a+3) = 3(fa + w) + fla)), 
welcher Wert nicht mit dem Funktionswert i (a + = an der Stelle x =a + = 
zu verwechseln ist, dann erscheinen die zwei ersten Glieder der Besselschen Formel 


in der Gestalt Ha se 4) ae (n —s 3) fi(a + 4). 


Fir —}<"<+ ist die Stirlingsche Formel genauer, wenn man nach un- 
gerader Ordnung abbricht, die Besselsche, wenn nach gerader. Setzt man in 
der Besselschen Formel m = $, dann erhalt man die bei Tabellenberechnungen 
haufig gebrauchte Formel fiir Interpolation in die Mitte 
eh th Ah err? ‘ds 3 av 1 ea 4 

(a+) f(a + 3) gf (a+ 5) +agf"(e4+4)- eal (a+s)+-- 
Wenn die dritten Differenzen zu vernachlassigen sind, die zweiten aber mit- 
genommen werden miissen, rechnet man bequem nach der Strichregel?) 


nnahe 0: f(a-_nw) = f(a) + n|ff(a) + /*(a)| (StrRLING) , 





mnahe $4: f(a+nw) =f(a) +n|ff(a +) +4 Saas =| (BESSEL). 


Man rechnet in den zwei Formeln von rechts nach links und korrigiert, ohne sich 
um das Vorzeichen zu kiimmern, so, da8 der jeweilige Wert naher an den zwischen 
f(a) und f(a + w) gedachten Strich riickt. 

Eine fiir das Maschinenrechnen (Interpolation in Tafeln mit groBem Inter- 
vall, Konstruktion von Tafeln durch Unterteilung des Intervalls weitmaschiger, 
vielstellig berechneter Funktionswerte) angepaBte Interpolationsformel gab 
J. D. EVERETT?). 

20. Inverse Interpolation. Bestimmung des Argumentwertes zu gegebenem 
Funktionswert. Anwendung zur Auflésung einer Gleichung. Eine Funktion 
f(x) sei tabuliert, und es soll zu einem Zwischenwert /(&) der Funktion der zu- 
gehérige Argumentwert & berechnet werden. Der Wert /(é) liegt zwischen zwei 
aufeinanderfolgenden Funktionswerten /(a) und f(a + w). In der Bezeichnung 
der vorausgehenden Ziffer ist 


(6) =f(a+taw), §=a+nw 


und der Bruch m soll bestimmt werden. Durch Umkehrung der Stirlingschen 
Formel (9) und Division durch /{(a) erhalt man 


0) ae | 





) 


+1)n*(n—1) 
=. mnt) (a) —...4, | 


welche Gleichung durch sukzessive Annaherung nach der Iterationsmethode 
(Ziff. 5) aufgelést wird. Man bildet als erste Naherung 


hy = gy {fa + mw) — f(a} (0") 


und setzt diesen Wert 7, in die weiteren Glieder der rechten Seite von (9’) ein, 
erhalt dadurch links ein verbessertes ”,, das wieder in die rechte Seite eingesetzt 


(9) 


1) J. Bauscuincer, Tafeln zur theoretischen Astronomie, S. 54. Leipzig 1901. 
2) J. D. Everett, Brit. Asoc. Rep. 1900, S. 648. WHITTAKER-Ropinson, The Calculus 
of Observations. S, 40. 
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zu einem Wert 7, fiihrt usf. Das Verfahren wird abgebrochen, wenn ein Naherungs- 
wert m4, sich vom vorausgehenden m, in der gewahlten Genauigkeit nicht 
unterscheidet. Die Rechnung wird nach der Stirlingschen Formel ausgefihrt, 
wenn m nahe 0 oder 1 liegt. Wenn  nahe gleich } ist, rechnet man besser 
nach der Besselschen Formel (10), der man die Gestalt gibt 


=aeey etm — 1a — PSP (at 5) | 





f(a + 3) 


n—1)n(n — 4 A 
— Badan ne pet 
Die in 1 linearen Terme der rechten Seite von (9) und (10’) bringt man auf die 
linke Seite der durch Iteration zu lésenden Gleichung. 

Die inverse Interpolation kann man zur Auflésung einer algebraischen oder 
transzendenten Gleichung bentitzen. In Kap. 14, Ziff.6, wurde graphisch der 
Naherungswert * = 1,1 der Gleichung 

[(a) = —4 210 
gefunden. Da hier /(«) eine ganze Funktion dritten Grades ist, verschwinden 
die vierten und hdheren Differenzen und man braucht das Differenzenschema 
nur fiir vier Funktionswerte zu entwickeln: 


(10/) 








ey log ae) Mae- | Pe) f(x — 3) 

ony stots | 

| ++ 0,2976" | 

a=1,1 | —0,0356° | -++ 0,066 | 
| +0,3636° +0,006 

1,2 + 0,328 | SOO | 

a O43500 | 

1,3. | +0,7636" | . | 





In unserer Schreibweise ist 
w=0,1, f(a+nw)=f(6)=0, f(a) =—0,0356, f*(a)= 0,3306, 
F(a) 0006 ee hp aes ore 


Nach (9) ist ~ zu bestimmen aus 


= 1 n? (n? — 1)n 
We = 0 3306667 | roe! > 0008 — = 0000) 


Wird noch der in m lineare Teil des letzten Gliedes auf die linke Seite geschafft, 
so lautet die Gleichung 
__ 0,03566667 0,033 + 0,001 
0,3296667 03296607" —_ 0,3296667 ” 


nm = 0,1081901 — 0,1001011 22 — 0,00303337 n3. 











oder 


Die sukzessiven Naherungslésungen sind: 
n, = 0,1081901 
Nz = 0,1070146 
Ns = 0,1070400 
Ny, = 0,1070395 
Ns = 0,1070395. 


Da w = 0,1, ist schlieBlich die Wurzel der Gleichung : 
§ =a + nw = 1,11070395. 


Ziff. 21,22. Numerische Integration durch Interpolation. Berechnung einer Tabelle. 647 


Ware das Intervall w gleich 0,01 oder 0,001 gewahlt worden, so ware die Kon- 
vergenz noch rascher gewesen. 

21. Numerische Integration durch Interpolation. Die Funktion /(x) sei 
entweder nur durch aquidistante empirische Ordinaten gegeben, oder es sei 
ihr analytischer Bau bekannt, aber das Integral lat sich nicht in geschlossener 
Form angeben oder wiirde zu komplizierte Rechenarbeit erfordern, man ersetzt 
daher die Funktion durch eine ganze rationale (Interpolationsformel) und inte- 
griert diese. Wenn die Funktion analytisch gegeben ist, ]aBt sich durch diese 
Methode ihr Integral mit jeder gewiinschten Genauigkeit berechnen. 

Die Funktion /(«) sei durch eine Tabelle fiir Aquidistante Argumente gegeben. 

In der Stirlingschen Formel war x durch 


x=atnw, n = echter Bruch 


ersetzt. Durch Integration iiber zwei Teilintervalle wird (9) 


at+w +1 
| f(x) dx = WwW /i(a + nw)dn 
a-w 21 (44) 


=2w [f@) + SFO) — a" @) + ai" — 


Durch Addition der Integrale iiber je zwei Argumentintervalle erhalt man die 
Integrale iiber gréBere Bereiche von x (Ziff. 28). Ebenso findet man aus der 
Besselschen Formel (10) das Integral ttber ein Teilintervall von x: 

a-w 

| f(x)dx 

a (12) 
oe Soe) ae 11 ay 41\_ 191 es os) 
= w|/(a+ | royal aon 5 r 730! (2-45) 60480! (a+>)+ 


Es ist hier Ka +3 =3f(a+ev)4+/@] 


das arithmetische Mittel der zwei aufeinanderfolgenden Funktionswerte, das 








natiirlich von dem Funktionswert an der Stelle @ + = verschieden sein wird, 
ct jE (a + ¥) = 41a + 1) + fa) usw, 


Nach Wahl eines entsprechend engen Intervalls w braucht man in (44) und (12) 
nur die ersten zwei Glieder mitzunehmen, beide Formeln enthalten w als Faktor, 
und die Koeffizienten nehmen rasch ab. 

22. Berechnung einer Tabelle des elliptischen Normalintegrals erster 
Gattung. Als Beispiel zur vorausgehenden Ziffer soll eine Tabelle des Integrals 








Y 
Dy pieea 3 
=| is pants 
: 0 
berechnet werden. Wir wahlen k = } und als Intervall des Arguments 
Sperer LL 


Da w sowohl als Faktor von [f(a + w)dn als auch als Faktor der Klammer 
in den Formeln (41) und (12) auftritt, nehmen wir w in das Funktionszeichen 
und miissen zuerst fiir den Integranden 

5a 1 
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eine Tabelle von 5 zu 5° berechnen. Um auch fur die obere Grenze 0 und 5° 
den Wert des Integrals zu erhalten, beginnen wir die Tabelle bei p= == 4/0)" 
entwickeln das Differenzenschema. Jede Differenzenkolonne wird durch 


und 


i 


t(p)= 












5 1 
180 V1 — isin? | 


0,0875973 
0,0873494 
0,0872665 
0,0873494 
0,0875973 
0,0880065 
0,0885712 
0,0892825 
0,0901284 


0,0910929 








-| f(p+2) 





| — 2479 


— 829 

+ 829 
| + 2479 
| +4 4092 
+ 5647 


| + 7443 





’ + 8459 


+ 9645 





HV (@) 





+ 8 
+ 1658 — 16 
— 8 
+ 1650 = PAE) 
== Vi | 
+ 1613 | ed 
= 
So SSIS) ae 
— 89 
+ 1466 == oh! 
: — 120 
+ 1346 | | — 40 
| — 160 | 
+ 1186 | 


die Summenprobe kontrolliert (Ziff. 15). Es ist die Summe der ersten Differenzen 
gleich 0,0034956 = / (35) — /(—10) usw. 


Der Integrand ist eine gerade Funktion; wegen 


fie dp = it dy 


geniigt Formel (41) allein zur Integration. Bei einer ungeraden Funktion muBte 
5 


ein Integral, z. B. | f(y) dq, nach Formel (12) berechnet werden, worauf Formel (11) _ 


0 
auch die Integration tiber die weiteren Gebiete, deren Grenzen ungerade Vielfache 


ae 


° 


Hp) +¢ 12 (9) 








(p 


von 5° sind, erméglichen 
wiirde. 


Ga SO 
[ioe 
PS 


dep 


yi- 1 sin? w 











Die letzten 
zwei Ziffern 
sind richtig 


0° | 0,0872941 | 0,1745882..|_,0,0000000 00 
5° | 0,0873769 | 0,1747538¢|:0,0872941 44 
10° | 0,0876242 | 0,1752484:,)0,1747538 39 
15° | 0,0880324 | 0,1760648<|0,2625425 25 
20° | 0,0885956 | 0,1771912:,>0,3508186 87 
25° | 0,0893049 | 0,1786098¢ |":0,4397337 38 
30° | 0,0901482 | 0,1802964:"|\o0,5294284 86 
253 *0,6200301 02 


Die vierten Differenzen 
sind wegen des Faktors ;45 
ohne EinfluB. Der Faktor w 
wurde in das Funktions- 
zeichen einbezogen, wir er- 
halten die Teilintegrale ge- 
mab 
pts 


[K4y=24@) +40), 
p-5 
ihre Werte sind in der 
zweiten Spalte der neben- 


stehenden Tabelle einge- 


tragen, der Gang der aufeinanderfolgenden Additionen derselben zur Bildung 
des elliptischen Integrals I. Gattung mit den Grenzen 0 und q ist durch die 
zwel gebrochenen Linienziige ersichtlich gemacht. 
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In die letzte Spalte sind die letzten zwei Stellen der Werte des Integrals 
nach den Tafeln von LEGENDRE!) eingetragen. 

23. Integration durch Summation. Wie von der Kolonne der Funktions- 
werte nach rechts das Differenzenschema entwickelt wurde, bildet man von 
den Funktionswerten nach links die Summenreihen. Die Funktionswerte 
sind die ersten Differenzen der ersten Summenreihe 


Ta + 4) —"f(a—4) =/@), (13) 
ebenso sind die ersten Summen die Differenzen der zweiten Summen 
Ma +1) — UY (a) =44(a + 9), 


indem wir wieder in der Enckeschen Bezeichnung die Summen in den Zeilen 
und Halbzeilen anschreiben. Nach Ziff. 15 dient als Kontrolle 


aia + iw) ="f(a + (p + 3) — "f(a — 3) (14) 
= 

usw. Die Gré8en in jeder Summenreihe sind nur durch ihre Ditferenzen ‘be- 
stimmt, eine Summenfunktion in jeder Spalte kann nach Art einer Integrations- 
konstanten willkiirlich gewahlt werden, z. B. in der ersten Summenreihe /f(a — 4), 
dadurch ist nach (13) 7/(a + 3) bestimmt und weiter ebenso die ganze erste 
Summenreihe. Man verfiigt itber die willkiirliche Konstante so, daB die Formeln 
fiir die Integration méglichst einfache Gestalt erhalten®). Durch Integration 
der Stirlingschen Formel gemaB 





w it 
+= con 


2 S 
1 
£ [feax =[f(a + nw)dn 
w af 
. aes Ppp 

und Addition iiber i derartige Teilintervalle, indem man ferner die Summe der 
Werte jeder Differenzenkolonne durch die Differenz der Randwerte der vorher- 
gehenden Kolonne und die Summe der Funktionswerte nach (14) ersetzt, erhalt 


man 
a+(i+3)w 


Cfieyax = [ila tonyan 4 (e+ (+ 2)) +6 (+ +4) a 
j “EAT nla + (6+4))+ pewl(e+ (i+ 2) 


WwW 
pee 
Uber die willkiirliche Konstante der ersten Summenreihe ist dabei so verfiigt, 
da der von der unteren Grenze herrithrende Teil verschwindet, daB also 


—*(a < 4 = xt (a i z a aol a = | rn Sais j*(a >| + na OMG) 
woraus das Anfangsglied der Summenreihe T#(a — }) zu berechnen ist, aus diesem 
wieder das nachste Glied nach (13) 

Tea + 4) = "f(a — 4) + Ia) 
usf. alle ersten Summen durch einfache Additionen. Da die dritte Differenz 


in (45) mit ~té> ~ 0,003 multipliziert ist, reicht man in (15) meist mit den 











ité i ipti IX. Paris 1826. 
1) A. M. LEGENDRE, Traité des fonctions elliptiques. Bd. II, Tab. ‘ 
2 Ausfihrlich bei J. F. ENCKE, Berliner Astron. Jahrbuch 1837 und in den Lehrbiichern 
der Bahnbestimmung der Himmelskorper, wo auch die zwei- und mehrfache numerische 
Integration behandelt wird, die fir den Physiker kaum in Betracht kommt. 


620 Kap. 15. K. Maprer: Numerisches Rechnen. Ziff. 24. 


zwei ersten Gliedern aus, auch wenn die dritte Differenz nicht unmerklich 


klein ist. 
Bezeichnet man mit //(a-+ 7) den Mittelwert der zwei Summengrofen, 
welche neben der Horizontalen durch a + iw gelegen sind, also 


a+) =sf@t@+s) +a+ @— 9), 





dann ist die analoge Formel fiir das Integral, dessen Grenzen auf den Zeilen 
liegen: 


at+iw a 








; : 11 ; 
ai fndrm [ia tewen = let) BaD ryt a 
a 0 191 ; 
~~ 60480 PA Dini 
worin die Summenreihe durch das Anfangsglied 
4-4) =— 51 +h) — 75 + aw" ——~ (8 


bestimmt ist und die Differenzen ungerader Ordnung wieder wie in Formel (10) 
die arithmetischen Mittel der auf den Halbzeilen liegenden benachbarten Diffe- 
renzen bedeuten. 

Mit (418) als Anfangswert der Summenreihe ist das Integral zwischen den 
Grenzen a und a+ (1 + 4) w: 

a+ (i+3)w i+} 


gf t@)dx= [ila +nu)dw = (a+ (§+3)) + ah (et (i +9) 
Sad Catlin 


Ebenso findet man das Integral zwischen a — = und a+ 1w: 








atiw 
we 
Ww. 


[i@)dx = [fa + nw)dn=4a+i)—Sha+nt+beratag—--. 





eo 


ES 


2 


wobei der Anfangswert ‘f(a — 4) der Summenkolonne nach (16) zu berechnen ist. 
24. Berechnung einer Tabelle des Wahrscheinlichkeitsintegrals. Es soll 


: Ue Wis 
P(x) =a di 
0 


ftir x = 0,00, 0,01..., 0,10 tabuliert werden. Um fiir diese Argumente noch 
die dritten Differenzen zu erhalten, muB der Integrand noch fiir ¢ = —0,02, 
—0,01 und 0,11, 0,12 berechnet werden. Der Integrand ist logarithmisch leicht 
zu berechnen 
Moe} (a \s= log = — loge= log — M??, 
)z 


4 


da in den gebrauchlichen Logarithmentafeln eine Tabelle der Vielfachen des 
Moduls M enthalten ist. 


‘* | 
t If f= s ane | pl | fll pul 
Va | 
Sw 
= 0,02 | 1,127928 | | 
| | | B30! | | 
— 0,01 1,128267 oo | — 227 
—0,564190 | Peuee age * | et se 
0,00 1,128379 oS g¢ 
+ 0,564189 = 112 — 3 
0,01 1,128267 =a 
1,692456 =i eee) FE) 
0,02 1,127928 295 
2,820384 . ; =) 864 | 0 
0,03 1,127364 i ea a 
3,947748 = 780 4 
0,04 1,126575 — 224 
5,074323 = 1013 = 
0,05 1,125562 = GENS 
6,199885 — 1238 +3 
0,06 1,124324 e220 
7,324209 — 1460 == il 
0,07 1,122864 = 224 
8,447073 — 1683 +1 
0,08 ; 1,121181 | = ge 
9,568254 peeeegro0ss) | +3 
0,09 1,119276 | | 210 
10,687530 bn = ey | = { 
0,10 4,117152 =o70) 
11,804682 | 2210344 Po) +273 
0,114 1,114808 | — 247 
12,919490 | = 2564 
0,12 1,112247 | 
14,031737 | 
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Die dritten Differenzen verlaufen infolge der Abrundungsfehler unruhig, das 
stort aber nicht, da sie wegen des Faktors +, [Formel (17)] ohne Einflu8 
sind. Die Summenreihe hat als Anfangsglied (18) 


#0 — 3) =—4f 0) + oe (0) — es (0) = —0,564190. 


Damit ist die Summenreihe zu berechnen, sie wird kontrolliert durch (14) 


t=0 


12 
D1(0 + tw) = 14,595927 ="#[0+ (142+49)]—7fO0-4) = 14,031737 + 0,564190 


Aus den Zahlen der Summen- und ersten Differenzenkolonne sind die arithme- 
tischen Mittel //(a + 7) und f/(a + 7) zu bilden. 














t Tf (0+i) f2(0+4) — gf10+4) 
0,00 0,000000 — 0000 ++ 000 
0,04 1,128323 2. 206 He 49) 
0,02 2,256420 25d, ie ane 
0,03 3,384.066 | = 677 + 56 
0,04 4,511036 | — 904 Wey 
0,05 5,637104 — 1126 ais 04 
0,06 6,762047 — 1349 ae 42 
0,07 7,885644 se gs72 + 131 
0,08 9,007664 — 1794 + 149 
0,09 10,127892 — 2015 + 168 
0,10 11,246106 2234 + 186 
0,14 12362086 2453 + 204 
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GemaB ; $ 1 é 1 2 aes 
(0+) wel O+) =a fee 


erhalten wir durch Addition der ersten und dritten Spalte den 100fachen Wert 


des Wahrscheinlichkeitsintegrals. soe 
Mit Vernachlassigung der letzten Stelle hat man schlieBlich: 











e 4 Die zwei letzten 
2 P(x) = io Pat Ziffern hei®en 

It, richtig 
0,00 | 0,0000000 00 
0,041 | 0,0112834 33 
0,02 | 0,0225646 44 
0,03 | 0,0338412 10 
0,04 0,0451141 09 
0,05 | 0,0563720 18 
0,06 | 0,0676216 15 
0,07 0,0788577 Ad 
0,08 | 0,0900781 31 
0,09 0,1012806 06 . 
0,10 | 0,1124629 30 
0,11 | 0,1236229 30 


Zum Vergleich sind in der letzten Spalte die zwei letzten Stellen aus der Tabelle 
von CZUBER*) angeschrieben. 

25. Numerische Differentiation. Die Stirlingsche Formel (9) werde nach 
Potenzen von u geordnet, durch Vergleich der Koeffizienten jeder Potenz von 1 
mit der gleichen in der Taylorschen Reihe 


fla + nw) = f(a) + nw 4 


nw? a f(a) 
2 da? 





| 
i} 


erhalt man die Formeln der numerischen Differentiation?) : 
df(a) 1 1 4 
= slre@ B+ SAO = ae aa (19) 


ens ee aiit@ —4 oh ( a) he. tied a ate Sree . (20) 





f{(a), f(a) usw. sind wieder die Mittelwerte der in den Halbzeilen stehenden 
Differenzen 


(a) =4@+4) + F(a — 4) usw. 
Der Differentialquotient an einer beliebigen Zwischenstelle ist 


af (x) _ dfla+nw) __ 1 df(a+nvw) 











ax d(a+nw) w Bs 
= Fo +nr"(@) ! Set pera) | ete pv(a) 4 St ie he A (a) 4 oe oh 


nore 1) E. Czuser, Wahrscheinlichkeitsrechnung. Bd. I, 3. Aufl., S. 437. Leipzig u. Berlin 
2) J. BAUSCHINGER, Enzyklopadie d. Math. Wissensch. Bd. I, D 3, S. 811; C. RUNGE- 


H. Konia, Vorlesungen tiber numerisches Rechnen. S. 26 FE, E 
Jahrb. 1837, S. 255. Sim lis NCKE, Berliner Astron. 
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Fir die Intervallmitten gelten die Formeln: 
a(a+>) ail ets) aa! (a+ 5) + gol (a+ 3) ~ al (a+s)+4, 


\ 





at (a+ 5) 


a(a+®) = alta +5) vil a) tere | 7) aeaseat (ats }+ of. 
2 : 








Die Konvergenz der Reihen ist hier schwacher als bei der numerischen Integration, 
auBerdem darf das Intervall w nicht zu klein genommen werden, es steht rechts 
im Nenner. 

Wenn die héheren Differenzen stark streuen, z. B. bei durch Beobachtungs- 
werte gegebenen Funktionen, dann approximiert man besser die Funktion durch 
eine Naherungsfunktion, welche in ihrem allgemeinen Verlauf die Beobachtungs- 
werte méglichst gut darstellt, ohne wie bei der Interpolationsformel in aquidistan- 
ten Ordinaten iibereinstimmen zu miissen; von dieser Naherungsfunktion bildet 
man die Ableitungen!). 

26. Auffindung versteckter Periodizitaten. Methode von S. OppENHEIM?). 
Von einer durch empirische Ordinaten gegebenen Funktion wird erwartet, daB 
sich ihr Verlauf durch eine Formel 


18) = fo + a, cosmé + a, Cosmat + ay cosmyt +... (1) 


+ b,sinn,t + b,sinn,t+ bssinngt + .... 
darstellen lasse, oder in anderer Form geschrieben 
f(t) = fo + c sin (nt + ¥1) + €, sin (mt, + ye) + cgsin (mts + 73) +..., (21) 


i = 2 2 2 
wobei a; =c,siny;, b; = ¢; cosy; , QF 0h =2!cr, 


die beiden Formeln ineinander iiberfiihrt. 

In (24) soll 2, nicht das Doppelte von n, sein, ebenso n, + 3 m, usw., (21) 
ist daher keine so einfache Fourierreihe wie (5) in Ziff.14. In der Akustik, in 
der Meteorologie und Astronomie werden Erscheinungen beobachtet, die sich, 
zum Teil wenigstens, naherungsweise durch Formeln (21) darstellen lassen. 
Das Wichtigste ist hier die Auffindung der Periodizitaten T, = = py dee - Bee 
sind diese bekannt, ergeben sich die a; und 6b; bzw. die Amplituden cj und die 
Phasen y; sowie der konstante Teil f, der Funktion /(#) durch Ausgleich. Ent- 
weder ist man aus theoretischen Griinden sicher, in der Erscheinung gewisse 
Perioden 7,, 7, aufzufinden, so bei der Auswertung von Gezeitenbeobachtungen 
Perioden von einem halben und ganzen Mond- und Sonnéntag, von einem halben 
Monat usw., oder man kann erwarten, daB sich bestimmte Perioden andeuten 
werden, z. B. bei von der Temperatur abhangigen meteorologischen Elementen 
die Periode von einem Tag und einem Jahr, oder man ist von vornherein ganz 
im Ungewissen iiber die Periodizitaten, wie z. B. bei Klimaschwankungen und 
Variationen des erdmagnetischen Feldes. 





1) Kap. 13, Ziff. 20. 
2) S. OPPENHEIM, Wiener Ber. 1909, S. 823. 
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Das Periodogramm von A. ScHusTER?) laBt die Perioden auffinden, einfacher 
gewinnt man sie nach der Methode von S, OPPENHEIM’). Wir wollen uns darauf 
beschrinken, da® in der durch adquidistante Ordinaten {(t) gegebene Funktion 
nur eine oder zwei Perioden stecken, obzwar die Methode fiir jede Zahl von 
Perioden anwendbar ist, wie F. HopFNER’) zeigte. 

Wenn nur eine Periode vorhanden ist, geniigt /(#) der Differentialgleichung 


Pt) - 2270) — fe) — 0. 


Fiir zwei Beobachtungszeiten ¢, und f,, fiir welche die zugehérigen f'(@, die 
man nach (20) aus den Differenzen der /(¢) erhalt, mdglichst verschieden sind, 
bildet man zwei Gleichungen 


#0) — fo + af’) =0. (22) 


und lost diese zwei in den Unbekannten /, und 1/n? linearen Gleichungen auf 
oder man gewinnt f, und 1/n® durch Ausgleich aus allen zur Verfigung stehenden 
Gleichungen (22). Durch den Ubergang auf die Differentialquotienten wird das 
transzendente Problem (21) der Periodenbestimmung zu einem algebraischen. 

Bei Vorhandensein zweier Perioden geniigt f(t) der Differentialgleichung 
vierter Ordnung. 





1O=fo— yf") — 2h". (23) 
Die vierte Ableitung berechnet man aus den Differenzen mittels 
Keer ey =” Be ary ye oe 3 LR VE oo  fVELE 
"0 = Byer — S170 + sero}, (24) 


fo vy und z werden aus den Gleichungen (23) durch Ausgleich berechnet, weiter 
erhalt man n? und 73 als die zwei Wurzeln der Gleichung 





1+ n?y+n*z=0 


und damit die zwei Perioden T, = 27 und La = 2" mit denen man nun 
leicht @,, a), 6, 6, berechnet (21). a 

Damit die Methode zu richtigen Werten fihrt, mu das Intervall w von ¢ 
kleiner sein als die Halfte der kleinsten Periode von /(¢)*)®), die man aber von 
vornherein nicht kennt, andererseits darf w nicht zu klein gewahlt werden, da 
es in Formel (20) und (24) im Nenner steht. Durch eine kleine Modifikation, 
welche H. Bruns®) dieser Methode gab, wird man ziemlich frei von der Wahl 
des Intervalls w, andererseits wird die Berechnung der Ableitungen von / (i) 
erspart, da die Perioden direkt aus dem Differenzenschema berechnet werden, 
das man hier nur bis zu Differenzen /2” zu entwickeln braucht, wenn 7 Perioden 
bestimmt werden sollen, wahrend man bei der Berechnung der Ableitungen in 
der Regel iiber die Ordnung 2” hinausgehen mu. Eine zusammenfassende 
Darstellung dieser Methoden sowie der von S. HtrAyAMA®) und F. KUHNEN’) 
gibt K. StUMPFF®). 
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. OPPENHEIM, Wiener Ber. Bd. 118, Abt. II A, S. 823. 1909. 

. Hoprner, Wiener Ber. Bd. 119, Abt. II A, S. 351. 1910. 

". HOpFNER, Wiener Ber. Bd: 119, Abt. II A, S. 354. 1910. 

. Bruns, Astron. Nachr. Bd. 188, S. 55. 1944 (Druckfehlerberichtigung S. 119). 
- Hirayama, Tokyo Math. Phys. Soc. Proc. (2) Bd. 7. 1916. 

. Kinnen, Astron. Nachr. Bd. 182, S. 1. 1909. 
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Beispiel. Fiir die Jahre 1836—1850 wurden nach Lamont!) in Miinchen 


folgende Jahresmittel der taglichen Variation der magnetischen Deklination 
beobachtet : 




















eee ee ee TT A ee 
Jahr | f-Variation fl ju | peu IV | jv fvr 
1836 | +9,86'~ | | | | | 
+1,40 | . | 
1838 | 14,26 5,93 | | 
. —4,83 | +3,08 | 
1840 |. - 9543 : —0,15 —1,52 | 
| = 1595" | 1350) | OVA 
1842 BAS.) | +4,44 —0,84 ‘3 | —2,52 
—0,57 +0,75 —1,84 
1844. | 6,88 | +2,16 : —2,62 | | +4,32 
| | +1,59 «| —1,37 | | “2554 | 
1846 8.47 | | 0,29" | | 0,44 in 22020 
| 4.88/51 P24, 0804 emule as 3 4r.| 
1848 | 10,35 |; —1,69 | -—-2,20 - | —2,83 
| | +0,19 | oO 22 —0,52 | 
1850 | 10,54 —1,47 | | +41,68 asa 0 
| ee al +1,90 | | ao2 
1852 9,26 +0,43 | —2,34 | +9,08 
—0,85 | | —0,44 | L. 5,06 
i547 | 8.44 | [=o - | Bele etal | —41,16 
—0,86 | +2,28 | —6,10 
O50 7,55. | he ieee 227 er" E355. 0) 
+4,44 | —1,10 | 
1858 8,96 44,47 | | | 
+2,58 | | | 
1860 11,54 





Mit w=2-erhalt man aus (20) die zweiten Ableitungen, welche mit den 
zugehorigen /(¢) in der folgenden Tabelle stehen: 
Der gréBte Wert von /” (t) findet sich 














bei ¢ = 1844, der kleinste fiir ¢ = 1848. Jabr¢ | f(t) f(t) 
Damit bildet man die zwei Gleichungen - 

d erhalt die N& 1842 | 7,45 + 0,36 

(22) und erhalt die erates alae 1844 688. 40,61 

= pies 1846 8,47 + 0,08 

fe = 8,82); mc 5B feu 1848 10,35 —0,48 

: 1850 10,54 —0,44 

aus letzterem pans 1852 9,26 +0,18 

T= > = 44,21 Jahre; ee ee fess 


Zu einer scharfen Bestimmung der Unbekannten miiBte selbstverstand- 
lich ein weit ausgedehnteres Beobachtungsmaterial. verarbeitet werden als in 
obigem Beispiel, auBerdem wird man die Gleichungen nach der Methode der 
kleinsten Quadrate auflésen. Das Beispiel wird in Kap. 13, Ziff. 13, zu Ende 
gefihrt. 


Literatur?) zum Abschnitt IIb. Runcr-K6nic, Vorlesungen iiber numerisches 
Rechnen. Kap.4 u. 9. Berlin: Julius Springer 1924; v. SANDEN, Praktische Analysis. 
Kap. IV u. V. Leipzig. u. Berlin. Teubner 1923; WuHitrtAKER-Ropinson, The Calculus 
of Observations. London 1926. — 


1) S. OPPENHEIM, Wiener Ber. Bd. 118, Abt. II A, S. 836. 1909. 
2) Nach Drucklegung dieses Bandes ist erschienen: M. Linpow, Numerische Infini- 
tesimalrechnung. Berlin u. Bonn: Diimmler, 1928. 
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III. Mechanische Quadratur. 


27. Die Trapezformel. Behalt man in Formel (12), die in Ziff. 21 durch 
Integration der Besselschen Interpolationsformel (10) gewonnen wurde, nur 
das erste Glied bei, dann ist das Integral iiber ein Teilintervall w genahert dar- 


gestellt durch , +0 


[i dx = wf (a " | = 
Schreibt man y, fiir f(a), y, fiir f(a + w), y, statt f(a + kw), dann erhalt man 
durch Addition iiber # Intervallet), (6 = ganze Zahl) das Integral gendahert 
(Trapezformel): 

at+pw 


fi) ax = = Wo = 24 aie 22 ae Spe 2Vp-1 =r Vos 


w 


f(a) + f(a + w))]. 





a 

Wird die Rechnung mit doppelter Intervallbreite wiederholt, dann ist der Fehler 
der genaueren Rechnung etwa ein Drittel des Unterschiedes beider Resultate. 

28. Die Simpsonsche Regel. Die Formel (11) wurde durch Integration 
der Stirlingschen Formel (9) ttber die zwei Teilintervalle von a — w bis a+w 
gewonnen. Fithrt man die Integration tiber die zwei Teilintervalle von a bis 
a+ 2w aus und behalt nur die zwei ersten Glieder bei, so ist 

a+2w 
[idx = 2w[f(a+ w) + 4/"a+v)). 


Setzt man /(a + w) = y, und driickt die zweite Differenz durch die Funktions- 
werte aus 7 
F(a + &) =V2— 291 +o, 


dann wird das Integral tiber die zwei Teilintervalle 
at+2w 
| (f) dx= % (yg + 491 + 92) 
a 

und durch Addition tiber # Teilintervalle (p = gerade Zahl) erhalt man die 

Simpsonsche Forme]: 

at+pw 
[ile)dx =F 0 + 4s + et Aye Fats $ 2p-s 


a 


25 

+4 p-1+%p), p= gerade Zahl. a 

Eine ganze Funktion héchsten dritten Grades wird durch die Sim psonsche 

Formel genau integriert. Bei einer anderen Funktion ist der Fehler der rechten 

Seite von (25) genahert — a /¥(£), wo & ein Mittelwert zwischen a und a + pw 

ist. Schreibt man 0 fiir dic obere Integrationsgrenze a + pw, so ist der Fehler 
bet pn, 


nimmt also mit der Anzahl # der Intervalle sehr rasch ab. 
Zu einer bequemeren Abschatzung des Fehlers der Formel (25) gelangt man, 
wenn man die Rechnung ein zweites Mal mit doppelter Intervallbreite wieder- 


1) Uber passende Wahl der Intervallbreite w siehe v. SANDEN, Praktische Analysis. 
2. Antl. 'S.90. ; 
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holt; der Fehler der genaueren Berechnung ist dann ungefahr 1/,, des Unter- 
schiedes beider Resultate}), 


29. Allgemeines iiber mechanische Quadratur. Durch die Substitution 


—G@+6 , b=@ 
03% 2k 





Uu 


b 
geht f(x) in @(m) tber und das Integral?) 4//(x)dx in 
a 
+1 
W=43/p(u)du. (26) 
“4 
Ist der Integrand eine ganze rationale Funktion bestimmten Grades, so wird 
das Integral durch ein lineares Aggregat einer gewissen Anzahl Ordinaten 
F= Ry, + Rey +.:. Ravn (27) 
genau dargestellt; dabei sind die R, Zahlenkoeffizienten und die y, = (uw ,) 
ausgewahlte Ordinaten. Ist (wu) keine ganze rationale Funktion, so laBt sich 
das Integral (26) durch einen Ausdruck (27) genahert darstellen3). 
Die Funktion y = @(u) mége sich im ganzen Integrationsgebiet (—1, + 1) 
in eine rasch konvergierende Taylorsche Reihe 
(k) (9 
P(u) =a + au+anu?+asui+..., a 
entwickeln lassen. Einsetzen dieser Reihe in (26) und Integration liefert 








Wo aye - (28) 
oe as Von = By + Ay Uy + anu, +..., (eee i) 
in (27) ein, so wird 
F =a >R.+ a> u,R, + Ge ER ne ace hae. oe tN oe. n) (29) 


Damit W durch F méglichst gut dargestellt wird, setzt man die Koeffizienten 
der ersten a; in (28) und (29) einander gleich 


pay ise =1, | 
> Ughs z= 0; 

a 

Ue 


ated (30) 


Wa ee ha) We a is. teyict va Hal! 1 


Sy eas we ow be. S| “el ace. yn ee Fe 


O iu i 2 9.239 u. 245) 
1) RuNGE-KOniG, Vorlesungen iiber numerisches Rechnen : 
2 Aus Griinden einfacherer Schreibweise ist es iiblich, den Faktor 4/, einzufiihren. 
3) Uber die strenge Herleitung der Formeln’ der mechanischen Quadratur aus der 
Eulerschen Summenformel siehe WHITTAKER-ROBINSON, The Calculus of Observations. 
Kap. VII. Ausfithriiche Ableitung obiger Darstellung bei RuNGE-K6nic, Vorlesungen iiber 
numerisches Rechnen. § 78—80. 
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Erfiillt man hiervon p Gleichungen, dann enthalt die erste nicht mehr erfiillte 
Gleichung die Potenzen u% . ae man 
ae Ra = = Siri Q, wenn p gerade, 
= — Q, wenn p ungerade, 


dann ist der Fehler v, der entsteht, wenn das Integral W durch den Ausdruck F 
ersetzt wird, genahert (0) 
=a,Q= Qt a 

Der Fehler ist genau gleich diesem Ausdruck, wenn a,,, und die folgenden 
Koeffizienten a verschwinden, wenn also y = g(u) eine ganze rationale Funktion 
pten Grades ist; der Fehler v verschwindet, wenn auch a, = 0 ist, y(u) also 
eine ganze Funktion héchstens vom Grad p — 1 ist; fiir sie stellt (29) das Inte- 
gral (26) oder (29) streng dar. 

Die Erfiillung der Gleichungen (30) kann geschehen, indem man 1. die 
Abszissen 4, wahlt (am einfachsten dquidistant) und aus (30) die R, rechnet 
(Formeln von NEwron-CotEs), oder 2. iiber die R, verfiigt (z. B. daB sie alle 
gleich gewahlt werden) und die u, aus (30) berechnet (Formeln von TSCHEBY- 
SCHEFF), oder 3.indem man weder iiber die R, noch iiber die u, Voraussetzungen 
macht und beide Gruppen von Groen durch Auflésung von (30) bestimmt 
(Methode von Gauss). 

30. Die Formeln von Newron-Cotes. Die Abszissen u, werden Aquidistant 
und symmetrisch zur Mitte wu = 0 gewahlt. Die Annahme, da die zu symme- 
trischen Abszissen gehérigen R, gleich sind, also R, = R,, R,= R,_7-05 


7 


bringt die 2., 4.,... der Gleichungen (30) von selbst zum Verschwinden. Den 

einzelnen Werten » von ” in (27) entsprechen folgende Formeln: 

n=2, F=>9(—1)+49(+1), v=—Fa,+..., 

r= 3, F=eo(—)+eoO).+ 4 elt, V=—eat..., 

n=4, F= %[9(—1)+309(—3)4+30(+4)+e(+1)), 9=—- Rat, 
1 


m=5, F = 9 (7p(—1) +329(— ) 4+ 129 (0) + 329(4+ 3) +7(4+1)], 


U=—pa,t-:-. 


Durch Addition von Integralen itber aufeinanderfolgende Teilintervalle erhalt — 
man fir m = 2 die Trapezregel 


Xm * 
fra Zot tI bees + 2 Ym-1 + Vm); 


wenn w der era zweier aufeinanderfolgender Ordinaten ist, fiir n = 3 die 
Simpsonsche Regel 


im 


w 
[van =F Wo + 491 +242 + 494 2 019 2 Vimo te 4 Vind Deals 


xo 


wo m eine gerade Zahl sein muB, und fiir n = 5 


fran = 22 (7 Vo. + 324, + 12% + 32 y5 + eG BY ex ee ie cS 


2 Vee 3 + 12Ym— 2+ 32Vm-1+ Dials 
wo m durch 4 teilbar sein muB. 


Ziff.31, 32. Formeln von TSCHEBYSCHEFF. Integrationsmethode von Gauss. 629 


; Die Formeln von Mac LAurIN verwenden statt der Endordinaten die Mittel- 
ordinaten der einzelnen Teilintervalle. Fiir n — 3 erhalt man 


Faso(—s)t+rPO+te(+5), v=mat.... 


5 


Der Fehler ist also kleiner als der bei der Formel von Newton-Cores fiir 
NH = 4. 

31. Die Formeln von TscuesyscuerF. Wenn die Funktion y = p(u) durch 
Beobachtungswerte gegeben ist, empfiehlt es sich, alle Ry gleich gro8, und zwar 
nach der ersten der Gleichungen (30) gleich = zu wahlen. Die 2., 4., 6.... der 


Gleichungen (30) verschwinden, wenn vorausgesetzt wird, daB die ux Symmetrisch 
um die Mitte «= 0 gruppiert sein sollen. Man erhilt 








uw = —7 73 =—0, 0 
Pe ep 2 A sV3 577350, yee iy eueke 
Uy = +3 13 = 0,577350, 
: u, = —3 V2 = —0,707107 up, = 0, , 
fe. Kye 3 ae Oe eee OT pet 
Us — +3 ) 2 =0,707107, 
freA Ryo tie = V2 475 = —0,187592, - Y= om to 


Us = —Ug, UW = Uy, 





ae ee ee V14 = —0,832497, 
Se ee 


ty = Vy — BY = —0,374541, [ 9 = ude +> 


Uz =0, UM=—U,, Us = —Uy,, 


M=5, Re=FG 











. ee ee Sh 994654: 


Werden nicht alle R, gleich gro8 gewahlt, so kann man zu besseren Darstellungen 
gelangen. Eine solche erhalt man z. B., wenn man bei n = 4 die R der zwei 
mittleren Ordinaten doppelt so groB wahlt als die der zwei duBeren: 


1 Im =—)5 + 2710 = —0,868890, 
Fe ae 


aa = 1 
te = —V3 — 4 710 = —0,350021, [ 9 = su% +: 


Us = —Ug. Ug—=—Uy,, 








32. Die Integrationsmethode von Gauss. Es werden weder iiber die 
Abszissen #4 noch iiber die Zahlen R, Annahmen gemacht. In dem Ausdruck 
F (27) sind alle 2” Gré8en unbekannt und durch Auflésen von 2 der Gleichungen 
(30) zu bestimmen. Der Fehler beginnt mit v= Qa,,+ ..., er verschwindet, 
wenn g(u) eine ganze rationale Funktion (2m — 1)sten oder niedrigeren Grades 
ist. Durch einen Ausdruck (27) mit m Ordinaten wird also eine ganze Funktion 
(2m — 1)sten Grades genau integriert. Die Methode von Gauss wird man an- 
wenden, wenn durch wenig Ordinaten schon hohe Genauigkeit erreicht werden 
soll, insbesondere wenn die Funktion q(w) derart kompliziert gebaut ist, daB 
schon die Berechnung weniger Ordinaten groBen Arbeitsaufwand erfordert, 
oder wenn g(u) durch beobachtete Ordinatenwerte festgelegt werden soll, iiber 
deren Anordnung man noch verfiigen will. 
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Durch Auflésung der Gleichungen (30) findet man 





ie | es 
n=2, R=R=y, =~) 5 0570s 
4 
he ata LF a 
5 Seas 
R=R=4, “= | gO ee 
n=3, 8 “4 v= 175% + ° 
73} 
La Uy = O, ts=+ |=, 
B ua ee = —0,8611363, 


4 Ry = hy = 01739274, = 2 
OPA Ree RA 0 40007206 \3 eee onaone ty 




















S5 
Uy = —Ug, Ug= hy, 
64 
T4005 8 | 
Pers - | sage = —0,9061798, 
Ri = Rs = 0,1184634, wesc 
n=5,)Ro= Ry =0,2393143 1 wu. = > = Be 0,5384693 , 
R, = 0,2844444, Us == 0, “UW =—Ug, Ug = —ty, 
64 
v = Gageg tid S005 


Die zu einem bestimmten 7 gehérigen wu, sind genau die Nullstellen der Legendre- 
schen Kugelfunktion P,(u)?). 

Beispiel. Die mittlere Tagestemperatur soll aus zwei Temperaturlesungen 
bestimmt werden, wann sind diese vorzunehmen? Die Zahlung der Stunden soll 
von Mitternacht beginnen. Man findet, daB die Ablesungen um )4+-12 Stunden 
vor- und nachmittags stattzufinden hatten, also um 5 Uhr friih und 7 Uhr abends. 
Dieser so erhaltene Mittelwert ware genau das Tagesmittel, wenn sich der 
Temperaturverlauf wahrend eines Tages durch eine Parabel dritten Grades 
darstellen lieBe (ein Maximum und ein Minimum taglich). 

LieBe sich der Temperaturverlauf durch eine Parabel 5. Grades (2 Maxima 
und 2 Minima) genau darstellen, so wiirde man ein fehlerfreies Mittel aus drei 
Ablesungen erhalten, welche mittags 12 Uhr und y?- 42 Stunden vor und nach 
dem Mittag, also 2 Uhr 42 Minuten frith, 12 Uhr mittags und 9 Uhr 18 Minuten 
abends vorzunehmen waren. Die Mittagslesung ware mit R, = -;, die Morgen- 
und Abendablesung mit R, = R, = 3, zu multiplizieren. . 

33. Mechanische Kubatur. Das Volumen des prismatischen Raumes, be- 


grenzt von den Ebenen x = a, x = a+ 2h, y=b, y =b-+ 2k und der Flache 
2 == 1(%, Vy ISt 





a+2h 64+2k 
fax [ ay ile, y) 
ede Pek Fs 5 


Diekapanign Zita 4 


Ziff. 34. Die Methode von Runcr-Kutta. 634 


und genahert gegeben durch 
Atk = ( 
3 


fla,b) +4 fla,b +k) + fla,b + 2k) + % : * (a +h,b) + 4fla + h,b-+h) 
+ fa+hb+h) ++ (a + 2h, db) + 4fla+ 2h, d+) (31) 
+ ha + 2h, b+ 28). 

Der Fehler dieses Ausdrucks ae mit 

— a hh(it 5 Sab de Bh sh): 





Wenn z = f(x, y) eine ganze rationale Funktion héchstens dritten Grades der 
zwei Veranderlichen ist, gilt Formel (31) streng. Sie ist eine Erweiterung der 
Simpsonschen mere denn der erste Klammerausdruck 


“ [f (a, 6) + 4f(a, 6 + R)+ f(a, b + 2h)] 


ist der nach der Simpsonschen Regel berechnete genadherte Flacheninhalt 
des Schnittes der Ebene x =a, der zweite Klammerausdruck bestimmt 
ebenso den vierfachen Flacheninhalt des Schnittes der Ebene x =a+h 
und der dritte Term den Inhalt des Schnittes der Ebene x = a-+ 2h. Fiihrt 
man fiir diese Flacheninhalte die Bezeichnung F,, F, und F, ein, so ist das Volumen 


h 
Vie = (FP, + 4F,+F;). 
Diese Formel heiBt nach KEPLER (Doliometrie 1615) ,,FaBregel‘‘!). 


Literatur zum Abschnitt III. O.Brermann, Vorlesungen iiber mathematische 
Naherungsmethoden. Braunschweig 1905; RuNGE-K6nic, Vorlesungen itiber numerisches 
Rechnen. § 78—80. Berlin: Julius Springer 1924; RuNGE-WILLERS, Enzyklopadie d. Math. 
Wissensch. Bd. II, C2; v. SANDEN, Praktische Analysis. Kap. VI; F. A. WILLERS, Numerische 
Integration; WHITTAKER-RosBiInson, The Calculus of Observations. Kap. VII. 


IV. Numerische Integration von 
Differentialgleichungen. 


34. Die Methode von Runce-Kurra. Die durch die Anfangswerte %, Vo 
bestimmte Integralkurve der Differentialgleichung 


| y’ = f(x, 9) 
wird punktweise gerechnet, indem zu den x-Zuwachsen / die zugehdrigen 
Ordinatenzuwachse k nach folgenden Formeln bestimmt werden”): 


ky = f (%o, Vo), 
} k 
ip=f(mtS, vot hh, 


b=tlmtS, y+ B)h. (32) 
kg=f(% +h, Yo + hg) h 
pao hth Ath, 
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1) Weitere Formeln in RuNGE-WitLERS Enzyklopadie d. Math. Wissensch. Bd. II, 
c 2, S. 135; Methoden analog der Gaussschen ebendort S. 132. 

2) RuNGE-KOniG, Vorlesungen iiber numerisches Rechnen. S. 286; v. SANDEN, Prak- 
tische Analysis. II. Aufl., S$. 177. 1923. 


632 Kap. 34. K. MADER: Numerisches Rechnen. Ziff. 34. 


Ist nach (32) ein zweiter Punkt x) +, Yo + & der Integralkurve berechnet, 
so wird er zum Ausgangspunkt des nachsten Schrittes gemacht usw. Das x-Inter- 
vall h braucht nicht sehr eng gewahlt zu werden. Der Fehler ist von der Ordnung 
h®: man erhalt fiir ihn eine gute Abschatzung, wenn man die Rechnung mit der 
doppelten Intervallbreite, also 2h, wiederholt. Der Fehler der genaueren Rech- 
nung ist etwa 1/,, des Unterschieds beider Resultate. 

Ist die rechte Seite der Differentialgleichung von y unabhangig, handelt 
es sich also um die reine Quadratur von y’ = f(x), dann geht die Formel von 
RunGE-KutTta in die Simpsonsche Regel tiber. 

Wenn die y-Zuwachse k groB werden, die Integralkurve also steil ansteigt, 
integriert man die umgekehrte Gleichung 

ax 1 

Pear ET ee 
mit y als unabhangiger Veranderlicher, oder man dreht das Koordinatensystem 
so, daB die Integralkurve angenahert parallel der neuen x-Achse verlauit. 

In der Nahe eines singuléaren Punktes versagt die Methode RuNGE-KutTTA. 

Beispiel: Es ist die zu den Anfangswerten %) = 4, V9 = 4 gehorige Losungs- 


2 
kurve von 7’ = —* + zu suchen. Mit 4 = 0,2 als x-Zuwachs rechnen wir 


nach dem von RUNGE angegebenen Schema: 











% y | t(*y) k=hf (xy) | k 
Gy y - (#9) hy = hf (x4) | F(R, + Ae) 
| hy + hs 
h k [ h an h k 
GEER ae (leche ato || n= (a+ 5.94 2) Summe: 
ih hg h Rave h Re 
er Be ily + 5.942) b= diet Foy + 3) k = 4 Summe 
ath | ytks fiw th, yv + Rs) kg =hf(w +h,y + ks) 
ath pee ty +k | | 
4,0 4,0 Meche: 0,44 | 0,4664690745 
0,9324452112 





4,1 -| 4,22 2,332731707 | 0,4665463414 

















| 1,3989142857 
4,4 et 23.32.7,340/ dee 2,329494349 | 0,4658988698 i 
4,2 | 4,465898870_ 2,464690745 , 0,4929381490 | 0,4663047619 
4,2 | 4,466304762 | 2,464594104 0,4929188208 | 0,5203396992 
1,0401641968 
4,3 | 4,742764172 | 2,602008332 . | 0,5204.016664 1,5605038960 
4,3 | 4,726505595 | 2,598812652 0,5197625304 es 
4,4 4,986067292 | 2,738802888 0,5477605776 0,5201679653 
4.4 | 4,986472727 


Auf diese Weise berechnet man zu den einzelnen x folgende y-Werte: 














y % 
4,0 4,0 

4,2 4,466304762 
4,4 4,986472727 
4,6 5,562452174 
4,8 6,196266667 
5,0 6,890000000 
5,2 7,645784615 
5,4 | 8,465792592 
5,6 9,352228571 
5,8 10,307324138 
6,0 145333338305 
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Zur Abschatzung des Fehlers wird die Rechnung mit doppelter Intervall- 
breite, also mit h = 0,4, nochmals durchgefiihrt. Fiir « = 6,0 findet man schlieB- 
lich dasselbe y, das bei Fortschreiten nach dem Intervall h = 0,2 berechnet 
wurde, das Resultat ist also bis auf die 9. Stelle fehlerfrei, Die direkte Losung 
der Differentialgleichung ist Cx. 

ar ac 
Die spezielle Lésungskurve fiir x) = 4, vy) = 4 ist 
16 5 
8 Fst i ae oe 
sie liefert fiir x = 6,0 das gleiche y, wie es nach der Methode RuncE-Kutta 
berechnet wurde. 

Wie man aus der Tabelle sieht, beginnen die y-Werte immer rascher zu 
wachsen. Bei Fortsetzung der Lésungskurve fiber den Anfangspunkt (4,4) nach 
links findet man bei x = 2,15 eine Minimalstelle, von da an beginnt auBerst 
rasches Wachstum der y, die y-Achse ist Asymptote der Lésungskurve. Man 
wird daher links von x = 2,2 und rechts von x = 6,0 besser die reziprok ge- 
nommene Gleichung ax ee 

" dy” B® Sy 
mit y als unabhangiger Verdanderlicher integrieren. Das y-Intervall k wahlt 
man groBer, zuerst etwa k = 1,0, dann immer gr6Ber. 

Ein wahrend der Rechnung begangener Fehler zieht sich durch alle weiteren 
Schritte hin. Um nicht die ganze Rechnung wiederholen zu miissen, bedient 
man sich des folgenden von RUNGE!) angegebenen Verfahrens: 

An einer Stelle sei statt des richtigen y ein fehlerhaftes y = y + 6 berechnet 
worden. Vorausgesetzt, daB 6 so klein ist, daB seine zweite Potenz zu vernach- 
lassigen ist, korrigiert man jedes fehlerhaft berechnete y + k gemaB 


ytk=o+h—d(1 net), 


Das Korrektionsglied ist fiir jede Stelle zu berechnen. 

35. Anwendung der Methode von Runce-Kutta auf Systeme von Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung und auf Gleichungen zweiter und hoherer 
Ordnung?). Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 

y= yx, ¥, 9’) 
wird in ein System zweier Gleichungen erster Ordnung verwandelt : 
Ce Ne eg = ply, 4; 2). 
Dieses System ist ein Spezialfall des allgemeineren 














y =f(%, 9,2), 2 = 8% ¥, 2), (33) 
deren zum Anfangswert x V¥o% gehdrige Losung man schrittweise gewinnt aus 
ky =f (% Vo. 20) +, ly = ¥(%. Vor 20) M; 

k Z rh k lB 
Rg = f(t +>: oe char a+ t)h, lp = 8% ria Yo = Zo 4 3 )h 
k Z == h k Z 
tg = (et, Yo uae Z + 2\h, ls =8(% +=. Votes aot 2)h, (34) 
Rg = f(g +h, yoths, 2 +4:)h, =o th, Voth, % + Is) h, 
Ig + By , Rath mall eee 
oe = LA. = 3 i E = a 


1) Runce-K6nicG, Vorlesungen tiber numerisches Rechnen. S. 297. 
.2) RunGE-K6nic, Vorlesungen tber numerisches Rechnen. S. 311. 
at 


634 Kap. 15. K. MADER: Numerisches Rechnen. Ziff. 36. 


Xo +h, Vo + Rs 2% + 1 wird nun ebenso zum Ausgangspunkt des zweiten Schrittes 
gemacht usw. Der Fehler ist wieder proportional #® und man schatzt ihn ab, 
indem man die Integration ein zweites Mal mit doppelter Intervallbreite aus- 
fithrt. Der Fehler der ersten Rechnung ist ungefaéhr ;4, des Unterschiedes der 
zwei Resultate. 
Durch eine leicht zu findende Erweiterung des Schemas (34) laBt sich die 
Methode auf mehr als zwei simultane Gleichungen erster Ordnung ausdehnen. 
36. Methode der sukzessiven Approximation. Auf irgendeinem Weg, z. B. 
graphisch!) oder durch Reihenentwicklung, sei man zu einer Naherungslosung 


y = ,(x) der Differentialgleichung 
y' = (%, ¥) (35) 


gelangt. Die Naherung braucht nicht besonders gut zu sein, es geniigt meist, 
als erste rohe Naherung y = yy) = konst. fiir das Ausgangsintervall der durch 
XoVp bestimmten Lésungskurve anzunehmen. Das Integral von (35) kann man 
in der Form schreiben 


y= + | Hx, 9) dx. (36) 


Xo 


Unter dem Integralzeichen steht dieselbe Funktion (x) wie links vom Gleich- 
heitszeichen. Zuerst wird in (36) rechts unter dem Integralzeichen die Naherungs- 
lésung?) y,(x) eingesetzt und die Integration numerisch durch Interpolation?) 
oder Summation #) ausgefiihrt. Dadurch erhalt man nun links eine zweite Naherung 


vale) = yo + [ Hx, v4) dx 


in Form einer Tabelle, dieses y.(x) setzt man rechts unter das Integral und ge- 
langt durch numerische Integration zur dritten Naherungslosung 


ys (#) = yo + | f(x, 92) ax 


usw. Das Verfahren wird solange fortgesetzt, bis eine Lésung y,,4(%) sich 
von der vorausgehenden y,,(~) innerhalb der gewiinschten Genauigkeit nicht mehr 
unterscheidet, womit offenbar die Lésung von (36) im ersten Intervall x, bis x 
gefunden ist. Diese Lésung setzt man titber das Ausgangsintervall fort und ver- 
bessert durch numerische Integration im zweiten Intervall so lange, bis wieder 
keine Anderung zweier aufeinanderfolgender Lésungen eintritt, dann. verfahrt 
man ebenso im dritten Abschnitt. 

Wesentlich fiir die rasche Konvergenz des Verfahrens ist, daB die Loésungs- 
kurve nicht zu steil gegen die X-Achse ansteigt, bei raschem Anstieg der Kurve 
hilft Einfihrung eines neuen Koordinatensystems, das so gegen das alte gedreht 
ist, daB die Lésungskurve ungefahr parallel mit der neuen X-Achse verlauft. 
Die analytische Bedingung der Konvergenz ist die Lipschitzbedingung5), hier 


1) Kap. 14, Ziff. 18. 


*) Wenn nur y) = konst. als erste Naherung fir die ersten +-Werte angesetzt ist, so 
gewinnt man durch Integration schon ein y,(%) und hierzu ein erstes Differenzenschema, 
das mit jedem folgenden Schritt verbessert wird. 

8) Ziff.21 dieses Kap. 
4) Ziff. 23 dieses Kap. 


5) Vel. hierzu Kap. 9, Ziff. 1, ferner RunGE-KONnIG, Vorlesungen iiber numerisches 


Rechnen. _S. 301; L. Breperspacu, Theorie der Differentialgleichungen. S.25. Berlin: 
Julius Springer 1923. 
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in Form eines Differenzenquotienten, der fiir alle x, V,V, des Bereiches eine 
obere Grenze M nicht iiberschreiten darf: 


| tas”) = Ha, Yn) | <M. 


| Via Vy 





Das x-Intervall ist so zu wahlen, daB, unter & ein echter Bruch verstanden, 


ape 
l= 
gilt. 
Praktisch wird man durch das Verfahren selbst tiber die Konvergenz orien- 
tiert. Wenn die aufeinanderfolgenden Schritte sich durch groBe Anderungen unter- 
scheiden, wird man das Intervall (x 9x) verkleinern; ebenso sieht man bei der 
Entwicklung des Differenzenschemas, das man zur numerischen Integration 
fiir jede Naherung y,(x), yo(x)... entwickeln mu8, ob man die Argument- 
intervalle enger nehmen mu8B usw. Die Schranke M und x — x, braucht man 
also nicht zu berechnen. Ein wahrend der Rechnung begangener Fehler wird 
durch das weitere Verfahren von selbst eliminiert, sofern die fehlerhafte Lésung 
eine brauchbare Naherung darstellt. 

Die Methode ist auf Systeme von Differentialgleichungen anwendbar. 

Spezielle Methoden hat die Astronomie ausgebildet!). 

37. Numerische Integration partieller Differentialgleichungen. Eine Uber- 
sicht der Methoden und Literaturzusammenstellung findet man in dem Enzyklo- 
padieartikel Bd. II, C2, Nr.19 und 20 von RuNGE-WILLERs, in Nr. 21 die 
Ubertragung der Methoden, welche zur Integration gewdéhnlicher Differential- 
gleichungen dienen, auf partielle, insbesondere die Formeln von RuNGE-Kutta?), 
weiter eine von RUNGE’) angegebene Methode, welche die Differentialgleichung 
durch eine Differenzengleichung ersetzt, und die Methode von Rirz*), welch 
letztere dann anwendbar ist, wenn das vorgelegte Randwertproblem sich in ein 
Variationsproblem umformen ]aBt. Eine kurze Darstellung dieser Methoden 
gibt auch WILLERs®). 


Literatur’) zum Abschnitt IV. Runce-KO6nic, Vorlesungen tiber numerisches 
Rechnen. Kap.10. 1924; RuNGE-WILLERS, Enzyklopadie d. Math. Wissensch. Bd. II, C2, 
Nr. 15—22; v. SANDEN, Praktische Analysis. Kap. X u. XI. 1923; F.A.WiLLERs, Numerische 
Integration. Bd. IV. (Sammlung Géschen Nr. 864. 1923.) 


1) Enzyklopadie d. Math. Wissensch. Bd. II, C2, S. 157; Bd V2 ont? bd Vel 2; 
S. 19. Weiter die Monographien der Bahnbestimmungen und der Himmelsmechanik. 

2) C. RuncE, Numerisches Rechnen. Autogr. Vorlesung. S. 248. Gé6ttingen 1912/13. 

3) C. RuncE, ZS. f. Math. Phys. Bd. 56, S. 225. 1908. 

4) W. Ritz, Gottinger Nachr. 1908, S. 236; Journ. f. reine u. angew. Math. Bd. 135, 
S. 1. 1908. Gesammelte Werke S. 192. Hieriitber auch Kap. 11, Ziff. 16; ferner C. COURANT- 
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381. 

— ,stetig differenzierbarer, 

eindeutig umkehrbarer 

Punkttransformationen 

384. 

ahnliche 375. 

eingliedrige 376. 

lineare 377. 

Normalform 376. 

der eindeutig umkehr- 

baren- stetigen Transfor- 

mationen einer -dimen- 

sionalen Mannigfaltigkeit 

Sle 

der winkeltreuen oder 

konformen Transforma- 

tionen 375. 

Gruppengesetz 69. 

GUDERMANN 256. 

—, Winkel 13. 

Guldinsche Regel, erste 52. 

— —, zweite 54. 


. 


~ 


HaDAMARD-Caucny, Satz 
219. 

Haufigkeit, relative 442, 
460. 





Haufungspunkt 2. 

—, uneigentlicher 4. 
HamiILTon, Formel von 180. 
—, Gleichung 343, 348. 


| — -Jacost, partielle Diffe- 


rentialgleichung 307. 

—, Systeme von Differential- 
gleichungen 304. 

—, Prinzip 390, 468. 

HAMMERSTEIN 287. 

HaNKEL, Funktion 277. 

harmonische Analyse 
610. 

— — empirischer Funktio- 
nen 538. 

— Gruppe 109. 

— Reihe 27. 

HARNACK, Satz 370. 

HARTMANN, Dispersionsnetze 
575. 

Hauptachse 128, 131. 

Hauptachsentransformation 
85. 

Hauptdiagonale 58. 

Hauptebenen 180. 

Hauptelemente einer Matrix 
58. 

Hauptflache 180. 

Hauptgruppe 113. 

Hauptkreis 130. 

Hauptkriimmungen 169. 

Hauptminor 60. 

Hauptnormale 162. 

Hauptnormalenbild 163. 

Hauptpunkt 176. 

Haupttangentenlinien 170. 

Hauptunterdeterminante 60. 

Hauptwert der Potenz 
234- 

hebbare Unstetigkeit 5. 

Hemiedrie 78. 

HERMITE, Reihe 449. 

—, Polynome 336, 448. 

Hermitesche Determinante 
62. 

— Form 87. 


269, 


Hessesche Determinante 63. 


— Normalform 117. 

hexagonal 78. 

Hexagyre 78. 

HILBERT, invariantes Integral 
441. 

Hohenschichtlinie 557. 

hdhere Ableitung 15. 

Holoedrie 78. 

Homéomorphie 145. 

homogene Funktionen 3. 

— Koordinaten 108. 

— Polynome 7. 

Homographie 111. 

homomorph 71. 

Hornersches Verfahren 95. 

l’Hospitat,. Regel von 16. 

Hyperbel 124. 

—, gleichseitige 127. 


Hyperbelamplitude 13. . 

Hyperbelfunktionen 7, 11. 

hyperbolische Funktionen 7, 
a1. 

— Geometrie 140. 

— Kongruenzen 139, 

— Punkte einer Fliche 169. 

hyperbolischer Zylinder 126. 

hyperbolisches Hyperboloid 
126. 

— Paraboloid 126. 

Hyperboloid 126. 

Hyperebene 120. 

Hyperflache 23. 

Hyperflachenelement 343. 

Hypozykloide 161. 

—, Steinersche 161. 

Huddesches Verfahren 91. 

Huiliersche Formel 106. 

Hurwitzsche Formel 150. 


Ikosaedergruppe 74, 77. 

implizite Funktionen 3, 21. 

indefinit 7, 32. 

Index einer Unterdetermi- 
nante 60. 

— einer Untergruppe 70. 

Indikatrix 147. 

—, Dupinsche 169. 

infinitesimale Streckung 375. 

inhomogene Koordinaten 

' 108. 

in sich dicht 2. 

Integrabilitatsbedingungen 


339. 

Integral, allgemeines 338, 340, 
345, 346. 

—, partikulares 338, 340, 345. 

—, singulares 345, 346, 349. 

—, volistandiges 345. 

—, Abelsches 36. 

—, bestimmtes 40. 

—, binomisches 38. 

—, oberes 41. 

_—, Riemannsches 40. 

—, Stieltjessches 54. 

—, unbestimmtes 32. 

—, uneigentliches 43, 44. 

—, unteres 41. 

Integralgleichungen, rezipro- 
ke 284. 

—,lineare, 1. Art 288. 

— —, 2. Art 283. 

— bei sich selbst adjungier- 
ten elliptischen Differen- 
tialgleichungen 355.. 

Integralhyperflachenelement, 
singulares, nichtsingulares 
344. 

Integralhyperflache 343. 

Integralinvarianten, absolute 
385. 

—, relative 385. 

— beziiglich infinitesimaler 
Transformationen 385. 
Handbuch der Physik. III. 
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Integralinvariante 384, 387. 
Integralkurven 371, 377. 
Integralkurve, zweite 556. 
Integralmannigfaltigkeit 371. 
Integraph 555. 
Integration, partielle 34, 42. 
— rationaler Funktionen 34. 
— irrationaler Funktionen 
36. 
— im komplexen Gebiet 221. 
—, graphische 553. 
— —, mechanische 
mittel 555. 
—, numerische 610. 
— durch Interpolation 617. 
— durch Summation 619. 
— durch Differentiation 


Hilfs- 


295. 
Integrationskonstante 32. 
Integrationsmethoden, klas- 

sische 377. 


integrierbar 41. 

integrierender Faktor 296, 
377. 

Interpolation 605. 

—, graphische 548. 

— —, parabolische 552. 

—, parabolische von Gra- 
dientgréBen 553. 

Interpolationsformeln 613. 

—, inverse 615. 

Interpolationsproblem, allge- 
meine Formulierung 609. 

Intervall 2. 

Intervalle, Zahl der 466. 

Invariante 80, 183 206. 

—, absolute 250, 264. 

— der Koeffizienten 321. 

—, Kriimmungs- 212. 

—, projektive 82. 

—, simultane 82. 

invariante Untergruppe 71. 

inverse Funktionen 3. 

— Matrizen 66. 

— Transformationen 24. 

Inversion 55, 78. 

Involution 112. 

involutorische Lage 139. 

inzident 107. 

Inzidenzbedingung 108. 

inzidenzinvariant 201. 

Irrationalitat, binomische 37. 

—, linear gebrochene 37. 

—, monomische 37. 

—, quadratische 36. 

Isogone 560. 

Isoklinen 291, 560. 

isoliert 2. 

isolierter Punkt 157. 


'isometrisch 172. 


isomorph 71. 

isometrisches Problem 402. 
—, spezielles. 389. 
Isothermennetze 239. 
Isothermensystem 171. 
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isotherm-konjugierte Systeme 
172: 

isotrope Ebenen 116. 

— Geraden, 113,-4116. 

— Kongruenzen 180. 

— Kurven 164, 1714. 

Iterationsmethode 603. 


Jakobische Determinante 22. 
— Matrix 22. 
Jaxosi, Funktionen 256. 
—, Prinzip 409. 

—, Differentialgleichung 410. 
— -Hamitton, partielle Dif- 
ferentialgleichung 307. 

—, Funktionen, Additions- 
theoreme, Differentialglei- 
chungen, Nullstellen, Pole 
und Perioden 257. 

—, Methode von 347. 

—, Multiplikator 340. 

—, Differentialgleichung 341. 

—, Gleichung 348. 

—, Identitat 378. 


kanonische Elemente 380. 

— Gleichungen der Mecha- 
nik 372. 

— Zerschneidung 149. 

kanonisches System 347, 380, 
381, 386. 

Kardinalzahl 2. 

Kardioide 159. 

Kartesische Zeichenregel 95. 

Katakaustik 159. 

Katenoid 178. 

Kaustik 159. 

Kegel 126. 

Kegelschnitte, konjugierte 
125. 

Kehllinie 176. 

Kehlpunkt 176. 

KEPLER, FaBregel 631. 

Kern 120, 283. 

—, ausgearteter 285. 

—, indefiniter 286. 

—, iterierter S. 285 

—, l6sender 284. 

—,negativ definiter 286. 

—, positiver 286. 

—, systematischer 286. 

~~, unstetiger 287. 

Kette, Sturmsche 94. 

—. (topologisch) 146. 

Kettenlinie 161. 

Kettenregel 14, 20, 24. 

kinetisches. Potential 304. 

KLEIN, Oszillationstheorem 
SYS IE NE 

Knotenlinien 359, 360. 

Koeffizienten, Entwicklungs- 
Fouriersche 268. 

K6rper (Algebra) 87. 

—,regularer (Stereometrie) 
73+ 

41 
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Kogredient 81. 

Kollektivgegenstand 460. 

KollektivmaBlehre 461. 

Kollineation, 111. 

Kombination 56. 

Komplanation 51. 

komplémentare Unterdeter- 
minante 60. 

Komplement, algebraisches _ 
60. 

Komplex, linearer 137. 

komplexe GréBe 65. 

=— Zahl 215. 

— —, konjugiert 215. 

Konchoide 159. 

Konfokale Schar 132. 

konform 73. 

konforme Abbildung 175. 

Kongruenz 179. 

—,isotrope 180. 

—, lineare 139. 

konjugierte Durchmesser 125. 

— Durchmesserebenen 126. 

— Elemente einer Matrix 59. 

— Flachen 2. Grades 127. 

— .Kegelschnitte 125. 

— Polaren 137. 

— Punkte 109, 121. 

— — .auf einer Extremalen 
411. 

— Transformationen 81. 

— Untergruppen 70. 

— Zahlen 109. 

konjugiertes Netz 170. 

Konkomitante 82. 

Konstantenbestimmung bei 
gegebener Verteilungs- 
formel 467. 

kontinuierliche Gruppe 72. 

Kontragredient 81. 

kontravariant 182. 

Kontravariante 82. 

konvergent 25, 217. 

—, absolut 26, 218. 

—, bedingt 26. 

—, gleichmaBig 26, 218. 

—, unbedingt 26, 217. 

Konvergieren 4. 

Konvergenz im Mittel 268. 

Konvergenzbereich 26. 

Konvergenzintervall 28. 

Konvergenzprinzip 25. 

Konvergenzradius 28. 

Koordinate, zyklische 307. 

Koordinaten 2, 115. 

—, affine 113. 

—, élliptische 134. 

+, homogene 108. 

—, kartesische 115. 

—, Lamésche 134. 

—, parabolische 134, 

—, Pliickersche 118, 136. 

—, projektive 109. 

Koordinatentransformation 
235-3: 3 


{ 
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Korrelation 111. 
—, Irrwanderung mit 481. 
—, totale u. partielle 487. 
— der Dichteschwankungen 
490. ; 
—, normale 490. . 
Korrelationskoeffizient 479. 
Korrelationsverhaltnis 486. 
kovariant : 
-halbsysymmetrisch 201. 
— -symmetrisch 201. 
Kovariante 82. 
—, bilineare 371, 384. 
Frau KOWALEWSKI 339. 
AuBere Krafte 356. 
Kreisevolvente 160. 
Kreispunkt 134. 
Kreisteilungsgleichung 91. 
Kreistreu 73. 
Kreisverwandtschaft 240. 
Kreuzungspunkt, -facher 
239. f 
Kristallklassen 78. 
Kristallsysteme 78. 
Kriimmung einer Flache 168. 
— = Kurve 156, 163: 
= aweite 1163. . 
—, geodatische 173. 
—, mittlere 156, 169. 
Kriimmungsachse 164. 
Kriimmungskreis 156. ; 
— (geodatischer) 164, 175. 
Krimmungslinien 170. 
KriimmungsmaB 143, 169. 
Krimmungsmittelpunkt 156, 
164, 170. 
Kriimmungsradius 156. 
Kubatur 53. 
—, mechanische 630. 
kubisch 78. 
kubische Gleichung 91. 
— Resolvente 92. 
Kugel, m-dimensionale 212. 
—, stereographische Projek- 
tion: Gd: 247. 
Kugelflachenfunktion 272, 
274, 354. 
—, zonale 275. 
Kugelfunktionen 272, 363. 
—,allgemeine 272. 


-—,4. Art 276. 


—,2. Art 276. 

—,einfache, rdumliche n-ter 
Ordnung 272. 

—, sektorielle 275. 

—, tesserale 275. 

—, zonale. 275,, 336. 

—, zugeordnete 275. 

Kurve 23. 

—,isotrope 164; 171. 

Kurven 209. 

—, ametrische 214. 

—, isotrope. 214. 

—, Minimal- 214. 

—, Integral- 220. 








Kurven, Treppen- 452. 
Kurvenintegral 48. 
Kurventrapez, statisches Mo- 
ment 556. 4 
KuTTsA-RUNGE 631. 


langentreu 172. 

Lage, Geometrie der 107. 

LAGRANGE 346. 

—, Interpolationsformel 605. 

—, Klammer: von 381. 

—, Differentialgleichung von 
295, 383: 

— —, adjungierte von 327. 

—, Multiplikator von 407. 

—, Bewegungsgleichungen 
4. Art. von 408. 

—, Multiplikatorenmethode 
von 32. 

LAGUERRE, Polynome 337. 

Lamésche Koordinaten 134. 

— Funktion 280. 

Lancretsche Relation 163. 

LANGEVIN, Gleichung 484. 

Laprace, Differentialglei- 
chung von 222, 279, 364, 
398. : 

—, Funktion von 272. 

—, Gleichung von 272, 354. 

—, Methode von 352, 434. 

—, Operator von 190. : 

—, Transformation von 428. 

—, Zerlegungssatz von 60. 

LAURENT, Reihe von 225, 
226. 

LEGENDRE, Bedingung fir 
das Eintreten eines Ex- 
tremums 410. 

—, Differentialgleichung von 
326. 

—, Gebilde von 273. 

—, Kugelfunktionen von 630. 

—, Polynome 273, 326, 533. 

—, Transformationen von 
382. 

Legendresche Normalintegral 
262. 

— — 1. Gattung 263. 

— — 2.Gattung 263. 

Leibnizsche Produktformel 
16. . 

Leitflache 179. - 

Leitgerade 139. 

Leitlinie 129, 176. 

Lemniskate 159. 

Levi-Crvita, Parallelver- 
schiebung 201. 

Ltvy, Beweis 445. 

LANDEN, Transformation 
265. 

Lig, Satze 298. 

LIEBMANN, Satz von 173. 

Litre, Verfahren zur Auf- 
lésung algebraischer Glei-~ 
chungen 548. 
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linear abhangig 63, 65, 119, | Matrix, schiefe 59, 


120. 
— gebrochene Irrationalitat 
Ye 
— — Transformation 72. 
lineare Exzentrizitat 129. 
— Gleichungen 67. 
— Kongruenz 139. 
— Transformation 80. 
linearer Komplex 137. 
Linienelement 289. 
—, singulares 300. 
Liniengeometrie 136. 
Linienkoordinaten 136. 
Linkssystem 115. 
LIOUVILLE 386. 
—, Satze von 249. 
LiouviLLe-SturM, Differen- 
_ tialgleichung 334. 
Lipscuitz, Bedingung von 
562, 634. 
Logarithmus 7, 8 
—, Briggscher 8. 
—, dekadischer 8. 
—,gemeiner 8. 
—, natiirlicher 8. 
—, Neperscher 8. 
—, Hauptwert 231. 
logarithmische Ableitung 15. 


MacLaurin, Formel von 18, 

a O20: 

—, Reihe von 28. 

Machtigkeit 2. 

MAINArRpDI, Formeln von ae: 

Majorante 27. 

Matus-Dupin, Satz von 181. 

Mannigfaltigkeit 23, 145, 
208. 

—, algebraische 135. 

—,ametrische 213. 

—, berandete 146. 

—, einseitige 147. 

—,endliche 145. 

—, euklidische 210. 

—, euklidisch-affine 187. 

—, geschlossene 146. 

—, nichteuklidische 210. 

—, langentreu aufeinander 
’ abbildbare 210. 

— konstanter Kriimmung. 
ZA 

—, orientierbare 148. 

—, rationale 23. 

—, unberandete 146. 

—, zusammenhangende 146. 

—, winkeltreu aufeinander 
abbildbare 211. 

—, zweiseitige 147. 

MaBbestimmung, Payeyeche 
141. 

Matrix 58. 

—,alternierende 59. 

_ ’ erweiterte 67. 

—, inverse 66. 








—, schiefsymmetrische 59. 

—, Skalare 66. 

—, Symmetrische 59. 

—, transponierte 66. 

Maximum 3, 31. 

MAXWELL, Verteilungsgesetz 
453. 

MEuMKE, R., graphischer 
Ausgleich einer Geraden 
578. 

—, graphische Additions- u. 
Substraktionslogarithmen 
572. 

mehrfacher Punkt (einer 
Kurve) 157. 

Membran, schwingende 390, 
398, 359. 

Mengen 1. 

Mercatorprojektion 243. 

MERCER 287. 


Methode, direkte in der Vari- 


ationsrechnung 413. 
metrische Geometrie 113. 
MEUSNIER, Satz von 169. 
Minimalebene 117. 
Minimalflache 177. 

—, Ennepersche 178. 

—, Scherksche 178. 

—, Schwarzsche 178. 
Riimaaltiachen 389, 397, 399. 
Minimalkurve 164. 
Minimum 3, 31. 

Minor 60. 

Minorante 27. 

v. Mises 424. 

—, zyklisches Gesetz von 478. 
MitTAG-LEFFLER, Satz von 

229. 

Mittelflache 180. 


Mittelpunkt 112, 125, 126, 
176. 

Mittelpunktskreis 175. 

Mittelpunktsflachen 2. Gra- 


des 126. 
Mittelpunktskegelschnitt 125. 
Mittelwertsbestimmungen, 

Gewichte 472. 
Mittelwerte 436. 

—, bedingte 436. 

—, Eigenschaften der 436. 
Mittelwertsatz 16, 21. 

— der Integralrechnung 43. 
mittlere Kriimmung einer 

Kurve 156. 

— — — Flache 169. 

Modul 256. 

—, Komplement des 256. 

MOobiussches Band 148. 

Motvre, Formel 221. 

MonceE, Gleichung von 345. 

—, Differentialgleichung von 
349. 

—, Regel 343. 

—, System von 371. 
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Mongesche Flachén 176, 

Mollweidesche Gleishungbn 
101. 

Momente 479. 

Momentenproblem 446, 

—, Lésung des 448. 

—, Eindeutigkeitsbedingung 
des 447, 

Monmort. 424, 427, 435. 

monoklin 78. 

monomische 
37. 

monotone Folge 25. 

— Funktion 3. 

Multiplikationstheorem der 
p-Funktion 251. 

Multiplikatorenmethode, 
Lagrangesche 32. 

Multiplikator 296, 303, 372, 
S15 

—, Prinzip d. letzten 341. 

— von LAGRANGE 407. 


Irrationalitat 


Nabelpunkt 133, 169. 

Nachbarpunkt 13. 

Nebendreieck 102. 

Nebengruppe 70. . 

Nepersche Analogien 105. 

— Gleichungen 101. 

— Regel 104. 

Neperscher Logarithmus 8. 

Netz, 146. 

—, konjugiertes 170. ; 

—, halblogarithmisches 569. 

—, logarithmisches 570. 

—, Funktions- 568. 

Netztafeln 585. 

NEUMANN, C., 276. 

—, Funktion 277. 

NEUMANN, F., Methode zur 
Annaherung durch Kugel- 
funktionen, zweier Argu- 
mente 547. 

Neumannreihe 284. 

— -Problem 366. : 

Newtonsche Naherungs- 
methode 96. 

— Formeln 89. 

Newton, Interpolations- 
formel 606. 

—, Massenanziehungsgesetz 
von 363. 

—, Potential von 363. 

—, Naherungsverfahren bei 
einer Unbekannten 600, 

—, — bei 2 oder mehr Ver- 
anderlichen 602. ; 

— -CotTEes, Formel von 628. 

nichtorientierbar 148. 

Niveaulinien 239: 

Nomogramm 565. : 

nomographische Darstellung 
funktionaler Beziehungen, 
zwischen 2 Veranderlichen 
564. 
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nomographische Darstellung 
funktionaler Beziehungen 
zwischen 3 Veranderlichen 
580. 

normal 144. 

Normale 154. 

Normaldeterminante 66. 

Normalmatrix 67. 

Normalbereich 555. 

Normalenvektor 167. 

Normalbereich, ebener 42. 

—,raumlicher 49. 

— in Polarkoordinaten 51. 

Normalenkongruenzen 181. 

Normalgleichungen 515. 

Normalteiler 71. 

Nullebene 137. 

Nullfunktionen 447. 

Nullinien 214. 

Nullgerade 137. 

Nullstelle 228. 

Nullsystem 111, 137. 

nullteilig 123. 

numerische Exzentrizitat 129 


Oktaedergruppe 74, 76. 

Operator, linearer 283. 

OPPENHEIM, S., Auffindung 
versteckter Periodizitaten 
623. 

orientiert 117. 

orientierbar 148. 

orthogonal 144. 

orthogonale Flachensysteme, 
dreifach 178. 

— Transformation 81. 

OrthogonalisierungsprozeB 
267. 

Orthogonalfunktionen, 
mierung von 267. 

oskulieren 156, 170. 

oszillierend 25. 


Nor- 


Parabel 124. 

parabolische Geometrie 140. 

— Kongruenzen 139. 

— Koordinaten 134. 

— Punkte einer Flache 169. 

parabolischer Zylinder 126. 

Paraboloid 126. 

Parallelenaxiom 140. 

Parallelismus 112, 1414. 

Parallelkoordinaten, geodati- 
sche 175. 

Parallelverschiebung 210, 
376. 

—,infinitesimale 375. 

Parameter eines Kegelschnit- 
tes 429. 

— — Nullsystems 138. 

—, wesentliche 373. 

Parameterdarstellung 14, 23. 

Partialbruchdarstellung einer 
meromorphen Funktion 
229. 
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Partialdruckzerlegung 34. 
partielle Integration 34. 
Pascat, Integraph von 556. 
Pascalsche Schnecken 159. 


| Pascalsches Dreieck 56. 


PEARSON, Kurve von 462. 

—, Differentialgleichung von 
463. 

Pendel, ebenes mathemati- 
sches 265. 

Perfekt 2. 

Perioden 261. 

— des Integrales 1. Gattung 
262. 

— — — 2. Gattung 262. 

— — — 3.Gattung 262. 

Periode 3. 

—, primitive 3, 246. 

Periodenstreifen 247. 

periodische Funktionen 3. 

Periodizitat, Auffindung ver- 
steckter 540, 623. 

Periodizitatsgrad eines me- 
chanischen System 309. 

Periodogramm 540, 542. 

Permutation 55. 

—, gerade 55. 

—, ungerade 55. 

—, zyklische 55. 

Permutationsgruppen 71. 

Persistenz der Weglange 482. 

Klasse der Pfaffschen Form 
371. 

PraFF, System von 371. 

—, Form von 371. 

—, Problem von 372. 

Pfaffsche Funktion 62. 

Phasendiagramm 544, 545. 

Planevolute 166. 

Planevolvente 166. 

Planimeter 538, 556. 

PLANCK-FOKKER, Gleichung 
von 457. 

Plateausches Problem 177. 

Platte, schwingende 361. 

PLEMELJ 355. 

Pliickersche Koordinaten 118. 

Poincaré, - Differenzenglei- 
chung von 435. 

—, eckige Klammer von 378. 

—, Formel von 245, 440. 

—, Gleichung von 364. 

—, Integral von 369. 

Portsson, Klammerausdruck 
von 305. 

—, Satz von 378. 

Pol 226. 

— einer linear gebrochenen 
Transformation 73. 

—, Hauptteil d. 227, 228. 

Polardreieck 103. 

Polare 122. 

—, konjugierte 137. 

—,reziproke 121, 137. 

Polarebene 121. 





Polarflache 165. 

Polarform 83. 

Polaritat 111, 121. 

Polarkoordinaten, ebene 24, 
415. 

—, geodatische 175. 

—,raumliche 116. 

Polarkorper 74. 

Polarkurve 164, 165. 

Polarnormale 154. 

Polarsubnormale 154. 

Polarsubtangente 154. 

Polartangente 154. 

Polartetraeder 123. 

Polbahn 160. 

Polpunkt 553, 554. 

Polyederformel, Eulersche 
A525 

Polygonzug,darstellender549. 

—,lésender 550. 

Polynome 7, 87. 

—,symmetrische 88. 

Potenzsumme 58, 89. 

Potential, logarithmisches 
366. 

Potentialfunktion 239, 366. 

—, konjugierte 239. 

Potentialtheorie 355. 

Potenzreihe 218, 354. 

—, Ableitung der 219. 

—, Konvergenzradiusder 219. 

—, Konvergenzkreis der 219. 

—, Umbildung der 219. 

PrazisionsmaB- 494, 496. 

Prim, relativ 87. 

primitive Periode 3. 

— Einheitswurzel 91. 

Problem, Randwert- von 
CaucHy 338. 

— der Irrwanderung 456. 

— von PLATEAU 177. 

Produkt, inneres skalares 188. 

—, auBeres Vektor- 188. 

—, unendliches 31. 

Produktformel, Leibnizsche 
16. 


.Produkte, innere 267. 


Projektion, stereographische 
216. 

projektive Geometrie 107. 

— Gruppe 80. 

— Invarianten 82. 

— Koordinaten 109. 

— Skala 572. 

— Verwandtschaften (Trans- 
formationen) 110. 

Pseudosphare 175. 

Punkt 2, 108. 

—, isolierter 157. 

—, singularer 157. 

—, — bei Flachen 2.:Grades 
122, 

Punktfolge 25. 

Punktierung 148. 

Punkttransformation 71, 373. 


quadratische Formen 32, 82. 
— Irrationalitat 36. . 

— Resolvente 93. 
Quadrattafel 565. 
Quadratur, mechanische 626. 
Quellpunkt 193. 

Quelle 240. 

Querschnitt 148. 
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RAABE 236. 
Rand - 146. 


Randbedingungen 355, 358, 


359, 361, 362, 366. 

—, natiirliche 400. 

—, homogene 333. 

Randextrema 31. 

Randwertaufgabe, erste 245. 

—, — fiir Kreis und Kugel 
369. 

Randwertaufgaben 

—, die 3 der Potentialtheorie 
366. 

Rang einer Matrix 64. 

rangerhaltende Umformung 
64. 

Rationale Funktion 7. 

— Mannigfaltigkeit 23. 

Rationalitatsbereich 87. 

Raum, spharischer 213. 

—, elliptischer 213. 

Raumgruppen 79. 

RAYLEIGH, Kolben von 458. 

Rechenscheiben 567. 

Rechenschieber 567. 

Rechenrader 567. 

Rechentafel 580. 

Rechenwalzen 567. 

Rechtssystem 115. 

Rechtwinkelinvolution 113. 

reduzibel 84, 87. 

Reihe, alternierende 27. 

—, binomische 30. 

—, Fouriersche 268. 

>, geometrische 27. 

—, halbkonvergente, semi- 
konvergente oder asym- 
ptotische 234. 

—, Theta- 253. 

—, harmonische 27. 

. +, MacLaurinsche 28. 

—, Taylorsche 28. 

—, unendliche -25. 

Reihenumkehr 604. 

reine Gleichung 91. 

Regelflache 176. 

Regressionslinien 485. 

Regressionsgleichungen 485, 
487. : 

Regressionskoeffizient 485. 

Regula falsi 600. 

regular (Kristallsystem) 78. 

regulare Korper 72. - 

— -Uberlagerungsflache 151. 

_ Rektifikation 47. 
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rektifizierende Ebene 162. 

— Flache 165. 

rekurrierende Determinante 
63. 

Rekursionsformeln 34. 

relative Invariante 80. 

relativ prim 87. 

Residuum. 227. 

Residuumsatz 227. 

Resolvente einer 
gleichung 284. 

—, kubische 92. 

—, quadratische 92. 

—, Tschirnhausensche 90. 

Resonanz 358. ; 

Resonanzkurve 329. 

Restglied 18. 

Resultante 82, 89. 

reziproke Gleichung 93. 

—-Polaren 121, 137. 

Reziprozitatsformeln bei In- 
tegralgleichungen 288. 

rhombisch 78. 

rhomboedrisch 78. 

Riccati, Differentialgleichun- 
gen von 293. 

Richtkreuz 548. 

Richtstrahl 553, 554. 

RIEMANN, Flache von1 50, 242. 

—, — des elliptischen Gebil- 
des von 259. 

—, Summe von 41. 

—, Integral von 41. 

—, Kriimmungstensor 205. 

—, Mannigfaltigkeit 209. 

—, Normalkoordinaten 
Zad 

—, Funktion von 351. 

—, Integrationsmethode von 
35.5. ; 

—, Methode von: 350. 

RIEMANN-CaAucnHy, Differen- 
tialgleichung 222. 

Ritz, Verfahren von 413. 

RopDRIGUES, Formel von 171. 

ROLEE, Satz von 16: 

Rollkurven 160. 

Rotation 189, 193, 203. 

— eines Kérpers 266. 

Riickkehrkurve 345. 

Riickkehrschnitt 148. 

Rickkehrpunkt 157. 

Runce-Kuttra, Methode von 
631. 


Integral- 


von 
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562. 

—,graphische Methode der 
sukzessiven Approxima- 
tion 561.: 

—, Rechenschema von 539. 


Integrationsmethode 


Sakulargleichung 62, 85, 343. 
Saite, schwingende 351, 390, 
398. 
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Saite, homogene 355. 

—, inhomogene 357. 

SARRUS, Regel von 64. 

Schar von Flachen 2. Grades 
132. 

—, konfokale 132. 

Scheiteldreieck 103. 

Scherksche Minimalflache 
178. 

Scheitel 128, 157. 

Schiebflachen 177. 

Schiefe, Ursachen der 464. 

schiefe Determinante oder 
Matrix 59. 

schiefsymmetrisch 59, 62. 

schlichtartig 148. 

SchluBintegrale 34. 

Schmiegebene 162. 

Schmiegkugel 164. 

Schnabelspitze 158. 

Schranken 2. 

Schraubung, infinitesimale 
138. 

SCHWARZ, Ungleichung von 
2075 

—, Lemma:-von 241. 

—, Spiegelungsprinzip von 
242. 

—, Derivierte von 321. 

Schwarzsche Minimalflache 
178. 

Schwankung 3. 

Schwerpunkt, graphische Be- 
stimmung des Schwer- 
punktes einer Flache 557. 

Schwingung, ungedampfte 
328. 

—, gedampfte 328. 

—, erzwungene 328, 357, 360. 

ScHUSTER, A., Expektanz- 
begriff 540. 

Selbstberitthrungspunkt 157. 

semidefinit 7. 

Senke 240. 

Senkpunkt 193. 

senkrecht 144. 

Separation der Variablen 348. 

Serretsche Formeln 106. 

sign 4. 

Signatur 84. 

SIMPSON, Regel 626. 

simultane Invariante 82. 

singulare Kongruenz 139. 

— Matrix 66. 

— Transformation 80. 

singularer Punkt 157, 225. 

— einer Flache 2, Grades122. 

—, isoliert 226. 

—, wesentlich 227. 

Sinus amplitudinis 256. 

Skala, Funktions- 565. 

—, Doppel- 566. 

skalare Matrix 66. 

Skalarfeld 183. 

skalares Produkt 188. 
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SLaBy, Konstruktion der 
Differentialkurve 559. 

Spitze: 4/57. 

spharische Bilder einer Raum- 
kurve 163. 

— Geometrie 141, 

— Kurven 164. 

spharischer Defekt 103. 

— HxzeS 103. 

spharisches Bild einer Flache 
169. 

— — — Kongruenz 179. 

Stab, schwingender 358. 

stabile Bahn 387. 

Stachelschweinsatz 181. 

Standardabweichung 438. 

Statistik 460. 

statistische Genauigkeit 466. 

Steigung 13. 

Steinersche Hypozykloide 
161. 

Stelle der Bestimmtheit 322. 

STERN, O. 454. 

stetig 5, 6. 

— differenzierbar 14. 

—, gleichmaBig 5. 

—, stiickweise 14. 

Stetigkeit 5, 6. 

—, gleichmaBige 5. 

STIELTJES 452. 

—, Integral von 54. 

STIRLING, Interpolations- 
formel von 614. 

—, Formel von 237, 433. 

Stérungsfunktion 380. 

STOKES, Satz 192, 193, 384. 

—, Verallgemeinerung des 
Integralsatzes 384, 207. 

—, Tensor von 384. 

Strahlenkongruenz 179. 

Strahlenkoordinaten 136. 

Strahlsystem 139. 

Streuung 438, 499. 

—, mittlere 499. 

—, durchschnittliche 499, 

—, wahrscheinliche 499. 

—, Berechnung einer 439. 

Striktionslinie 176. 

Stromlinien 239. 

stiickweise glatt 14. 

—SUCLICN 5. 

Sturmsche Kette 94. 

Sturmscher Satz 94. 

STURM-LIOUVILLE, Differen- 
tialgleichung 334. 

Subnormale 154. 

Subtangente 154. 

Summenfunktion 452. 

Summentafel 460. 

Superoskulation 156. 

symmetrische Determinanten 
und Matrizen 59, 62. 

— Grundfunktionen 89. 

— Gtuppe 74. 

— Polynome 88. 
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Tangente 154. 


| Tangentenbild 163. 


Tangentenflache 165. 

Tangentenkegel 122. 

Tangentenvektor 162. | 

Tangentenverfahren 553. 

Tangentialkrimmung 173. 

Tautochrone 287. 

Taylorsche Formel 18, 21. 

— Reihe 28. 

TayLor, Entwicklung 224. 

teilerfremd 87. 

Teilmenge 1. 

Teilung von Flachen 555. 

Teilverhaltnis 112. 

Telegraphengleichung 352. 

Tensor, Komponenten 1. Art 
und 2. Art 196. 

—, symmetrischer 185. 

—, schiefsymmetrischer 185. 

—, antisymmetrischer 185. 

—, Verjiingung 185. 

—, Kriimmungs- 205, 210. 

—, Flachen- 205. 

—, Raum- 205. 

—, Welt- 206. 

Tensordichte 206. 

Tensorrechnung 182. 

Tensoralgebra 182. 

Tensorfeld 183. 

Terassenpunkt 31. 

tesseral 78. 

Tetartoedrie 78. 

Tetraedergruppe 74, 75. 

tetragonal 78. 

Tetragyre 78. 

Theorema egregium 169. 

Thetafunktionen 254. 

Tuomson, W.,- Integrations- 
methode 563. 

Torsen 165. 

Torsion 163. 

totales Differential 19. 

total unstetig 5. 

totale Variation 41. 

Torus 151. 

Tragheitsgesetz 84. 

Tragheitsmoment einer 
Flache 557..: 

—, Bestimmung von 556. 

Traktrix 175, 161. 

transfinit 1. 

Transformation, kreistreue 
73% 

—, linear gebrochene 72. 

—, lineare 80: 

—, orthogonale 81. 

—, parabolische 73. 

—, projektive 110. 

—, singulare. 80.. 

—, transponierte 81. 

—, Tschirnhausensche 90. 

—, winkeltreue 73. 

— zweiter Art 78. 

—, affine 112. 








Transformation, aquiforme 
TS ie., . : 

— eines bestimmten Inte- 
grales 42. 


— — Doppelintegrales 50. 

— — n-fachen Integrals 
53. ; 

— — unbestimmten Inte- 
grals 33. 

=, konforme) 73: 

—, konjugierte 81. 

—, kontragrediente 81. 

—, infinitesimale 299, 374. 

—, kanonische 306. 

—, elliptische 241. 

—, hyperbolische 241. 

—, Kongruenz- 213. 

—,loxodrome 241. 

—, Symbol der infinitesi- 
malen 374. : 

— durch reziproke Radien 
375. 

—, konforme 376, 377. 

Transformationsgruppe, end- 
liche, yvgliederige, konti- 
nuierliche 373. ' 

Transformationsgruppe 71. 

Transformationsgruppen, 
kontinuierliche 373. 

Translation 72, 376.. 

Transposition 55. 

transponierte Gleichung 
283. 

— Matrix 66. 

— Transformation 81. 

Transversalitatsbedingung 
401. 

trigonometrische Funktionen 
7, 8. 

Trigyre 78. 

triklin 78. 

Trochoide 160. 

TSCHEBYSCHEFF 442. 

—, Formel von 629. 

Tschirnhausensche Transfor- 
mation 90. 

— Resolvente 90. 


Uberlagerungsflache 149. 

—,regulare 151. 

iberschiebungsinvariant 201. 

Ubertragungen, lineare 198. 

—, affine 201. 

— von WIRTINGER 201. 

— — WEYL 201. 

— — RIEMANN 201. 

Ubertragungsvorschrift 198. 

Umformung, rangerhaltende 
64. 

Umgebung 2. 

Umkehrfunktionen 3. 

Umkehrung einer Reihe 
604. 

unbedingt konvergent 26. — 

unberandet 146. 


unbestimmte Formen 16. 
unbestimmtes Integral 32. 
uneigentlich orthogonale 
Transformation 81. 
uneigentlicher Grenzwert 4. 
— Haufungspunkt 2. 
— uneigentliches Integral 
43, 44. 
unendliche Folgen 24. 
— Gruppen 69, 72. 
— Mengen 2. 
— Produkte 31. 
— Reihen 25. 
ungerade Funktion 3. 
— Permutation 55. 
Unterdeterminante 60. 
Untergruppe 70. 
—, ausgezeichnete 71. 
—,invariante 71. 
—, konjugierte 70. 
Unterraum 119. 
unstetig durch Unendlich- 
werden 5. 
— — endlichen Sprung S. 
Unstetigkeit, hebbare 5. 
—, totale 5. 
Urliste 460. 
Urnenschema 423. 
Vandermondesche Determi- 
nante 62. 
Variable, kanonisch-konju- 
gierte 306. 
—, Separation der 307. 
—, Winkel ‘und Wirkungs- 
variable 309. 
Variation 56. 
— einer Funktion 41. 
— der Konstanten, Methode 
320. 
—, erste. 391. 
—, zweite 409. 
Variationsgleichungen 381, 
386. 
—, periodische Lésungen der 
_ 387. 
Variationsrechnung, 
mentallemma 391. 
Vektor, axialer, polarer 
188. 
Vektoranalysis 189. 
Vektoralgebra 188. 
Einheitsvektor 192. 
Vektorfeld 183. 
Vektorrechnung 182. 
Vektorprodukt 188. 
vektorsymbolische Darstel- 
lung von Schwingungsvor- 
gangen 330. 
Vektor, Lange des 210. 
—, Linienintegral eines 192. 


Funda- 


—, Flachenintegral eines 
192. 
Vektorfunktion, lineare ho- 


_ mogene 196. 
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Verbindungsraum 119. 
Vereinigungsmenge 1. 
Verteilung, Sonderstellung 
der normalen 456. 
—,infinitesimale Anderung 
einer 457. 
—, schiefe 458. 
—, graphische Darstellung 
der sch. 461. 
Verteilungsfunktion 452. 
Verteilungsgesetz von Gauss 
444. 
—,normales 444, 490. 
Verteilungsliste 460. 
Verteilungskurve, asymptoti- 
sche Gestalt der 444. 
—, schiefe 462. 
Verteilungsparameter 176. 
Verteilungstafel 460. 
Verwandtschaft, projektive 
110. 
Verzweigungspunkte 150, 
242, 260. 
Verzweigungsstelle 231. 
Verzweigungszahl 150. 
Vierergruppe 75. 
vollstandig orthogonal 144. 
Volterra, Integralgleichung 
287. 
Volumberechnung, graphi- 
sche 557. 
Vorzeichen (einer reellen 
Zahl) 4. 


Warmeleitung 362. 

—, Gleichung der 458. 

—, Problem der 366. 

Wahrscheinlichkeit, Axio- 
matisierung der 423. 

—,klassische Definition der 
421. 

—, geometrische 455. 

—, bedingte 423. 

—, statistische Definition423. 

—, — Bestimmung 443. 

— aus dem Mittelwert 439. 

Wabrscheinlichkeitsteilung 
422. 

—, Abschnittswahrschein- 
lichkeit 451. 

Wabhrscheinlichkeitsdifferen- 
tial 451. 

Wabhrscheinlichkeitsdichte 
452. 

—, konstante 455. 

— a posteriori 422. 

— a priori 422. 

—, Haupttheorem der 442. 

—, — im weiteren Sinn 444. 

Wabrscheinlichkeitsintegral, 
Berechnung einer Tabelle 
des 620. 

WEIERSTRASS 270. 

—, Bedingung von 412. 

—, Funktion von 249. 
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stellung ganzer Funk- 


tionen von 229, 230. 
—, Gebilde von 259. 
Weingartensche Formeln 172. 
Weglange, mittlere 441. 
—, Paradoxon 441. 
Wendelflache 178. 
Wendepunkt 31, 155. 
Wert, dichtester 462. 
—, Zentral- 462. 
—, Mittel- 462. 
—, Viertel- 462. 
—, bestméglichster 468. 
Widerstandsoperator 331. 
Windung 163. 
winkeltreu 73. 
Wirbel 193. 
Wirbelstarke 193. 
Wirbellinie 195. 
Moment der Wirbellinie 195. 
WronskischeDeterminante63. 
Wirfelversuche 443. 
Wurf 109. 
Wurzelfaktor 88. 
Wurzelkriterium 28. 


Zahlen, algebraische 1. 

—, Bernoullische 30. 

Zahlenfolge 25. 

Zeichenregel, kartesische 95. 

Zentralflache 170. 

Zentraflachen 2. Grades 126. 

Zentralkegelschnitt 125. 

Zerlegungsfolge 41. 

Zerlegungssatz von LAPLACE 
60. 

Zirkulante 63. 

Zissoide 158. 

Zufall 420. 

Zufallsmuster 466. 

ZugehG6rigkeitsraum 119. 

zusammengesetzte Funktion 
6y7 20: 

— Transformation 24. 

Zusammenhangszahl 148. 

zusammenhangend 145, 148. ° 

Zweig einer Kurve 157. 

zweischaliges Hyperboloid 
126. 

zweiseitig 143, 147. 

Zwischenform 82. 

Zwischenintegrale 349. 

zyklische Gruppen 70. 

— Kurven 160. 

— Permutationen 55. 

Zykloide 160. 

zyklometrische Funktionen 
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Zyklus 55. 

Zylinder 126. 

Zylinderfunktion 1. Art 276. 

— 2. Art 277. 
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eae Le) oe ene 


a 7 > Te 
$ 


= 





Verlag von Julius Springer in Berlin W 9 








Aus der S ammlung ‘ 


Die Grundlehren der 
mathematischen Wissenschaften 


in Einzeldarstellungen 
mit besonderer Beriicksichtigung der Anwendungsgebiete 


Gemeinsam mit W, Blaschke, Hamburg, M. Born, Gottingen, C. Runge, Gottingen 


herausgegeben von R, Courant,. Gottingen 


Band I: Vorlesungen tiber Differentialgeometrie una geometrische 
Grundlagen von Einsteins Relativitatstheorie, Von Wilhelm Blaschke, 
Professor der Mathematik an der Universitat Hamburg. I. Elementare Differential- 
geometrie. Zweite, verbesserte Auflage. Mit einem Anhang von Kurt Reide- 
meister, Professor der Mathematik an der Universitat Wien. Mit 40 Textfiguren. 
XII, 242 Seiten. 1924. RM 11.—; gebunden RM 12.— 


Band II: Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen. von 
Dr. Konrad Knopp, ord. Professor der Mathematik an der Universitat K6nigsberg. 
Zweite, erweiterte Auflage. Mit 12 Textfiguren. X, 526 Seiten. 1924. 

RM 27.—; gebunden RM 28,— 


Band 111: Vorlesungen iiber allgemeine Funktionentheorie und ellip- 


tische Funktionen. von Adolf Hurwitz, weil. ord. Professor der Mathematik am 
eidgenéssischen Polytechnikum Ziirich. Herausgegeben und erganzt durch einen Ab- 
schnitt iber Geometrische Funktionentheorie von R. Courant, ord. Protessor 
der Mathematik an der Universitat Géttingen. Zweite, vollstandig umgearbeitete 
und vermehrte Auflage. Mit 128 Textfiguren. XII, 496 Seiten. 1925. 

RM 23.40; gebunden RM 25.— 


Band IV: Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers. Von Dr. Erwin 
Madelung, ord. Professor der theoretischen Physik an der Universitat Frankfurt a. M. 
Zweite, verbesserte Auflage. Mit 20 Textfiguren. XIV, 284 Seiten. 1925. 

RM 13.50; gebunden RM 15.— 


Band VI: Theorie der Differentialgleichungen. Vorlesungen aus dem Ge- 
samtgebiet der gewdhnlichen und der partiellen Ditferentialgleichungen. Von Ludwig 
Bieberbach, o. 6. Professor der Mathematik an der Friedrich-Wilhelms-Universitat in 
Berlin, Mitglied der PreuBischen Akademie der Wissenschaften. Zweite, neu- 


bearbeitete Auflage. Mit 22 Abbildungen. X, 358 Seiten. 1926. 
RM 18.—; gebunden RM 19.50 


Band vil: Vorlesungen tiber Differential-Geometrie und geometrische 
Grundlagen von Einsteins Relativitatstheorie. Von Wilhelm Blaschke, 
Professor der Mathematik an der Universitat Hamburg. II. Affine Differential- 
Geometrie. Bearbeitet von Kurt Reidemeister, Professor der Mathematik an der 
Universitat Wien. Erste und zweite Auflage. Mit 4o Textfiguren. IX, 259 Seiten. 
1923. RM 8.50; gebunden RM 10,— 


Band XI: Vorlesungen iiber numerisches Rechnen. Von C. Runge, 
o. Professor der Mathematik an der Universitat G6ttingen, und H. Konig, o. Professor 
der Mathematik an der Bergakademie Clausthal. Mit 13 Abbildungen. VIII, 371 Seiten. 
1924. RM 16.50; gebunden RM 17.70 


Band XII: Methoden der mathematischen Physik. Von R. Courant, ord. 
Professor der Mathematik an der Universitat Gottingen, und D. Hilbert, Geh. Reg.-Rat, 


ord. Professor der Mathematik an der Universitat G6ttingen. Erster Band. Mit 
29 Abbildungen. XIII, 450 Seiten. 1924. RM 22.50; gebunden RM 24.— 


Verlag von Julius Springer in Berlin W 9 











(Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften in Einzeldarstellungen.) 


Band XIII: Vorlesungen iiber Differenzenrechnung. Von Niels Erik Nér- 
lund, ord. Professor der Mathematik an der Universitat Kopenhagen. Mit 54 Text- 
figuren. IX, 551 Seiten. 1924. RM 24.—; gebunden RM 25.20 


Band XVI: Relativitatstheorie in mathematischer Behandlung. Von 
A. S. Eddington, Plumian Professor of astronomy and experimental philosophy im the 
university of Cambridge. Autorisierte, mit Zusatzen und Erlauterungen versehene Uber- 
setzung von Dr. Alexander Ostrowski, Privatdozent an der Universitat Gottingen, 
und Professor Dr. Harry Schmidt, Dozent am Friedrichs-Polytechnikum Céthen. Mit 
einem Anhang: Eddingtons Theorie und Hamiltonsches Prinzip von Albert 
Einstein. XIV, 377 Seiten. 1925. RM 18.—; gebunden RM 19.50 


Band Xxvul: Der absolute Differentialkalktil und seine Anwendungen 
in Geometrie und Physik. Von Tullio Levi-Civita, Professor der Mechanik an 
der Universitat Rom. Autorisierte deutsche Ausgabe. von Adalbert Duschek, Privat- 
dozent der Mathematik an der Technischen Hochschule Wien. Mit 6 Abbildungen. XI, 
310 Seiten. 1928. RM 19.60; gebunden RM 21.— 





Vorlesungen uber Differential- und Integralrechnung, Von R. Courant, 
o. Professor an der Universitat Gottingen. Erster Band: Funktionen einer Ver- 
anderlichen. Mit 127 Textfiguren. XIV, 410 Seiten. 1927. Gebunden RM 18.60 








Die mathematische Methode, Logisch-erkenntnistheoretische Untersuchungen im 
Gebiete der Mathematik, Mechanik und Physik. Von Dr. Otto Hélder, 0. Professor an 
der Universitat Leipzig. Mit 235 Abbildungen. X, 563 Seiten. 1924. RM 26.40 





Mathematische Schwingungslehre. Theorie der gewéhnlichen Differential- 
gleichungen mit konstanten Koeffizienten sowie einiges itiber partielle Differential- 
gleichungen und Differenzengleichungen. Von Dr. Erich Schneider. Mit 49 Text- 
abbildungen. VI, 194 Seiten. 1924. RM 8.40; gebunden RM 10.— 





Technische Schwingungslehre. Ein Handbuch fiir Ingenieure, Physiker und 
Mathematiker bei der Untersuchung der in der Technik angewendeten periodischen 
Vorgange. Von Privatdozent Dipl.-Ing. Dr. Wilhelm Hort, Oberingenieur, Berlin. 
Zweite, vollig umgearbeitete Auflage. Mit 423 Textfiguren. VIII, 828 Seiten. 
1922. Gebunden RM 24.— 





—_e 


Physikalisches Handwéorterbuch. unter Mitwirkung von zahlreichen Fach- 


gelehrten herausgegeben von Dr.-Ing. e. h., Dr. phil. Arnold Berliner und Dr. Karl Scheel, 


Professor an der Physik.-Techn. Reichsanstalt in Charlottenburg. Mit 573 Textfiguren. 
VI, 903 Seiten. 1924. Gebunden RM 39.— 





© re 


Pe ee eee eS ee ee 


wit obs :ediidaeliltal aaah alti 


CPU see 


endian eSulden ie 


a 


0 ee ee ee 





DATE DUE 
ee eee 
es ee 
2a a ae 
ae Pa 
es 














